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AVERTISSEMENT 


DE  LA  NOUVELLE  ÉDITION. 


Depuis  sa  première  édition,  parue  en  1857,  le 
Cours  d Analyse,  professé  à  l'École  Polytechnique 
par  Sturm  et  publié  par  Prouhet,  est  resté  l'un  des 
Ouvrages  consultés  le  plus  volontiers  par  ceux  qui 
-veulent  s'initier  au  Calcul  infinitésimal  :  sa  clarté 
et  sa  simplicité  lui  ont  valu  un  succès  qui  se  main- 
tient et  se  justifie  encore  aujourd'hui.  Il  faut  re- 
connaître toutefois  que,  depuis  l'époque  où  Sturm 
faisait  son  cours,  les  méthodes  et  les  programmes 
ont  changé;  diverses  théories  sont  si  bien  devenues 
classiques  que  leur  place  est  marquée,  même  dans 
un  Livre  élémentaire  destiné  aux  candidats  à  la 
Licence  et  aux  élèves  de  nos  grandes  Écoles. 

Parmi  ces  théories,  l'une  des  plus  importantes 
est,  sans  contredit,  celle  des  fonctions  elliptiques; 
mais  les  lecteurs  des  dernières  éditions  du  Courhî 
d'Analyse  de  Sturm  n'ont  rien  eu  à  désirer  à  cel 
égard  :  ils  ont  trouvé,  à  la  fin  du  second  Volume,  un 
Appendice,  rédigé  par  un  de  nos  géomètres  les 
plus  autorisés,  M.  Laurent,  et  contenant,  sur  la 
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théorie  générale  des  fonctions  et  surtout  sur  les 
fonctions  elliptiques,  des  notions  largement  suffi- 
santes, non  seulement  pour  satisfaire  aux  exigences 
des  programmes,  mais  pour  guider  encore  plus  loin 
ceux  qui  veulent  explorer  Timmense  carrière  ou- 
verte par  les  travaux  d'Abel,  de  Jacobi,  de  Caucliy, 
de  MM.  Hermite  et  Weierstrass. 

Outre  cette  importante  théorie,  il  en  est  d'autres, 
plus  ou  moins  étendues,  qui  sont  omises  ou  déve- 
loppées d'une  manière  tout  à  fait  insuffisante  dans 
les  leçons  publiées  par  Prouhet,  et  qu'il  est  indis- 
pensable d'indiquer  ou  de  développer,  même  en 
ayant  simplement  égard  au  programme  de  la  Li- 
cence; c'est  ce  que  j*ai  essayé  de  faire  au  moyen 
d'additions  qui  se  rattachent  immédiatement  aux 
Leçons  de  Sturm,  et  de  quelques  modifications  à 
ces  leçons  elles-mêmes.  On  trouvera  les  additions 
proprement  dites  à  la  fin  de  chaque  Volume,  sous 
forme  de  Leçons  complémentaires.  La  première,  qui 
est  la  plus  étendue,  a  pour  objet  de  compléter  la 
théorie  des  courbes  à  double  courbure;  la  seconde, 
qui  doit  être  lue  immédiatement  après  les  leçons 
sur  l'intégration  des  différentielles  algébriques,  se 
rapporte  aux  courbes  unicursales  et  à  la  réduction 
des  intégrales  qui  dépendent  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  du  quatrième  degré.  La  troisième, 
placée  dans  le  second  Volume  pour  suivre  l'ordre 
'  adopté  par  Sturm,  contient  des  compléments  sur 
la  théorie  des  surfaces  ;  la  quatrième  est  consacrée 
aux  séries  de  Lagrange  et  de  Fourier. 

Pour  les  modifications  à  apporter  au  texte  des 
leçons,  bien  qu'il  n'ait  pas  été  rédigé  par  Sturm 
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lui-même,  j'ai  usé  d'une  grande  réserve,  en  con- 
servant toutes  les  notations  et,  autant  que  possible, 
la  méthode  d'exposition.  La  plus  grosse  modifica- 
tion consiste  dans  le  remplacement  de  la  leçon  sur 
la  question,  purement  algébrique,  des  équations 
binômes  par  une  leçon  nouvelle  qui  contient  le 
développement  d'un  chapitre  sur  l'élimination  des 
fonctions  arbitraires,  emprunté  à  une  autre  leçon 
de  l'ancien  texte,  et  la  théorie  du  changement  de 
variables  quand  il  y  en  a  plusieurs  d'indépen- 
dantes. A  une  démonstration  assez  pénible  de  la 
série  de  Taylor,  j'ai  substitué  l'élégante  démonstra- 
tion de  M.  Rouché,  en  rappelant  la  démonstration 
si  générale  que  M.  Bonnet  a  donnée  du  théorème 
de  Rolle.  J'ai  dû  compléter  la  leçon  sur  les  imagi- 
naires par  des  développements  sur  la  définition  et 
les  propriétés  des  fonctions  e*,  sin^,  coss,  Iz,  z"". 
La  solution  de  problèmes  élémentaires  sur  le  plan 
tangent  est  remplacée  par  des  notions  sur  les  sur- 
faces enveloppes;  un  paragraphe  est  consacré  au 
changement  de  variables  dans  les  intégrales  dou- 
bles. Enfin,  la  leçon  sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles- du  premier  ordre  a  été  re- 
fondue- et  accrue  de  la  théorie  des  équations  aux 
différentielles  totales  et  des  équations  non  linéaires 
aux  dérivées  partielles,  dans  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes. 

J'ai  relu  avec  soin  le  texte  donné  par  Prouhet  et 
j'y  ai  fait  maintes  corrections  de  détail.,  évidem- 
ment indiquées  :  je  n'ai  pas  hésité  à  abrégeV  cer- 
tains passages,  quand  j'ai  cru  ne  rien  sacrifier 
d'utile;  mais  j'ai  conservé  les  leçons  sur  les  séries 
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et  les  difTérences  finies,  ainsi  que  les  notes  de 
MM.  Catalan,  Despeyrous,  Prouhct  et  Brassinne, 
qui  toutes  présentaient  de  l'intérêt.  Enfin  j'ai  cru 
faire  plaisir  à  plusieurs  lecteurs  en  donnant,  à  la 
suite  des  Exercices  empruntés  à  l'excellent  Recueil 
de  M.  Tisserand,  une  série  de  sujets  de  composi- 
tions proposés  par  les  Facultés  de  Paris  et  de  la 
province. 

Nous  espérons  que  cette  nouvelle  édition  présen- 
tera un  ensemble  aussi  homogène  qu'on  peut  le 
demander  a  une  œuvre  collective,  qu'elle  sera  au 
moins  aussi  facile  à  étudier  que  les  éditions  précé- 
dentes, tout  en  étant  suffisamment  complète  pour 
les  débutants. 

« 

A.  DE  Saint-Germ\in. 


AVERTISSEMENT 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION  (1857). 


Vers  la  fin  de  sa  trop  courte  carrière,  Sturm,  cé- 
dant aux  instances  de  ses  nombreux  amis,  s'était 
décide  à  publier  ses  Cours  d'Analyse  et  de  Méca- 
nique. Mais  comme  l'état  de  sa  santé  ne  lui  permet- 
tait pas  de  se  livrer  aux  soins  multipliés  qu'exige 
l'impression  d'un  livre  de  science,  surtout  dans  une 
première  édition,  il  avait  bien  voulu  accepter  mes 
bons  offices  pour  la  révision  du  texte  et  la  cor- 
rection des  épreuves.  Élève  de  Sturm,  honoré  en 
toutes  circonstances  de  ses  précieux  conseils  et  de 
son  bienveillant  appui,  j'avais  saisi  avec  empresse- 
ment cette  occasion  de  lui  témoigner  ma  reconnais- 
sance, lorsque  sa  mort  vint  interrompre  l'entreprise 
à  peine  commencée,  et  me  laissa  seul  chargé  d'un 
travail  que  j'aurais  été  si  heureux  d'accomplir  sous 
sa  direction. 

Je  dois  maintenant  à  la  mémoire  de  Sturm  d'en- 
trer dans  quelques  détails  sur  la  manière  dont  j'ai 
compris  l'exécution  de  ses  dernières  volontés. 

Le  Cours  d'Analyse,  pour  ne  parler  que  de  l'ou- 
vrage dont  je  publie  aujourd'hui  le  premier  volume, 
est  la  reproduction  des  Leçons  faites  par  l'auteur  à 
l'École  Polytechnique,  et  rédigées  en  premier  lieu 

Sturm.  —  An,,  1.  ^ 
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par  quelques  élèves  de  cette  École.  Ces  rédactions 
rendaient  assez  fidèlement,  dans  leur  ensemble,  la 
pensée  de  Sturm,  et  je  les  ai  reproduites  en  grande 
partie;  mais,  par  suite  de  la  rapidité  avec  laquelle 
elles  avaient  été  composées,  il  s'y  était  glissé  de  nom- 
breuses fautes  de  calcul  ou  de  langage,  qu'il  m'a 
fallu  faire  disparaître.  A  cet  effet,  je  me  suis  servi 
des  cahiers  de  Sturm,  dans  lesquels  j'ai  trouvé  un 
programme  très-détaillé  de  son  Cours,  et  quel- 
quefois des  théories  entièrement  rédigées  par  lui; 
j'ai  profité  en  outre  des  corrections  ou  additions 
qu'il  avait  indiquées  en  marge  de  quelques  exem- 
plaires des  feuilles  lithographiées.  Enfin,  confor- 
mément à  l'intention  clairement  manifestée  par 
Sturm,  j'ai  supprimé  de  nombreuses  répétitions, 
indispensables  dans  un  cours  oral,  mais  inutiles  dans 
un  livre  où  elles  peuvent  être  suppléées  par  des  ren- 
vois. J'aurai  atteint  le  but  de  ce  modeste  travail,  si 
l'on  retrouve  dans  le  texte  que  je  publie  les  qualités 
qui  avaient  fait  une  place  si  remarquable  a  Sturm 
parmi  les  professeurs. 

E.    PllOUHET. 


NOTICE 


SUB 


U  YIE  ET  LES  TRAVAUX 


DE  Ch.  STURH. 


Charles  Sturm  naquit  à  Genève,  alors  chef-lieu  du 
dép^iiement  du  Léman,  le  6  vendémiaire  an  XII  (22  sep- 
tembre i8o3).  Sa  famille,  qui  appartenait  à  la  religion 
protestante,  était  originaire  de  Strasbourg  et  avait  quitte 
cette  ville  vers  1760.  Elle  comptait  probablement  parmi 
ses  ancêtres  deux  hommes  célèbres  au  xvi®  siècle,  Jacques 
Sturm,  président  [stadt^meisler)  de  la  république  de 
Strasbourg,  qui  se  distingua  dans  la  lutte  de  cette  ville 
contre  Charles-Quint,  et  Jean  Sturm,  humaniste,  diplo- 
mate, théologien,  dont  le  nom  se  trouve  mêlé  à  toutes 
les  querelles  littéraires,  politiques  et  religieuses  de  son 
époque. 

Le  jeune  Sturm  montra  de  bonne  heure  des  disposi- 
tions extraordinaires,  et  il  obtint  au  collège  de  nombreux 
succès  dans  toutes  les  parties  de  ses  éludes.  Il  apprit  avec 
une  égale  facilité  les  langues  anciennes  et  modernes,  la 
littérature,  l'histoire.  On  nous  a  même  rapporté  qu'à 
douze  ans  il  composait  des  vers  qui  décelaient  beaucoup 
d'imagination  et  de  sensibilité.  Mais,  à  mesure  qu'il  avan- 
çait en  âge,  il  donnait  une  préférence  de  plus  en  plus 
marquée  aux  études  scientifiques, 

h. 
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Slurm  quitta  le  collège  en  1818  pour  suivie  les  cours 
plus  savants  de  l'Académie  de  Genève.  Il  y  eut  pour 
professeurs  MM.  J.-J.  Scliaub,  le  colonel  (depuis  géné- 
ral) Dufour  et  Simon  Lhuilier.  Ce  dernier,  géomètre 
éminent,  avait  pour  son  élève  une  vive  aiîeclion  et  se  plai- 
sait à  lui.  piédire  un  brillant  avenir.  Il  eut  le  bonheur  de 
vivre  assez  longtemps  pour  voir  ses  prédictions  se  réaliser. 

En  1819,  un  grand  malheur  vint  frapper  Slurm  et  le 
mettre  aux  prises  avec  les  nécessités  de  la  vie.  Son  père 
mourut  dans  la  force  de  1  âge,  ne  laissant  aucune  fortune 
à  sa  veuve  et  à  quatre  enfants,  dont  Charles  était  Taîné. 
Pour  venir  au  secours  de  sa  mère,  qu'il  aimait  ten- 
drement, Slurm,  quoique  bien  jeune,  se  livra  à  rensei- 
gnement et  commença  par  donner  des  leçons  particu- 
lières. En  1823,  il  entra  comme  précepteur  dans  la  fa- 
mille de  Broglie,  où  il  fut  chargé  de  l'éducation  du  frère 
d&madamede  Broglie,  fils  de  la  célèbre  madame  de  Staël. 
11  demeura  quinze  mois  dans  celte  respectable  famille, 
dont  il  eut  beaucoup  à  se  louer. 

Slurm  accompagna  son  élève  à  Paris,  vers  la  fin  de 
1823.  En  route,  il  lia  connaissance  avec  un  bibliolhécaire 
de  Dijon  qui  conduisait  son  fils  à  l'Ecole  Polytechnique. 
Ces  messieurs  étaient  des  lecteurs  assidus  du  Journal  de 
Gergonne,  où  Slurm  avait  déjà  inséré  quelques  bons 
articles.  Quand  ils  apprirent  le  nom  de  leur  compagnon 
de  voyage,  ils  lui  firent  beaucoup  de  compliments  et  de 
politesses.  A  vingt  ans,  de  pareilles  rencontres,  premières 
joies  d'une  célébrité  naissante,  ont  un  charme  tout  parti- 
culier qui  les  fait  compter  parmi  les  plus  grands  bonheurs  , 
de  la  vie. 

•Slurm  aimait  à  se  rappeler  cette  époque.  Il  était  alors 
pauvre  et  presque  inconnu.  Mais  il  avait  la  conscience 
lie  sa  force,  et  son  existence  modeste  était  embellie  par 
Tespérance,  ce  bien  souvent  préférable  au  but  le  plus 
ardemment  poursuivi,  a  Je  suis  actuellement,  écrivait- il 
à  sa  mère,  en  relation  avec  des  hommes  très-savants  et 
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très-distingués.  Il  faut  lâcher  de  m' élever  à  peu  près  à  leur 
niveau,  w 

Ce  premier  séjour  à  Paris  fut  de  courte  durée. 
Sturm  y  revint  un  an  après  avec  son  ami  d*cnfance, 
M.  Daniel  Colladon,  aujourd'hui  professeur  à  l'Académie 
de  Genève  et  physicien  distingué.  De  iSaS  à  1829,  les 
deux  amis  vécurent  ensemble',  mettant  en  commun  leurs 
travaux,  leurs  espérances,  leurs  joies  et  leurs  peines.  Le 
II  juin  1827,  une  haute  distinction  venait  récompenser 
leurs  efforts  :  ils  remportaient  le  grand  prix  de  Mathéma- 
tiques proposé  par  l'Académie  pour  le  meilleur  Mémoire 
sur  la  compression  des  liquides. 

Sturm  était  venu  à  Paris  avec  une  lettre  de  recom- 
mandation de  M.  Lhuilier  pour  M.  Gerono.  L'éminent 
professeur  accueillit  le  jeune  mathématicien  avec  une 
cordialité  dont  celui-ci  lui  a  toujours  gardé  une  pro- 
fonde reconnaissance,  et  lui  procura  des  relations  utiles. 
MM.  Arago,  Ampère  et  Fourier  suivaient  avec  intérêt 
les  travaux  de  Sturm  et  de  son  ami.  Je  n'ai  pas  bcsoHi 
de  dire  que  les  jeunes  savants  étaient  obligés  d'abandon- 
ner parfois  la  haute  théorie  po^ir  des  occupations  moins 
relevées,  mais  plus  lucratives.  M.  Arago,  dont  la  pré- 
voyante amitié  embrassait  tous  les  détails,  ne  laissait 
échapper  aucune  occasion  de  leur  envoyer  des  élèves. 

A  cette  époque,  M.  Fourier  réunissait  autour  de  lui 
quelques  jeunes  géomètres,  dont  la  réputation  commen- 
çait à  se  faire  jour,  et  qui  ont  tenu  depuis  ce  qu'ils  pro- 
mettaient alors.  L'illustre  savant  les  initiait  à  ses  travaux 
de  prédilection  et  les  entraînait  dans  la  route  où  il  avait 
fait  de  si  importantes  découvertes.  Sturm  subit  Thcu- 
reuse  influence  de  ce  maître  vénéré,  dont  il  ne  parlait 
jamais  qu'avec  émotion.  Il  dirigea  ses  recherches  vers  la 
théorie  delà  chaleur  et  l'analyse  algébrique.  C'est  en  étu- 
diant les  propriétés  de  certaines  équations  différentielles 
qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  questions  de 
physique  mathématique,  qu'il  trouva  son  célèbre  ihéo- 
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rème.  Celte  découverte,  publiée  en  1829,  fit  sensation  et 
plaça  son  auteur  au  rang  des  premiers  géomètres. 

Sturni  accueillit  avec  joie  la  révolution  de  Juillet, 
dans  laquelle  il  crut  voir  Pavénement  définitif  d'une  sage 
liberté.  Cette  révolution  lui  fut  du  moins  favorable  en 
lui  permettant  d'entrer  dans  l'Instruction  publique,  dont 
sa  qualité  de  protestant  Tavait  éloigné  pendant  la  Restau- 
ration. La  haute  protection  de  M.  Arago  le  fit  nommer,  à 
la  fin  de  i83o,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au 
collège  RoUin. 

C'est  de  cette  époque  que  date  son  amitié  avec  M.  Liou- 
vîlle,  amitié  qui  a  duré  jusqu'à  sa  mort. 

Le  4  décembre  i834>  l'Académie  des  Sciences  l'honora 
du  grand  prix  de  Mathématiques,  qui  devait,  aux  termes 
du  programme,  être  décerné  à  l'auteur  de  la  découverte 
la  plus  importante  publiée  dans  les  trois  dernières  an- 
nées. Le  Mémoire  couronné,  déposé  au  Secrétariat  le 
3o  septembre  1 833,  était  relatif  à  la  théorie  des  équations. 

En  i836,  Sturni  fut  nommé  Membre  de  l'Académie 
des  Sciences,  en  remplacement  de  M.  Ampère,  par 
46  voix  sur  52  votants.  , 

Entré  à  l'Ecole  Polytechnique  en  i838,  comme  répé- 
titeur d'Analyse,  Sturm  devenait  deux  ans  plus  tard 
professeur  à  cette  Ecole.  Dans  la  fnème  année  (1840), 
présenté  en  première  ligne  par  le  Conseil  académique  e.t 
par  la  Faculté  des  Sciences,  il  occupait  à  la  Sorbonne  la 
chaire  de  Mécanivjue,  laissée  vacante  par  la  mort  de 
Poisson. 

Sturm  était,  en  outre,  oflScîer  de  la  Légion 'd'hon- 
neur (1847)1  Membre  de  la  Société  Philomathique,  des 
Académiesde  Berlin  (i835)etde  Saint-Pétersbourg  (i836), 
delà  Société  Royale  de  Londres  (i84o).  Cette  dernière  lui 
avait  décerné  la  »ï>édaille  de  Copley  pour  ses  titivaùx  sur 
les  équations. 

Sturni  se  montrait  digne  de  tous  ces  honneurs  par  son 
zèle  à  remplir  ses  diverses  fonctions.  Doué  d'une  con- 


NOTICE.  XXUl 

stitutiou  naturellement  forte,  il  pouvait  compter  sur  une 
longue  carrière  et  de  nouveaux  succès.  Malheureusement, 
vers  i85i,  sa  santé  subît  une  altération  profonde  par 
suite  d'une  trop  forte  application  à  des  recherches  diffi- 
ciles, et  il  fut  obftgé  de  se  faire  remplacer  à  la  Sorbonne 
et  à  l'Ecole  Polytechnique.  Il  reprit  ses  cours  à  la  fin  de 
i852,  mais  il  ne  se  rétablit  jamais  complètement.  Malgré 
les  soins  de  sa  famille,  qui  relardèrent  mais  ne  purent 
arrêter  les  progrès  du  mal,  il  succomba  le  18  décem- 
bre i855,  à  l'âge  de  cinquante  et  un  ans, 

Slurm  n'était  pas  seulement  un  homme  de  talent,  c'é- 
tait aussi  un  homme  de  cœur,  bon  pour  sa  famille,  bon 
pour  ses  amis,  don  t. le  nombre  était  grand.  «  J'ai  beaucoup 
d'amis,  »  disaitril  avec  un  naïf  orgueil,  et  cette  parole, 
qui  chez  tout  autre  aurait  passé  pour  une  exagération, 
était  rigoureusement  vraie.  A  ceux  que  j'ai  déjà  cités, 
j'ajouterai,  san^  prétendre  à  une  énumération  complète, 
MM.  Lejeune-Dirichlet,  Oslrogradsky,  Brassinne,  Cas- 
sanac.  Catalan.  M.  Faurie,  d'abord  élève,  devenu  ensuite 
l'ami  intime  de  Sturm ,  mérite  une  mention  spéciale 
pour  le  dévouement  dont  il  a  fait  preuve  dans  les  circon- 
slîgices- les  plus  pénibles. 

Dans  sa  prospérité,  Sturm  n'oubliait  pas  les  jours 
difficiles  et  le  généreux  appui  qu'il  avait  reçu  de  MM.  Am- 
père, Fourier,  Arago.  Il  se  plaisait  à  venir  en  aide  aux- 
jeunes  gens  qui  débutaient  dans  la  carrière  des  sciences, 
et  il  savait  les  obliger  avec  une  délicatesse  admirable. 

Sturm  se  taisait  volontiers  avec  les  personnes  qu'il  ue 
connaissait  pas;  mais  quand  sa  timidité  naturelle  était 
vaincue,  il  révélait  tout  le  charme  d'un  esprit  fin  et  origi- 
nal. Il  était  passionné  pour  la  musique  des  grands  maî- 
tres, et  nous  tenons  de  lui  qu'à  une  époque  où  ses  res- 
sources étaient  bien  faibles,  il  s'imposait  des  privations 
a6n  de  pouvoir  entendre  les  chefs-d'œuvre  de  Rossini  et 
de  Meyerbeer. 

Comme  professeur,  Sturm  se  distinguait  par  la  clarté 


XXIV  NOTICE. 

et  la  rigueur.  On  lui  doit  beaucoup  de  démonslrations 
ingénieuses  qui,  répandues  par  ses  élèves,  ont  ensuite 
passé  dans  les  livres  dont  les  auleurs  ont  presque  tou- 
jours oublié  de  le  citer.  Mais  il  était  riche,  point  avare, 
et  ne  réclamait  jamais.  «  En  ai-je  assez  perdu,  disait  il 
en  riant,  de  ces  petits  objets!  et  combien  peu  m'ont  été 
rapportés  par  d'honnêtes  ouvriers!  A  la  longue,  cepen- 
dant, le  total  peut  faire,  comme  on  dit,  une  perte  consé^ 
quente.  » 

Les  qualités  de  Sturm  étaient  bien  appréciées  par  la 
jeunesse  intelligente  qui  suivait  ses  leçons.  «  On  admirait, 
dit  l'un  de  ses  élèves  (*)  (et  j'ajouterai  :  l'on  aimait),  cet 
homme  supérieur  s'éiudiant  à  s'effacer,  pénétrant  dans 
l'amphithéâtre  avec  une  timidité  excessive,  osant  à  peine 
regarder  son  auditoire.  Aussi  le  plus  religieux  silence  ré- 
gnait-il pendant  ses  leçons,  et  on  pouvait  dire  de  lui 
comme  d*Andrieux,  qu'il  se  faisait  entendre  à  force  de  se 
faire  écouler,  tant  est  grande  l'influence  du  génie!  » 

Enfin,  pour  achever  de  faire  connaître  Thomme  émi- 
nonl  que  nous  venons  de  perdre,  nous  citerons  encore  les 
paroles  touchanles  prononcées  sur  sa  tombe  par  M.  Liou- 
ville,  le  jeudi  5o  décembre  i855. 

((    Messieurs, 

»  l^e  géomètre  supérieur,  l'homme  excellent  dont  nous 
accompagnons  les  restes  mortels,  a  été  pour  moi,  pendant 
vingt-cinq  ans,  un  ami  dévoué 5  et  par  la  bonté  même  de 
cette  amitié,  comme  par  les  traits  d'un  caractère  naïf  uni 
à  tant  de  profondeur,  il  me  rappelait  le  maître  vénéré  qui 
a  guidé  mes  premiers  pas  dans  la  carrière  des  mathéma- 
tiques, Tilluslre  Ampère. 

»  Sturm  était  à  mes  yeux  un  second  Ampère  :  candide 
comme  lui,  insouciant  CDmme  lui  de  la  fortune  et  des 


(*)  M.  llo{jray  Belmy,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  Voir  le 
S'ècledw  3o  décembre  i855. 
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vanités  du  monde*,  tous  deux  joignanl  à  Tespril  d'inven- 
tion une  instruction  encyclopédique;  négligés  ou  mèm€ 
dédaignés  par  les  habiles  qui  cherchent  le  pouvoir,  maïs 
exerçant  une  haute  influence  sur  la  jeunesse  des  écoles, 
que  le  génie  frappe*,  possédant  enfin  sans  l'avoir  désiré, 
sans  le  savoir  peut-être,  une  immense  popularité. 

))  Prenez  au  hasard  un  des  candidats  à  notre  Ecole  Po- 
lytechnique, et  demandez-lui  ce  que  c'est  que  le  théo- 
rème de  Sturm  :  vous  verrez  s'il  répondra  !  La  question 
pourtant  n'a  jamais  été  exigée  par  aucun  programme  : 
elle  est  entrée  d'elle-même  dans  renseignement,  elle  s'est 
imposée,  comme  autrefois  la  théorie  des  couples. 

))  Par  celte  découverte  capitale,  Sturm  a  lout  à  la  fois 
simplifié  et  perfectionné,  en  les  enrichissant  de  résultats 
nouveaux,  les  éléments  d'Algèbre. 

»  Ce  magnifique  travail  a  surgi  comme  un  corollaire 
d'importantes  recherches  sur  la  Mécanique  analytique  et 
sur  la  Mécanique  céleste,  que  notre  confrère  a  données, 
par  extraits  seulement,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de 
M.  Férussac. 

»  Deux  beaux  Mémoires  sur  la  discussion  des  équations 
différentielles  et  à  différences  partielles,  propres  aux 
grands  problèmes  de  la  Physique  mathématique,  ont  été 
du  moins  publiés  en  entier,  grâce  à  mon  insistance.  «^La 
»  postérité  impartiale  les  placera  à  côté  des  plus  beaux 
»  Mémoires  de  Lagrange  »  {*).  Voilà  ce  que  j'ai  dit  et 
imprimé  il  y  a  vingt  ans,  et  ce  que  je  répète  sans  crain- 
dre qu'aujourd'hui  personne  vienne  me  reprocher  d'être 
trop  hardi. 

*»  Sturm  a  été  le  collaborateur  de  M.  Colladon  dans 
des  expériences  sur  la  comprcssibilité  des  liquides  que 
l'Académie  a  honorées  d'un  de  ses  grands  prix. 

(*)  M.  Liouville  s'exprimait  ainsi  dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des 
Sciences  le  i4  décembre  i836,  et  cependant  Sturm  était  son  concurrent 
pour  la  place  vacante  par  le  décès  d'Ampère.  Un  pareil  fait,  assez  rare 
dans  Vhistoire  des  luttes  académiques,  porte  avec  lui  son  éloge. 
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»  Nous  lui  devons  un  travail  curieux  sur  la  vision,  un 
Mémoire  sur  l'Optique,  d'intéressantes  recherches  sur  la 
Mécanique,  et  en  particulier  un  théorème  remarquable 
sur  la  variation  que  la  force  vive  éprouve  lors  d'un  chan- 
gement brusque  dans  les  liaisons  d'un  système  en  mou- 
vement. Quelques  articles  sur  des  points  de  détail  ornent 
nos  recueils  scientifiques. 

»  Mais,  bien  qu'il  y  ait  de  quoi  suffire  à  plus  d'une  ré- 
putation dans  cet  ensemble  de  découvertes  solidement 
fondées  et  que  le  temps  respectera,  les  amis  de  notre 
confrère  savent  que  Sturra  est  loin  d'être  là  tout  entier, 
même  comme  géomètre.  Puissent  les  manuscrits  si  pré- 
cieux que  quelques-uns  de  nous  ont  entrevus  se  retrouver 
intacts  entre  les  mains  de  sa  famille!  En  les  publiant,  elle 
ne  déparera  pas  les  chefs-d'œuvre  que  nous  avons  tant 
admirés. 

»  L'originalité  dans  les  idées,  et,  je  le  répète,  la  soli- 
dité dans  l'exécution,  assurent  à  Sturm  une  place  à  part. 
Il  a  eu  de  plus  le  bonheur  de  rencontrer  une  de  ces 
vérités  destinées  à  traverser  les  siècles  sans  changer  de 
forme,  et  en  gardant  le  nom  de  l'inventeur,  comme  le 
cylindre  et  la  sphère  d'Archimède. 

»  Et  la  mort  est  venue  nous  l'enlever  dans  la  fleur  de 
l'âge!  Il  est  allé  rejoindre  Abel  et  Gallois,  Gopel,  Eisen- 
stein,  Jacobi. 

»  Ah!  cher  ami,  ce  n'est  pas  toi  qu'il  faut  plaindre. 
Echappée  aux  angoisses  de  cette  vie  terrestre,  ton  âme 
immortelle  et  pure  habite  en  paix  dans  le  sein  de  Dieu, 
et  ton  nom  vivra  autant  que  la  science. 

»  Adieu,  Sturm,  adieu,  n 
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LISTE  BIBLIOGRAPHIQUE  DES  TRAVAUX  DE  STURM. 


ANNALES   DE  MATHEMATIQUES  DE   GERGONNE. 

i.  Tome  XIII  (1822-23),  page  289.  —  Ejctension  du  problème 
lies  courbes  de  poursuite. 

Solution  d'une  question  proposée  par  le  rédacteur. 

2.  Ibid,,  p.  3 14.  —  Déterminer  en  jonction  des  côtés  d'un  (pin- 
(tritatère  inscrit  au  cercle  :  1°  l'angle  de  deux  côtés  opposés  ; 
a**  l'angle  des  diagonales, 

3.  Tome  XIV  (1823-24),.  p.  i3.  —  Étant  donnés  trois  points  et 
un  plan^  trouver  dans  ce  plah  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  trois  points  donnés  soit  un  minimum. 

Sturm,  sans  résoudre  le  problème  par  des  formules  explicites, 
démontre,  à  Taide  de  considérations  enjpruntées  à  la  Mécanique, 
plusieurs  propriétés  du  point  cherché.  Il  généralise  ensuite  le  pro- 
blème. 

A.  Ibid.,  p.  17.  —  Démonstration  analytique  de  deux  théorèmes 
sur  la  lemniscate. 

Démonstration  de  deux  théorèmes  énoncés  par  M.  Talbot,  con- 
cernant l'excès  fini  de  l'asymptote  d'une  hyperbole  équilatère  sur  le 
quart  de  cette  courbe. 

5.  Ibid. y  p.  108.  —  Recherches  analytiques  sur  une  classe  de 
problèmes  de  Géométrie  dépendant  de  la  tlworie  des  maxima  et 
des  minima. 

Maximum  et  minimum  d'une  fonction  des  distances  d'un  point 
variable  à  d'autres  points  dont  les  uns  sont  fixes,  les  autres  assu- 
jettis à  se  trouver  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  données. 

6.  Ibid. y  p.  225.  —  Démonstration  de  deux  théorèmes  sur  les 
transversales. 

7.  Ibid. y  p,  286.  —  Lieu  des  points  desquels  abaissant  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés  d'un  triangle  et  joignant  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires,  on  obtienne  un  triangle  d'aire  constante. 

8.  Ibid. y  p.  3o2.  —  Recherches  de  la  surface  courbe  de  chacun 
des  points  de  laquelle  menant  des  droites  à  t/vis  points  fixesy  ces 
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droites  déterminent  *,sur  un  plan  fixe  les  sommets  d'un  triangle 
dont  l'aire  est  constante. 

9.  Ibid.,  p.  38 1.  —  Courbure  d* un  fil  flexible  et  inextensible 
dont  les  e^xtrémite's  sont  fixes  et  dont  toiLs  les  points  sont  attirés 
ou  repoussc's  par  un  centre  fixe,  suivant  une  fonction  déterminée 
de  la  distance. 

10.  Ibid.,  p.  390.  —  La  distance  entre  les  centres  des  cercles 
Inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  rayon  du  circonscrit  et  l'excès  de  ce  rayon  sur  le  dia- 
mètre de  l'inscrit. 

11.  Tome  XV  (1824-25),  p.  100.  —  Démonstration  de  quatre 
théorèmes  sur  P hyperbole. 

12.  Ibid.,  p.  2o5.  —  Recherches  sur  les  caustiques. 

Cas  où  la  ligne  réfléchissante  ou  séparatrice  de  deux  milieux  est 
une  circonférence.  Propriétés  des  ovales  de  Descartes. 

Ce  Mémoire  est  le  seul  morceau  de  Géométrie  que  nous  ait  laissé 
Sturm  et  montre  ce  qu'il  aurait  pu  faire  dans  ce  genre  s'il  l'avait 
cultivé. 

• 

13.  Jbid.,  p.  25o.  —  Théorèmes  sur  les  polygones  n'guliers. 
Démonstration  et  généralisation  d'un  théorème  de  Lhuilier. 

14.  Ibid.^  p.  309.  --  Recherches  analytiques  sur  les  polygones 
rect dignes  plans  ou  gauches. 

15.  Ibid.,  p.  238.  —  Recherches  d'analyse  sur  les  caustiques 
planes. 

Relations  entre  les  longueurs  des  rayons  incidents  et  réfractés 
correspondants,  prises,  Tune  et  l'autre,  depuis  le  point  d'incidence 
jusqu'à  ceux  où  ces  rayons  touchent  leurs  caustiques  planes.  Recti- 
fication des  caustiques  planes. 

16.  Tome  XVI  (1825-26),  p.  265.  —  Mémoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre.  (Première  partie.) 

Propriété  des  coniques  qui  ont  quatre  points  communs.  Pôles  et 
'  polaires.  Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon. 

17.  Tome  XVII  (1826-27),  p.  173.  —  Mémoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre.  (Deuxième  partie.) 

On  y  trouve  les  deux  théorèmes  suivants,  qui  sont  une  généralisa- 
tion de  celui  de  Desargues  : 

Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  à  un  quadrilatère,  si  Von 
tire  une   transversale  quelconque  qui  .rencontre  ces  courbes   en 
quatre  points  et  deiLic  côtés  opposés  du  quadrilatère  en  deux  autres 
points,  ces  six  points  sont  en  involution. 
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Quand  trois  coniques  sont  circonscrites  a  un  même  quadrilatère, 
une  transversale  quelconque  les  rencontre  en  six  points  qui  sont  en 
involution. 

BULLETIN  DES  SCIENCES  DE  FÉRUSSAC. 

Sturm  a  rédigé,  en  1829  et  i83o,  la  partie  mathématique  de  ce 
Bulletin, 

18.  Tome  XI  (1829),  p.  419-  —  Analyse  dUm  Mémoire  sur  la 
résolution  des  équations  numériques,  (Lu  à  l'Académie  des  Sciences 
le  i3  mai  1829.) 

Ce  Mémoire  contient  le  célèbre  théorème  de  Sturm.  La  démons- 
tration en  a  paru  pour  la  première  fois  dans  V Algèbre  de  MM.  Cho- 
quet  et  Mayer  (i"^'  édition,  1832).  Sturm  a  donné  dans  le  mémo 
ouvrage  une  démonstration,  plus  simple  que  celle  de  Cauchy,  du 
théorème  que  toute  équation  algébrique  a  une  racine. 

Voici  comment  Sturm  parle  do  ses  obligations  envers  Fourier  : 
a  L'ouvrage  qui  doit  renfermer  l'ensemble  de  ses  travaux  sur  l'ana- 
lyse algébrique  n'a  pas  encore  été  publié.  Une  partie  du  manu- 
scrit qui  contient  ces  précieuses  recherches  a  été  communiquée  à 
quelques  personnes.  M.  Fourier  a  bien  voulu  m'en  accorder  la 
lecture,  et  j'ai  pu  l'étudier  à  loisir.  Je  déclare  donc  que  j'ai  eu  pleine 
connaissance  de  ceux  des  travaux  inédits  de  M.  Fourier  qui  se  rap- 
portent à  la  résolution  des  équations,  et  je  saisis  cette  occasion  de 
lui  témoigner  la  reconnaissance  dont  ses  bontés  m'ont  pénétré. 
C'est  en  m'appuyant  sur  les  principes  qu'il  a  posés  et  en  imitant 
ses  démonstrations  que  j'ai  trouvé  les  nouveaux  théorèmes  que  je 
vais  énoncer.  » 

49.  Ibid,^  p.  422.  —  Extrait  d'un  Mémoire  présenté  à  P Aca- 
démie des  Sciences  [\*^  î\x\ïi  1829). 

Extension  du  théorème  de  Fourier  et  de  celui  do  D.srartt^s  aux 
équations  de  la  forme 

Aj7'*  +  Bj:^H-...:--=  0, 

dans  lesquelles  a,  ^,  7,. . .  sont  des  nombres  réels  quelconques. 

A  la  fin  de  cet  extrait,  Sturm  énonce  quelques  théorèmes  relatifs 
au  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  sphère  ou  dans  une  barre. 
Ils  devaient  faire  partie  d'un  Mémoire  qui  paraît  n'avoir  jamais  été 
rédigé.  M.  Liouville  les  a  démontrés  très-simplement  dans  son 
Cours  du  Collège  de  France  (2*  semestre  i856).  Ce  Cours,  consa- 
cré à  l'analyse  des  travaux  de  Sturm,  nous  a  été  très -utile  pour  la 
composition  de  cette  Notice, 


XXX  NOTICE. 

20.  Ibld.,  p.  273.  —  Note  présentée  à  l'Académie  (8  juin  1829). 
Réalité  des  racines  de  certaines  équations  transcendantes.  Sur  les 

coefficients  des  séries  qui  représentent  une  fonction  arbitraire  entre 
des  limites  données. 
Cetle  Note  a  été  refondue  dans  d'autres  travaux  de  l'Auteur. 

21.  Tome  XII  (1829),  p.  3 14.  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  V in- 
tégration d^un  système  d'équations  différentielles  linéaires  '  (Pré- 
senté à  l'Académie  des  Sciences  le  iy  juillet  1829.) 

Étude  des  racines  des  équations  qui  se  présentent  dans  l'intégra- 
tion d'un  système  d'équations  linéaires.  Nombre  de  ces  racines  com- 
prises entre  deux  limites  données. 

Cet  extrait,  fort  étendu,  peut  tenir  lieu  du  Mémoire  lui-même, 
Dans  une  note,  l'Auteur  avertit  que  les  conclusions  d'un  Mémoire 
précédent  (voir  plus  haut,  n**  19)  s'étendent  à  un  grand  nombre 
d'équations  transcendantes. 

JOURNAL  DE  M.    LIOUVILLE. 

22.  Tome  I  (i836),  p.  106.  —  Mémoire  sur  les  équations  diffé- 
rentielles linéaires  du  second  ordre.  (Lu  à  l'Académie  des  Sciences 
le  3o  septembre  i833.) 

Très-beau  Mémoire,  dans  lequel  les  propriétés  des  fonctions  qui 
satisfont  à  une  équation  différentielle  sont  étudiées  sur  cette  équa- 
tion même. 

Une  analyse  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  le  journal  l'Institut  du 
9  novembre  i833.  Le  même  journal,  dans  le  numéro  du  3o  novem- 
bre, contient  une  Note  de  Sturm,  qui  complète  sa  théorie. 

23.  Jbid.,  p.  278.  —  Démonstration  dUin  théorème  de  Cauchj\ 
(En  commun  avec  M.  Liouville.) 

Théorème  sur  le  nombre  de  points- racines  renfermés  dans  un 
contour  donné. 

24.  Ibid.,  p.  290.  —  Autre  démonstration  du  même  théorème. 

23.  Ibid.,  p.  373. — Sur  une  classe  d* équations  à  différentielles 
partielles  de  lu  forme 

du  V    dr,)  >    , 

^  dt  dx  ^"* 

Complément  du  Mémoire  n°  22. 

{J^oir  aussi  Comptes  rendus,  t.  IV,  p.  35.) 

26.  Tome  II,  p.  220.  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  les  dévelop* 
pements  en  séries,  etc.  —  (En  commun  avec  M.  Liouville.) 
i^Foir  aussi  Comptes  rendus,  t.  IV.,  p.  675.) 
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27.  Tome  III,  p.  357.  —  Mémoire  sur  V optique. 

Surfaces  caustiques  formées  par  des  rayons  lumineux  émanés  d'un 
point  et  qui  éprouvent  une  suite  de  réfractions  ou  de  réflexions. 

28.  Tome  VI,  p.  3i5.  —  Note  à  ^occasion  cVun  article  de  M,  De- 
launay  sur  la  surface  de  révolution  dont  la  courbure  moyenne  est 
constante, 

29.  Tome  VII,  p.  iSa.  —  Note  à  r occasion  d'un  article  de 
M,  Gascheau  sur  Inapplication  du  théorème  de  Sturm  aux  transjor- 
mées  des  équations  binômes, 

30.  Ibid,y  p   345.  —  Note  sur  un  théorème  de  M.  Chnslés. 
Démonstration'nouvelle  de  ce  théorème  :  Un  canal  infiniment  petit, 

orthogonal  aux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un  corps  quelconque, 
intercepte  sur  les  surfaces  de  niveau  des  éléments  pour  lesquels 
l'attraction  exercée  par  le  corps  a  la  même  valeur. 

31 .  lbid,y  p.  356.  —  Démonstration  d'un  théorème  d^ Algèbre  de 
M,  Sylvester, 

Ce  beau  théorème  complète  celui  de  Sturm  en  faisant  Connaître 
la  manière  dont  les  différents  restes  se  composent  avec  les  facteurs 
simples  de  Téquation  proposée. 

COMPTES  RENDUS   DE   l'ACADÉMIE   DES  SCIENCES. 

32.  Tome  IV,  p.  720.  —  Sur  un  théorème  de  Cauchy  relatif  aux 
racines  des  équations  simultanées .  (En  commun  avec  M.  Liou ville.) 

33.  Tome  V,  p.  867.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Bravais 
concernant  les  lignes  formées  dans  un  plan  par  des  points  dont  les 
coordonnées  sont  des  nombres  entiers, 

34.  Tome  VII,  p.  11 43.  —  Rapport  sur  deux  Mémoires  de 
M,  Blanchet  relatifs  à  la  propagation  et  à  la  polarisation  du  mou- 
vement dans  un  milieu  élastique, 

35.  Tome  VIII,  p.  788.  —  Note  relative  à  des  remarqes  sur  les 
travaux  de  M,  Liouville  contenues  dans  un  Mémoire  de  M.  Libri, 

36.  Tome  XIII,  p.  1046.  —  Mémoire  sur  quelques  propositions 
de  Mécanique  rationnelle. 

Sturm  étudie  dans  ce  Mémoire  la  perte  de  force  vive  résultant 
de  l'introduction  subite  de  liaisons  dans  un  système  matériel  :  la 
question  avait  été  traitée  en  i835  par  Duhamel  (XXIV®  Cahier  du 
Journal  de  l* École  Polytechnique), 

37.  Tome  XX,  p.  254,  761  et  1228.  —  Mémoire  sur  la  théorie 
de  la  vision  et  sur  l'accommodation. 


XSXII  JVOTICE. 

38.  Tome  XXVI,.  p.  658.  —  Note  sur  rintégrotion  des  équations 
générales  de  la  D)  namique. 

Théorèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi. 

39.  Tome  XXVIll ,  p.  66.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de 
M.  L,  Wantzd  ayant  pour  titre  :  Théorie  des  diamètres  recti lignes 
des  courbes  quelconques. 

MÉMOIRES   DES  SAVANTS   ÉTRANGERS, 

40.  Tome  V  (i834),  p.  267.  —  Mémoire  sur  la  compression  des 
liquides,  (En  commun  avec  M.  Colladon.) 

Ce  Mémoire  a  remporté  le  grand  prix" de  Mathématiques  en  1827. 
Il  a  aussi  été  publié  dans  les  Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
t.  XXII,  p.  Il 3. 

41.  Tome  VI  (i835),  p.  271.  —  Mémoire  sur  la  résolution  des 
équations  numériques,  [Voir  plus  haut  n°  18.) 

NOUVELLES  ANNALES   DE   MATHEMATIQUES. 

42.  Tome  X  (i85i),  p.  419.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  so^ 
lide  autour  d'un  point  fixe, 

BIANUSCRITS. 

43.  Un  Mémoire  très-étendu  sur  la  communication  de  la  chaleur 
dans  une  suite  de  vases. 

44.  Un  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre ^  dont  les  dix  pre- 
miers paragraphes  seulement  ont  paru  dans  les  Annales  de  Ger* 
gonne.  {Foir  plus  haut,  n°*  16  et  17.) 

COURS   DE   l'école   POLYTECHNIQUE. 

43.  Cours  d' Analyse,  T**  édit.  (1857-59),  •;►.  vol.  in-8. 
40.  Cours  de  Mécanique,  1861,  2  vol.  in-8. 

(Extrait  du  Bulletin  de  Bibliographie,  d'Histoire  et  de  Biographie 
mathématiques,  mai  et  juin  iSJG.) 
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PREMIÈRE  LEÇON. 

NOTIONS   PRÉLIMINAIRES. 

Notions  sur  les  fonctions  d*une  ou  de  plusieurs  variables.  —  Méthode  des 
limites.  —  Méthode  infinitésimale.  —  Difierents  ordres  d'infiniment 
petits. 

NOTIONS  .SUR    LES    FONCTIONS    d'uNE    OU    DE    PLUSIEURS 

VARIABLES. 

i.  Avant  d'exposer  le  but  et  les  principes  du  calcul 
différentiel,  il  est  nécessaire  d'établir  quelques  notions 
préliminaires. 

On  appelle  variable  une  quantité  qui  prend  successi- 
vement différentes  valeurs,  et  constante  celle  qui  con- 
serve une  valeur  fixe  dans  le  cours  d'un  même  calcul.  La 
nature  de  la  question  dont  on  s'occupe  indique  quelles 
sont  les  quantités  variables  et  les  constantes.  . 

2.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantité  va- 
riable dépendent,  suivant  une  certaine  loi,  de  celles  que 
prend  une  autre  variable,  la  première  est  dite  unefonC' 
don  de  la  seconde.  On  peut  affirmer  que  deux  quantités 
qui  varient  ensemble  sont  fonctions  Tune  de  l'autre,  lors- 
qu'on sait  qu'à  chaque  valeur  de  Tune  d'elles  correspond 
une  valeur  déterminée  de  l'autre,  quand  même  la  rela- 

Stcrm.  —  An,f  I.  ï 
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lion  qui  existe  entre  elles  ne  serait  pas  connue  ni  même 
susceptible  d'être  exprimée  analylîquement. 

3.  On  nomme  variable  indépendante  celle  à  laquelle 
on  donne  des  valeurs  arbitraires^  el  fonction  la  variable 
qui  prend  des  valeurs  correspondantes.  Ainsi  l'aire  d'un 
cercle,  d'une  sphère,  es^  fonction  de  son  rayon  ;  le  temps 
de  l'oscillation  d'un  pendule  est  fonction  de  sa  longueur. 

Une  quantité  peut  être  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes;  par  exemple,  le  volume  d'un  cylindre 
droit  à  base  circulaire  est  fonction  de  sa  hauteur  et  du 
rayon  de  sa  base. 

Les  quantités  variables  sont  ordinairement  représentées 
par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet  a:,  y^  z^  etc.';  les 
constantes  le  sont  par  les  premières  a,  6,  c,  etc. 

Quand  on  veut  indiquer  différentes  fonctions  d'une 
variable  jr,  sans  en  spécifier  la  nature,  on  emploie  les 
symboles/  (x),  cf  (a:),  F  (.r  ),....  Si  l'on  donne  à  x  une 
valeur  particulière  a,  le  résultat  de  la  substitution  de  a  à 
la  place  de  x  dans/  [x)  est  indiqué  par  f{a). 

On  représente  les  fonctions  de  plusieurs  variables  par 

les  notations /(j:,j,  z),  cy  (j?,  /,  z)^  F  (x,  y,  z), 

On  indique  par/(a,  fe,  c),  ç  (a,  A,  c),  F  (a,  6,  c),...  les 
résultats  que  l'on  obtient  lorsqu'on  met  a,  £,  c  à  la  place 
de  x^  j,  ^  dans  ces  fonctions. 

4-.  Une  fonction  d'une  seule  variable  peut  être  repré- 
sentée .  géométriquement. 

Il  suffit  pour  cela  de  considérer  la  variable  indépen- 
dante X  comme  une  abscisse  et  la  fonction j^  comme  l'or- 
donnée correspondante  de  la  courbe  plane  définie  par 
l'équation 

Ordinairement  cette  courbe  est  continue,  c'est-à-dire 
que,  pour  des  valeurs  Aex  qui  varient  par  degrés  insen- 
sibles, l'ordonnée  varie  aussi  par  degrés  insensibles; 
y  est  alors  une  fonction  continue  de  x* 
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On  peut  de  même  représenter  par  une  surface  une 
fonction  de  deux  variables  indépendantes;  mais  une  fonc- 
tion de  trois,  de  quatre,  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables  indépendantes,  n'est  pas  susceptible  d'une  re- 
présentation géométrique. 

5.  On  dit  qu'une  fonction  est  explicite  quanid  elle  est 
exprimée  immédiatement  au  moyen  de  la  variable  ou  des 
variables  dont  elle  dépend,  de  sorte  qu'on  peut  obtenir  sa 
valeur  en  effectuant  sur  ces  variables  certaines  opérations 
indiquées  avec  précision.  Ain^i 


sont  des  fonctions  explicites  de  x. 

On  nomme  fonctions  implicites  celles  qui  sont  liées 
aux  variables  dont  elles  dépendent  par  des  équations  non 
résolues,  ou  par  des  conditions  quelconques  qui  ne  sont 
pas  exprimées  analytiquement;  telle  est  y  dans  Téquation 

y"^  —  2  jTj  H-  2jc' —  a*  z=i  o. 

La  fonction  deviendra  explicite  si  Ton  tire  sa  valeur  de 
Téquation,  et  l'on  aura 


*       "■  .  "  *  * 

MÉTHODE    DES    LIMITES. 

6.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantité  va- 
riable approchent  indéfiniment  d'une  quantité  fixe  et  dé- 
terminée, de  manière  à  rHen  différer  qii  aussi  peu  qiion 
voudra,  cette  quantité  fixe  est  appelée  la  limite  des  va- 
leurs de  la  variable.  Citons  quelques  exemples. 

La  surface  d'un  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  ten- 
dent les  aires  d'une  suite  de  polygones  réguliers  inscrits, 
quand  le  nombre  de  leurs  côtés  devient  de  plus  en  plus 
grand.  En  effet,  on  démontre  en  Géométrie  que  Taire 
d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  peut  différer 

t. 
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de  Taire  de  ce  cercle  d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on 
voudra,  pourvu  que  le  nombre  des  côtés  soit  suffisam- 
ment grand.  II  faut  bien  remarquer  qu'il  u^est  pas  néces- 
saire pour  cela  de  démontrer  que  l'aire  du  polygone 
régulier  inscrit  va  constamment  en  augmentant  avec  le 
nombre  de  ses  côtés. 

De  même,  si  l'on  considère  un  arc  et  son  sinus,  le  rap- 

port 9  toujours  moindre  que  Tunité,  peut  en  différer 

d'aussi  peu  qu'on  le  voudra,  pourvu  que  l'on  donne  à 
l'arc  des  valeurs  suffisammétit  petites.  Donc  la  limite  de 


sin^r 


est  l'unité,  .quand  x  décroît  indéûniment. 


On  remarquera  bien  encore  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
de  démontrer,  et  même  on  ne  le  démontre  pas  ordinaire- 

,                   sinar  .       „ 

ment,  que  le  rapport va  en  augmentant  continuelle- 

je 

meut  quand  a:,  plus  petit  qu'un  quadrant,  diminue  indé- 
fini ment.. 

7,  Les  fonctions  qui  se  présentent  sous  la  forme -?  pour 

une  certaine  valeur  de  la  variable^  ont  souvent  des  limites. 

sin  jo 
Nous  en  vivons  un  exemple  dans  le  rapport j  qui  de- 

vient-  pour  a:=  o,  et  qui  a  pour  limite  l'unité.  De  même 

l'expression 

X*  —  a^ 

•^  J7»  —  a» 


prend,  pour  a:  =  a,  la  forme  -•  Toutefois,  si  l'on  donne 

à  X  des  valeurs  diffiérentes  de  a,  mais  qui  s'en  approchent 
successivement,  les  valeurs  de^'  sont  déterminées  et  égales 
d'ailleurs  aux  valeurs  de  Texpression 

x^  -\-  ax  -^  a^ 

2a . 

a 
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Or,  à  mesure  quex  s'approche  de  plus  en  plusde  a,  cette 
dernière  expression  diffère  de  moins  en  moins  de 

3a  a 

7,a ou      —  • 

2  2 

La  limite  des  valeurs  de  j*  est  donc  — 

8.  Une  quantité  variable  peut  s'approcher  indéfini- 
ment d'une  limite  en  restant  toujours  plus  petite  ou  tou  • 
jours  plus  grande  que  cette  limite-,  mais  il  peut  se  faire 
qu'une  quantité  variable  devienne  alternativement  plus 
grande  et  plus  petite  que  la  limite  vers  laquelle  elle  tend, 
en  oscillant,  pour  ainsi  dire,  de  part  et  d'autre. 

Ainsi  le  rapport tend  vers  zéro  quand  r  croît  in- 

définiment.  En  même  temps,  toutes  les  fois  que  x  devient 

égal  à  un  multiple  de  la  demi-circonférence,  de- 

vient  o,  et  change  de  signe. 

9.  Si  deux  quantités  qui  varient  simultanément  res^ 
tent  constamment  égales  entre  elles,  dans  tous  les  états 
de  grandeur  par  lesquels  elles  passent^  et  si  Von  sait  que 
Vune  d"* elles  tend  vers  une  limite,  il  est  évident  que 
Vautre  tend  aussi  vers  la  même  limite  ou  vers  une  limite 
égale  à  celle-là.  C'est  là  le  principe  de  la  méthode  des 
limites  dont  o'n  fait  un  si  grand  usage  dans  toutes  les  par- 
ties des  mathématiques. 

Ainsi,  veut-on  prouver  que  le  cercle  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  circonférence  par  la  moitié  de  son  rayon; 
en  désignant  respectivement  par  a,  p,  r  l'aire,  le  péri* 
mètre  et  Fapothème  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
le  cercle,  on  a 

or  a  et  p  X  -  r  sont  des  quantités  qui  varient  avec  le  nom- 
bre  des  côtés,  mais  qui  restent  toujours  égales  entre  elles} 
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leurs  limiies  sont  donc  égales.  Si  A,  C,  R  désignent  res- 
pectivement Taîre,  la  circonférence  et  le  rayon  du  cercle, 
A  est  la  limite  de  a,  C  celle  de  p  et  R  celle  de  r  :  donc 


A  =  Cx-R. 

2 
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10.  Lorsqu'une  quantité  variable  prend  des  valeurs  de 
plus  en  plus  petites,  de  manière  qu'elle  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée,  on  dit  qu'elle  de- 
vient injînimenl  petite.  Ainsi  la  diflerence  entre  Taire 
d'un  cercle  et  celle  d'un  polygone  inscrit  peut  être  rendue 
infiniment  petite  en  augmentant  le  nombre  des  côtés.  La 

fraction  — r  devient  infiniment  petite  quand  x 

X» —  2^  -h  3 

prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Une  quantité  infiniment  petite  ou  un  infiniment  petit 
n'est  donc  pas  une  quantité  déterminée,  qui  ait  une  valeur 
actuelle  assignable  :  c'est  au  contraire  une  quantité  es- 
sentiellement variable  qui  a  pour  limite  zéro. 

H.  Quand  une  variable  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes,  de  manière  qu'elle  puisse  surpasser  toute 
grandeur  donnée,  on  dit  qu'elle  devient  infinie  ou  infini^ 
ment  grande^  et  on  la  représente  alors  par  le  signe  oo 

ou  -  •  Ainsi  la  fonction 
o 


n^ 


a 


devient  infinie  pour  x  =  a. 

Pour  des  valeurs  de  x  très-peu  différentes  de  a,  mais 
plus  grandes  que  a,  les  valeurs  correspondantes  dey  sont 
positives,  tandis  que,  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  a,  les  valeurs  de  y  sont  négatives.  L'infini  est  donc 
positif  ou  négatif,  suivant  les  cas. 

12.  Les  infiniment  petits  sont  des  auxiliaires  qui  ser- 
vent à  rendre  plus  aisé  le  calcul  des  quantités  finies.  Leur 
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emploi  donne  lieu  à  la  résolution  fréquente  de  ces  deux 
problèmes  2  i**  deux  ùifiniment  petits  dépendant  Vun 
de  rautre^  trouv^er  la  limite  de  leur  rapport i  a**  trouver 
la  limite  d'une  somme  d*  infiniment  petits  dont  le  nombre 
augmente  indéfiniment, 

La  solution  de  ces  problèmes  est  simplifiée  dans  un 
grand  nombre  de  cas  par  les  deux  théorèmes  suivants  : 

13.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites  nest  pas  changée  quand  on 
remplace  ces  quantités  par  d^ autres  qui  ne  leur  sont  pas 
égales^  mais  qui  ont  a\'ec  elles  des  rapports  tendant 
vers  Vuniié. 

Soient  a  etp  deut  quantités  infiniment  petites;  a'  el^' 
d^autres  quantités  telles,  que  les  limites  des  rapports  -7» 

^  soient  égales  à  Tunité.  On  aura  identiquement 
P 


a a    a 


d'où  l'on  tire 


aOL  a  CL 

Iim  -  =  11m  -T'Iim  —  :=  liin  —  • 

p  a'  p  p 


On  aura  de  même 


d'où 


p  -p-p'» 


donc 


hm  -  =  hm  |..  hm  g?  =  ^i™  g?  5 

Um-  =  lim~=limT7. 

14.  On  peut  encore  présenter  la  démonstration  de  ce 
théorème  comme  il  suit  : 


Puisque  —  a  pour  limite  l'unité,  si  Ton  pose 


a 

a 

a'  =  a  -h  ^, 


8  COURS  d'analyse. 

on  aura 

—  =14-  -» 
a.  a 


et  -  devra  tendre  vers  zéro,  ce  que  l'on  exprime  en  disant 


a 

que  d  est  infiniment  petit  par  rapport  à  a 
On  aura  de  même 


par  suiièy 

R     p  a 

Donc,  puisque-  et  —  ont  pour  limite  zéro,  on  aura 

lim— ••  lim-  =  i, 
P  « 

d'où 

a  CL 

lim  —r  =  lim  -  • 

Ce  nouveau  point  de  vue  donne  lieu  à  cet  autre 
énoncé  : 

La  limite  du  rapport  de  cCeux  infiniment  petits  ne 
change  pas  quand  on  les  remplace  par  d^ autres  qui  en 
dij^rent  d\ine  quantité  infiniment  petite  par  rapport 
à  eux. 

Exemples.  On  aura,  pour  x  ==  o, 

X  sinx 

1°     Um =  lim =limcosj:  =  i, 

tango:  tangx 

,.      sin2J:        -.    .  2ar        2 
i*»     lim    .    ^      =  hm  ^—  =  ^j 
sm  3  07  ox       6 

sin^F  X 

y    hm    .  ,,  -  =  lim  — -  =  00  • 
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15.  Théorème  II.  —  La  limite  d'une- somme  d^infi' 
niment  petits  qui  sont  tous  de  même  signe  ne  change, 
pas  quand  on  les  remplace  par  d*  autres  dont  les  rap- 
ports aux  premiers  ont  respectivement  pour  limite 
l'unité  ou  qui  diffèrent  des  premiers  de  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à  eux. 

Soient  a,  a',  a", . . .  des  infiniment  petits  qui  sont  tous 
de  même  signe  et  dont  le  nombre  augmente  de  plus  en 
plus.  Désignons  par  S  leur  somme,  et  supposons  que 
cette  somme  ait  une  limite  finie.  Soient  p,  p\  P'', ...  ; 
e,  e',  e", .  ..  des  infiniment  petits  tels,  que  Ton  ait 

p  =  a  +  «g,      p'  =  a'  -f-  a' g',      p"  =  a"-}-  aV,.  .  .  , 

on  aura 

P-f-  P'-h  P''-+-..  .  =  S-+-ae4-  a'e'-+-  a" «"-h.... 

Or,  si  n  est  la  plus  grande  des  quantités  e,  e',  e'', . . . ,  on 
aura,  en  valeur  absolue, 

ae  4-  a'e'  -f-  a"e"  -h .  .  .  <  S>î, 

et  comme  in  a  pour  limite  zéro,  il  en  résulte. 

lim  (a«  +  a  e'  +  ol" i"  -f- .  .  .)  =  o, 

et  par  conséquent 

lim(p-f-p'  +  p"  +  ,..)=S, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

16.  L'égalité 

lim  (ae  -h  a'e'  4-  cfTi"  -f-  ...)=:  o 

donne  lieu  à  ce  théorème  :  Si  une  somme  d* infiniment 
petits^  dont  le  nombre  augmente  indéfiniment,  a  une 
limite  finie  y  la  somme  des  produits  obtenus  en  les  multi- 
pliant  respectivement  par  d'autres  infiniment  petits  aura 
pour  limite  zéro. 

Par  exemple,  considérons  Taire  comprise  entre  la 
courbe  plane  CD,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  CA 
et  DB.  Imaginons  que  l'on  partage  AB  en  parties  de  plus 


6  COURS  d'analyse. 

leurs  limites  sont  donc  égales.  SI  A,  C,  R  désignent  res- 
pectivement Taire,  la  circonférence  et  le  rayon  du  cercle, 
A  est  la  limite  de  a,  C  celle  de  p  et  R  celle  de  r  :  donc 


A  =  CX-R. 
1 


MÉTHODE    IWnwiTESli^ALE. 

10.  Lorsqu'une  quantité  variable  prend  des  valeurs  de 
plus  en  plus  petites,  de  manière  qu'elle  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée,  on  dit  qu'elle  de- 
vient itijinimenl  petite.  Ainsi  la  diflérence  entre  l'aire 
d'un  cercle  et  celle  d'un  polygone  inscrit  peut  être  rendue 
infiniment  petite  en  augmentant  le  nombre  des  côtés.  La 

fraction  — x  devient  infiniment  petite  quand  x 

X* —  ix  -j-  3  *  * 

prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Une  quantité  infiniment  petite  ou  un  infiniment  petit 
n'est  donc  pas  une  quantité  déterminée,  qui  ait  une  valeur 
actuelle  assignable  :  c'est  au  contraire  une  quantité  es- 
sentiellement variable  qui  a  pour  limite  zéro. 

11.  Quand  une  variable  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes,  de  manière  qu'elle  puisse  surpasser  toute 
grandeur  donnée,  on  dit  qu'elle  devient  infinie  ou  infini- 
ment grande  y  et  on  la  représente  alors  par  le  signe  oo 

ou  -  •  Ainsi  la  fonction 
o 


X  —  a 


devient  infinie  pour  x  =  a. 

Pour  des  valeurs  de  x  très-peu  différentes  de  a,  mais 
plus  grandes  que  a,  les  valeurs  correspondantes  dey  sont 
positives,  tandis  que,  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  a,  les  valeurs  de  y  sont  négatives.  L'infini  est  donc 
positif  ou  négatif,  suivant  les  cas. 

12.  Les  infiniment  petits  sont  des  auxiliaires  qui  ser- 
vent à  rendre  plus  aisé  le  calcul  des  quantités  finies.  Leur 
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emploi  donne  lieu  à  la  résolution  fréquente  de  ces  deux 
problèmes  :  i°  deux  infiniment  petits  dépendant  Vun 
de  rautre^  trouver  la  limite  de  leur  rapport ^  a**  trouver 
la  limite  d'une  somme  d*  infiniment  petits  dont  le  nombre 
augmente  indéfiniment, 

La  solution  de  ces  problèmes  est  simplifiée  dans  un 
grand  nombre  de  cas  par  les  deux  théorèmes  suivants  : 

13.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites  nest  pas  changée  quand  on 
remplace  ces  quantités  par  d^ autres  qui  ne  leur  sont  pas 
égales j  mais  qui  ont  avec  elles  des  rapports  tendant 
vers  V unité. 

Soient  a  et  [3  deujt  quantités  infiniment  petites;  «'et  |S^ 

d^autres  quantités  telles,  que  les  limites  des  rapports  -7» 

B 

^soient égales  à  Tunité.  On  aura  identiquement 

P 

a  OL    ot! 

d'où  l'on  tire 

QL  OL  CL  OL^ 

lim  -  =  lim  -T'iim  —  =  hin  —• 

P  «'  P  P 


On  aura  de  même 


d'où 


donc 


î!  — ?!  ^ 
P  ""P'P'' 


lim  -.  =  hm  ^.  km  ~  =  hm  -  -, 


14.  On  peut  encore  présenter  la  démonstration  de  ce 
théorème  comme  il  suit  : 


Puisque  —  a  pour  limite  l'unité,  si  Ton  pose 


a 
a 

a' 


8  COURS  d'analyse. 

on  aura 

—  =14-  -» 
a  a 

et  -  devra  tendre  vers  zéro,  ce  que  l'on  exprime  en  disant 

que  d  est  infiniment  petit  par  rapport  à  a. 
On  aura  de  même 


par  suitèy 


p' 
p 

S' 

«'  p. 

9 

14-  - 
a 

B'   a" 

Donc,  puisque-  et  -^  ont  pour  limite  zéro,  on  aura 

a        p 

lim~»  lim  -  =  i, 
P  « 

d'où 

aOL 

lim-7  =  Iim^* 

Ce  nouveau  point  de  vue  donne  lieu  à  cet  autre 
énoncé  : 

La  limite  du  rapport  de  cteux  infiniment  petits  ne 
change  pas  quand  on  les  remplace  par  d^ autres  qui  en 
diffèrent  d^une  quantité  infiniment  petite  par  rapport 
à  eux. 

Exemples.  On  aura,  pour  x  =  o, 

,.         X  ,.      sinx        ,. 

1°    lim =  lim =  lini  cosa:  =  i, 

tango:  tangx 

,.     sin2jr        -.   .  2ar        7, 
i*»     lim    .    -      =  hm  ^—  =  TTï 
sin  3  X  ox        6 

3°     lim    .  ,,  -  =  lim  — ■  =  00  • 
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15,  Théorème  II.  —  La  limite  d'une- somme  d'infi' 
niment  petits  qui  sont  tous  de  même  signe  ne  change, 
pas  quand  on  les  remplace  par  d'autres  dont  les  rap- 
ports aux  premiers  ont  respectivement  pour  limite 
l'unité  ou  qui  diffèrent  des  premiers  de  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à  eux. 

Soient  a,  a',  a", . . .  des  infiniment  petits  qui  sont  tous 
de  même  signe  et  dont  le  nombre  augmente  de  plus  en 
plus.  Désignons  par  S  leur  somme,  et  supposons  que 
cette  somme  ait  une  limite  finie.  Soient  p,  P',  P", ...; 
e,  e',  e", .  ..  des  infiniment  petits  tels,  que  Ton  ait 

p  ==  a  +  a«,      p'  =  a'  4-  a' g',      p"  =  a^-t-  aV,.  .  .  , 

on  aura 

P  -+-  P'-h  P^'-f-..  .  =  S-f-a«4-a'«'4-  a" «"-h.... 

Or,  si  n  est  la  plus  grande  des  quantités  e,  e',  i"^ . . . ,  on 
aura,  en  valeur  absolue, 

M  4-  a'e'  H-  a"e"  -h.  .  .  <  S>î, 

et  comme  ri  a  pour  limite  zéro,  il  en  résulte. 

lim  (a«  +  a'«'  -h  od'i"  4- .  .  .)  =  O, 

et  par  conséquent 

lim(p4-p'4-p''4-,..)=S, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

16.  L'égalité 

lim  (ae  -h  a'e'  -f-  arr'  -f-. . .)  =:  o 

donne  iieu  à  ce  théorème  :  Si  une  somme  d* infiniment 
petits^  dont  le  nombre  augmente  indéfiniment ,  a  une 
limite  finie ^  la  somme  des  produits  obtenus  en  les  multi^ 
pliant  respectivement  par  d'autres  infiniment  petits  aura 
pour  limite  zéro. 

Par  exemple,  considérons  Taire  comprise  entre  la 
courbe  plane  CD,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  CA 
et  DB.  Imaginons  que  Ton  partage  AB  en  parties  de  plus 


i4  COURS  d'analyse. 

Le  rapport  j  se  compose  de  deux  parties,  l'une  indé- 
pendante de  /t,  et  Tautre  dans  laquelle  le  facteur  h  est 
<:ommun  à  tous  les  termes^  si  A  décroît  indéfiniment  jus- 
qu'à zéro,  cette  seconde  partie  pourra  devenir  aussi  petite 
que  Ton  voudra  \  donc 

h 
Ainsi^  dans  ce  cas. 

On  peut  encore  obtenir  cette  dérivée  sans  faire  usage 
de  la  formule  du  binôme.  Posons 

a?  -h  A  r=X; 

on  a  alors 

k  =  X* —  js^; 

et  si  Ton  remarque  que  A  =  X  —  x,  on  en  déduit 


h         X  — X 


-_X'«-«-f  x*"-»^  -H . . . -4-  Xx^^-hx^"K 


Quand  h  diminue  jusqu'à  zéro,  X  s'approche  indéfini- 
nïent  de  JC,  et,  çoname  le.  dernier  membre  a  m  termes  qui 
deviennent  égaux  à  j:'"""*,  quand  on  passe  à  la  limite,  on 

a  bien  encore  lim  -r  =  mx"*~*. 

n 

2°  Soit  une  fonction  entière 

y  =  aaf*  -4-  haf^  -f-  cxP  -f- .  . . . 
Changeons  x  en  ar  H-  A,  j^  4evîent  j^  H-  /r,  et  Ton  a 

/  -h  X-  =  «  (x  -f-  //)"•  4-  ^  (j:  -4-  hY  -4-  <?(x -H /<)/»  +  .. ., 
d'où 

-4- <?  [(4:  4- ^y»  —  af/»] -f- • . .  5 
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du  premier  ordre,  puisque a  pour  limite  1 5  i  —  cosar 

sera  du  second  ordre,  puisque  i  —  cosjc  =  a  siii'ya:. 

Les  théorèmes  I  et  II  (n®*  13  et  15)  peuvent  s'énoncer 
ainsi  : 

Quand  on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  composées  d^ infiniment  petits  dedii^ers  ordres, 
on  peut  ne  consen^er,  dans  chacune  de  ces  quantités^ 
que  les  infiniment  petits  de  V ordre  le  moins  éleué. 

Quand  on  cherche  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs 
quantités  infiniment  petites j  on  peut  ne  conserver  que 
les  infiniment  petits  de  V ordre  le  moins  élevé  (*). 

Comme  application  du  premier  théorème,  on  a 

,.     sinj: -f- Ssin'j?       ,.     sina: 
hm =  lira =  I . 

X  -f-   2J7^  X 

Dans  cet  exemple,  on. néglige  au  numérateur  3  sin'jc, 
infiniment  petit  du  second  ordre,  et  au  dénominateur 
Tinfîniment  petit  du  troisième  ordre  ax'. 

EXERCICES. 

\ .  Deux  points  étant  placés  sur  une  courbe  à  une  distance  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  l'un  de  l'autre,  la  distance  du  premier 
de  ces  points  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  par  l'autre  point  est 
infiniment  petite  du  second  ordre. 

S.  Deux  courbes  ayant  une  tangente  commune,  la  différence  de 
leurs  ordonnées,  situées  à  une  distance  infiniment  petite  du  premier 
ordre  du  point  de  contact,  est  du  second  ordre  au  moins. 

3.  Théorèmes  analogues  pour  les  surfaces. 

(*)  «  Le  grand  avantage  que  l'on  retire  de  ces  théorèmes  consiste  en 
ee  qu'ils  permettent  souvent  de  négliger,  dans  les  quantités  infiniment 
petites,  la  partie  qui  en  rend  la  comparaison  et  le  calcul  difficiles.  Il  suf- 
fit toujours  que  cette  partie  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  la  quan- 
Uté  elle-même,  et  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les  résultats  où 
l'on  n'a  en  vue  que  les  limites  des  rapports  ou  des  sommes  de  ces  quan- 
tités infiniment  petites.  »  DcHAMELy  Éléments  de  Calcul  infinitésimal. 


la 
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DEUXIÈME  LEÇON. 

THÉORÈMES  SUR  LES  DÉRIVÉES  ET  LES  DIFFÉRENTIELLES. 

Origine  et  but  du  calcul  différentiel.  —  Fonction  dérivée.  —  Propriétés 
des  fonctions  dérivées.  —  Différentielle.  —  Dérivées  des  fonctions  de 
fonction. 


ORIGINE    DU    CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

18.  On  a  été  conduit  à  la  découverte  du  calcul  difTë- 
rentiel  en  cherchant  une  méthode  générale  pour  mener 
des  tangentes  aux  courbes  planes  représentées  par  des 
équations. 

Concevons  deux  variables  ar  et  y  liées  entre  elles  par 
une  relation  quelconque,  de  manière  que  Tune  soit  fonc- 
tion de  Tautre,  jr=f{x).  Considérons  ces  variables 
comme  les  coordonnées  d'un  point  rapporté  à  des  axes 
rectangulaires  tracés  dans  un  plan,  et  construisons  la 
courbe  AMB  dont  Téquation  est  y  =f[x).  Supposons 

Fig.  2.  cette    courbe    réelle    et 

continue  dans  une  cer- 
taine étendue,  et  propo- 
sons-nous de  mener  la 
tangente  au  point  M  dont 
les  coordonnées  sont  x 
et  j".  On  définit  ordi- 
nairement la  tangente 
comme  la  limite  vers  laquelle  tend  une  sécante,  lorsque, 
cette  sécante  tournant  autour  d'un  de  ses  points  d'in- 
tersection, un  second  point  d'intersection  s'approche  in- 
définiment du  premier.  Soit  donc  M'  un  second  point 
de  la  courbe  ayant  pour  coordonnées  x-i-h^  y-i-k]  con- 
sidérons la  sécante  M^MS,  et  la  tangente  MT  qui  en  est 
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la  limite.  On  a,  dans  le  triangle  M'MN, 


Donc 


UngM'MN=:_  =  .. 


UngIMR  =  lim  tangM'MN  =  lira  ^, 


quand  h  diminue  indéfiniment  jusqu^à  zéro. 

Donc,  si  Ton  cherche  la  limite  du  rapport  des  accrois^ 
senients  simultanés  A:  et  h  des  variables  j^  et  x,  accroisse- 
ments liés  entre  eux  par  Téquation 

quand  h  diminue  indéfiniment,^  cette  limite  sera  la  tan- 
gente trigonométrique  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  x 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  M. 

BUT    DU    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.    —    FONCTION    DÉRIVÉE. 

19.  Le  calcul  différentiel  a  pour  but  de  déterminer, 
pour  chaque  fonction,  la  limite  du  rapport  de  V  accrois- 
semen  t  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable^  quand  celui" 
ci  diminue  jusqu^à  zéro.  Cette  limite,  qui  dépend  de  la 
valeur  attribuée  à  la  variable  x^  mais  nullement  de  son 
accroissement  A,  est  appelée  la  fonction  dérivée  de  la 
fonction  proposée.  On  la  représente  par  j^'  ou  faivf^  (x). 

Nous  allons  chercher  la  dérivée  de  quelques  fonctions 
simples. 

m  étant  entier  et  positif.  Si  nous  changeons  x  en  x  -h  hj 
Y  devient  y-f-ft,  et  l'on  a  j^-i- A  =  (0:  + A)"*,  d'où 
Ar  =  (j:  -4-  hY  —  xT^  ou 

1 .2 
d'où 

h  1.2 
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Le  rapport  j  se  compose  de  deux  parties,  l'une  indé- 

pendante  de  /t,  et  Tautre  dans  laquelle  le  facteur  h  est 
<:ommun  à  tous  les  termes^  si  h  décroît  indéfiniment  jus- 
qu'à zéro,  cette  seconde  partie  pourra  devenir  aussi  petite 
que  Ton  voudra  ^  donc 

,.     k 
h 

Ainsi^  dans  ce  cas. 

On  peut  encore  obtenir  cette  dérivée  sans  faire  usage 
de  la  formule  du  binôme.  Posons 

a?  -h  A  r=X; 

on  a  alors 

k  =  X*  —  jc*; 

et  si  Ton  remarque  que  A  ==  X  —  ar,  on  en  déduit 

k       X"—  ^ 


h         X  — j: 


_X'«-'-f-  X"-»^  -H . . . -f-  X:F«-2-f-x«~'. 


Quand  h  diminue  jusqu'à  zéro,  X  s'approche  indéfini- 
nient  de  x,  et,  comme  le. dernier  membre  a  m  termes  qui 
deviennent  égaux  a  j:'"""*,  quand  on  passe  a  la  limite,  on 

a  bien  encore  lim  7  =  wx"*~*. 

h 

2°  Soit  une  fonction  entière 

y  •=.  aad^  -f-  ha^  -f-  cxf  -f- .  . . . 
Changeons  x  en  ar  H-  A,  j^  4evient j^  H-  /r,  et  Ton  a 

/-f-X==«(x-f-/<)'"-h  ^(jr-|-^)'»-4-<?(^-|-//)''-f-.  ..5 
d'où 

-4- <?  [( JT -f- ^y»— af/»]-!-, . .  , 
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et,  par  suite, 

r        ,     ffi{  ffi  —  i) . ..        1 

.  r       .     «  ("  —  ï)      .        T 

4-  b     nx'^'^h  H ^ x^^k"-^... 

-f-    

Divisant  par  h  et  faisant  ensuite  A  =  o^  on  a 

On  pourrait  aussi  obtenir  cette  dérivée  comme  la  pré- 
cédente, sans  recourir  à  la  formule  du  binôme. 

m  étant  entier  et  positif.  On  a 

et 

I  I        31^ —  (j?  -4-  hy^ 

""  (x  -+-Â)'"  ~"  i^  ~"    x'"(x-f- A)"    ' 
d'où,  en  développant  et  divisant  par  A, 

77Î  (w  —  i)         ., 
—  /wj:"*-'  —  — ^ oà^-^h  — . . . 


h  1.2 


h  x""  {x -\- h^ 

a 

et  enfin,  passant  à  la  limite,  on  a 


> 


,.     k ma^"^  m 


donc 

/  =  ""  T^^x  =  —  'war-w-* . 

d'où  l'on  voit  que  la  règle  pour  obtenir  la  dérivée  de  x**, 
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quand  m  est  entier,  est  touiours  la  même,  quel  que  soit 
lé  signe  de  m. 

on  a 

et,  par  conséquent^ 


or,  si  l'on  fait  A  =  o,  cette  expression  prend  la  forme  -  - 


o 
o 

Pour  faire  disparaître  rîndéiermînation,  on  emploie 
un  procédé  bien  connu  :  on  multiplie  les  deux  termes  de 
la  fraction  par  la  somme  des  radicaux  dont  le  numéra- 
teur est  la  différence,  et  l'on  a 

^  h  [\l{x  ^  hy  —  a}  -{-^Jt^^^-"] 

(x-^hy  —  x*  \ 


h[^  [x -V'  hy  —  a^ -^  sjx^—a^] 

ou 


k IX  -\-  h 

h' 


enfin 


donc 


\J(x  -\-  hy—  a}  +  v^x»  —  a} 


lim  j  =  — ■  =  ■  ■  j 


slx'^à' 


Nous  avons  trouvé  d'une  manière  assez  prompte  et  asse* 
facile  les  dérivées  des  fonctions  précédentes  ;  mais  les  pro- 
cédés que  nous  venons  d'employer  seraient  insuffisants 
pour  des  fonctions  d'une  forme  moins  simple.  Le  calcul 
différentiel  va  nous  donner  des  méthodes  plus  générales» 
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DIFFÉRENTIELLE. 

20.  Soit 

donnons  à  j:  un  accroissement  quelconque  /i,  positif  ou 
négatif.  Soit  k  T accroissement  correspondant  de  /^  on  a 

k 
puisque  la  limite  de  t  est  j^',  on  doit  avoir,  quand  h  n'est 

pas  nul, 


a  étant  une  quantité,  fonction  de  x  et  de  /i,  qui  doit  ten- 
dre vers  zéro  en  même  temps  que  A.  De  là  résulte 

k=:x' à  -i-  ah. 

Ainsi  r accroissement  k  de  la  fonction  se  compose  de 
deux  parties  distinctes  j  la  première  jr'h  est  le  produit  de 
Paccroissement  de  la  variable  Indépendante  x  par  la  dé- 
rivée de  la  fonction.  On  Tappelle  la  différentielle  de  la 
variable  j^,  et  on  la  désigne  par  dy^  de  sorte  que 

dy:=:y'h     ou    f'\x)h. 

La  seconde  partie  est  le  produit  de  h  par  une  quantité  a 
qui  s'annule  avec  A  :  on  ne  s'en  occupe  pas. 

La  différentielle  de  la  variable  indépendante  n'est  autre 
chose  que  l'accroissement  A.  En  effet,  considérons  la 
fonction 


on  a 


par  suite, 
et  eniin 


y  -\-kz=:x  -\-h'y 
k  =  h, 


k 


Sturm.  — -<î/«..  I.  2 
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Ainsi,  pour  cette  fonction  de  x  qui  est  la  plus  simple  de 
toutes^  la  dérivée  est  i  •,  par  suite,  la  différentielle 

dy     ou     dx=zi  '^  h=:  h. 
Par  conséquent,  la  formule 

dyz=:y' h 

peut  s'écrire 

dyi=zy'  dx\ 

d'où  Ton  déduit 

,_dr_ 

^  ~"  dx' 

Ainsi  la  dérivée  d\me  fonction  d^une  variable  est  le 
quotient  de  la  différentielle  de  la  fonction  par  la  diffé- 
rentielle de  la  variable.  C'est  pourquoi  on  appelle  aussi 
la  dérivée  rapport  différentiel  ou  quotient  différentiel. 

On  dit  encore  que  le  quotient  différentiel  est  la  der- 
nière raison  (ou  le  dernier  rapport)  des  accroissements 
ainuiltanés  des  variables.  Mais  les  accroissements,  étant 
nuls  à  la  limite,  n^ont  pas  à  proprement  parler  de  rap- 
port, et  (c  que  Ton  appelle  ainsi  n'est  que  la  limite  dont 
le  rapport  de  ces  quantités  approche  indéGniment. 

21.  La  différentielle  est  susceptible  d'une  représenta- 
tion géométrique.  En  effet,  soit  AMB  la  courbe  repré- 

Fie-  3.  senlée  par  l'équation 

On  a 

tangIMN  =  lim  j  =r  y\ 


Or 


Don( 


IN^MNtanglMN. 


IN  =zhy  =  dyi 
ainsi  IN  représente  la  différentielle  de ^,  si  d'ailleurs 

MN  =:  ^  =  dx. 


DEUXIÈME    LEÇON.  ip 

On  voit  par  la  que  dx  et  Hy  sont  les  accroîssements  cor- 
respondants de  X  et  de  j,  quard  on  passe  du  point  de 
contact  M  situe  sur  la  courbe  à  oq  point  quelconque  I  de 
la  tangente,  tandis  que  k  ou  M'N  est  l'accroissement  de 
l'ordonnée  de  la  courbe  correspondant  au  même  accrois- 
sement A  =  /7j:  de  Tabscisse. 

22.  Toutefois,  quoique  IN  et  M'N  soient  en  général 
différents,    leur    rapport  tend  vers  Tunité-,   en    effet, 

k 

de  -  =  ^'  -h  a,  on  tire 

d'ailleurs,  dy  ^=i  y  h  :  donc 

dy 
et,  si^  n'est  pas  zéro, 


y 

a 

y 

Jim  —r 

<^y 

I  : 

ainsi  le  rapport  de  V accroissement  de  la  fonction  à 
la  différentielle  de  cette  fonction  tend  vers  r  unité, 
pourvu  que  la  dérivée  ne  soit  pas  nulle. 

Pour  des  valeurs  données  de  x  et  y,  le  rapport  des 
différentielles  dx  et  dy  a  une  valeur  bien  déterminée, 
mais  les  différentielles  elles-mêmes  sont  essentiellement 
indéterminées,  et  l'on  peut  leur  attribuer  des  valeurs 
finies.  Toutefois,  on  les  suppose  le  plus  souvent  infini- 
ment petites  et  l'on  dit  que  dy  est  l'accroissement  infi- 
niment petit  dey,  cette  identification  n'entraîne  pas 
d'erreurs  dans  les  opérations  les  plus  ordinaires  du  Cal- 
cul infinitésimal,  mais  il  faut  bien  remarquer  qu'elle 
n'est  rigoureuse  que  si  y  est  de  la  forme  ax  +  b, 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    FONCTIONS   DÉRIVÉES. 

23.  La  relation  (n«  22) 
conduit  à  plusieurs  conséquences  remarquables. 


J 
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ÂllribuoDS  à  x  une  valeur  déterminée,  j'  aura  aussi 
une  valeur  déterminée;  si  Ton  donne  ensuite  à  je  un 
accroissement  suffisamment  petit,  le  signe  de  j' -^  ol 
sera  le  même  que  celui  de  j^',  puisque  a  peut  devenir  aussi 
petit  que  Ton  voudra  \  le  signe  de  h  sera  donc  celui  de 
x'/i,  et  comme  nous  supposons  h  positif,  k  aura  le  signe 
de^'.  Donc,  %\  y'  est  positive.  A'  est  positif,  c'est-à-dire 
que  la  fonction  augmente,  et  si  y*  est  négative,  la  fouc* 
tion  diminue.  Ainsi  une  fonction  croît  ou  décroît  à 
partir  d^une  valeur  déterminée  de  x,  suivant  que  sa 
dérivée  est^  pour  cette  valeur^  positive  ou  négative. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  dérivée  d'une  fonction  reste 
constamment  positive  lorsque  x  varie  depuis  la  valeur  a 
jusqu'à  la  valeur  by  la  fonction  croîtra  continuellement 
dans  le  même  intervalle;  ce  sera  le  contraire  si  la  dérivée 
est  négative. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction 


/=:  —  x^ —  ix^  -H  3x  -f-  I. 


Construisons  la  courbe  représentée  par  cette  équation, 


Fig.  4. 


Pour  arr=oona^=:i, 


X=zl 


a:  =  2, 


a:  =  3, 


r  =  23» 


•^  =  '3' 


r  =  i 


— ',   r  = 


-43 


En  conslruîsant  ces  diflerents  points,  on  reconnaît  que 
la  combe  présente  à  peu  pi  es  la  forme  MM'M''M"^ 

Mais  si  Ton  veut  savoir  pour  quelles  valeurs  de  x  l'or- 
donnée va  en  croissant  ou  ^n  décroissant,  on  prendra  la 
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dérivée  de  j^.  On  aura 

/  1=  ^»  —  4ar -f- 3  =  (-C  —  i)  (  jr  —  3). 

On  voit  alors  que  si  l'on  fait  croître  ;r  de  o  à  i,  la  dé- 
rivée j^'  est  positive;  l'ordonnée  ira  donc  en  augmentant 
depuis  le  point  M'jusqu'au  point  M".  Pour  le  point  M", 
dont  Tabscissc  est  :c  =  i,  on  a^'  =  o,  c'est-à-dire  que  la 
tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  Taxe  des  x.  Si  Ton 
fait  croître  ensuite  x  depuis  i  jusqu'à  3,  la  dérivée  j^ 
devient  négative  ;  Tordonuée  va  donc  en  diminuant  depuis 
le  point  JVP  jusqu'au  point  M"'-,  et  comme ^'  =  o  pour 
X  =  3,  la  tangente  en  ce  dernier  point  est  encore  paral- 
lèle à  Taxe  des  x, 

En6n,  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  croissantes  à  partir 
de  3,  la  dérivée  j^'  est  constamment  positive;  l'ordonnée 
de  la  courbe  va  donc  toujours  en  augmentant  à  partir  du 
point  ]VF^  Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  négative  quel- 
conque, y'  est  positive,  et  par  conséquent  pour  des  va- 
leurs négatives  de  x  et  croissantes,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  l'ordonnée  vont  encore  en  augmentant.  II.  faut 
bien  remarquer  qu'une  quantité  négative  augmente  quand 
sa  valeur  absolue  diminue. 

24.  On  déduit  de  la  formule 

X'  z=  (/  4-  a)  A 

que  si  la  dérivée  d^unç  fonction  est  nulle  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  aet  b^  cette  fonction  a 
une  valeur  constante  dans  cet  intervalle. 

Nous  supposerons  a<^b.  Puisque  lim  j  =  o  par  hy- 
pothèse, on  aura,  pour  une  valeur  quelconque  de  x  com- 
prise entre  a  et  i,  y  <^  e  en  valeur  absolue,  pourvu  que  h 

soit  suffisamment  petit;  e  étant  d'ailleurs  une  quantité 
déterminée  qu'on  peut  prendre  aussi  petite  que  l'on  vour 
dra.  On  déduit'de  là  h<^zh. 
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Considérons  actuellemeDl  deux  valeurs  quelconques  de 
X,  Xi  et  Xt,  comprises  entre  a  et  6  ;  je  dis  que  les  valeurs 
corrcspondanlesyi  et^t  seront  égales.  En  effet,  donnons 
à  X  une  suite  de  valeurs  comprises  entre  Xt  et  Xi,  crois- 
sant d'ailleurs  par  degrés  égaux  ou  inégaux,  mais  assez 
petits  pour  que  Ton  ait,  pour  une  quelconque  de  ces  va- 
leurs, A  <^  eA,  Ar  étant  pris  en  valeur  absolue.  Nous  au- 
rons ainsi  une  suite  d'inégalités  delà  même  forme:  et  si 
nous  les  ajoutons,  il  en  résultera  que  la  somme  des  ac- 
croissements successifs  de  la  fonction  y  pris  tous  positi- 
vement sera  plus  petite  que  la  somme  des  produits  c/i, 
c'est-à-dire  plus  petite  que  le  produit  de  la  quantité  e  par 
la  somme  des  accroissements  de  la  variable  x,  savoir 
Xj  —  Xj.  Donc,  àJbr'tion\  la  somme  des  accroissements 
successifs  de  la  fonction  pris  avec  leurs  signes,  ou^t — J^i? 
est  plus  petite  que  €  (Xt  —  x,  )  ;  donc 

et  comme  e  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on  voudra, 
il  sVnsnit  que  la  différence  y^ — /t  ^st  plus  petite  que 
toute  qucintité  donnée,  c'est-à-dire  nulle  :  on  a  donc 

r>— ri  =  o,     ou    Xi  =  Xi' 

La  fonciion  V  conserve  donc  la  même  valeur  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  dans  rinlervalle  considéré  : 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

2o.  Le  rapprochement  des  deux  propositions  précé- 
dentes conduit  encore  à  cette  conclusion,  que  si  une  Jonc- 
tion est  croissante  dans  un  certain  inten^alle^  sadérii^ée 
ne  peut  dei^enir  négativ^e  dans  cet  intersfalle^  mais  elle 
peut  passer  une  ou  plusieurs  fois  par  zéro.  De  même,  si 
une  fonction  est  décroissante^  sa  dérii^ée  sera  négative, 
mais  elle  pourra  s'annuler  pour  une  ou  plusieurs  valeurs 
parliculières. 

26.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  était  constamment 
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infinie,  a:  serait  une  constanle;  car  si 

,.     k  ..     h 

lim  -  =  QO  ,     on  a     Iim  -7  =  0. 

et  par  les  mêmes  raisonnements  (24),  on  déduirait  delà 
que  deux  valeurs  quelconques  de  x  sont  égales  (*). 

27.  Nous  avons  désigné  jusqu'ici  les  accroissements 
simultanés  des  variables  x  ely  par  les  lettres  A  et  fc;  mais 
comme  on  aura  bientôt  à  considérer  un  plus  grand 
nombre  de  variables,  il  devient  nécessaire  d'employer 
aine  notation  qui  rappelle  toujours  à  quelle  variable  se 
rapporte  chaque  accroissement.  On  se  sert  à  cet  effet  de  la 
caractéristique  A.  Ainsi,  quand  on  considère  plusieurs 
variables  a:,  y,  z^  u  liées  entre  elles  par  des  équations,  de 
manière  qu'une  seule  soit  indépendante,  on  représente 
les  accroissements  simultanés  de  ces  variables  par  Ajr, 
Aj^  Az^  ^u.  Si  l'on  prend  x  pour  varrable  indépen- 
dante, les  rapports 

ày       Az        au 
^js       £ix       ^x 

auront  pour  limites  respectives 

(Ijr        dz        du 
dx        dx        dx 

quand  Aj:  décroîtra  indéfiniment. 

28.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  variable  indépendante^  leurs  differen-: 
tielles  ou  leurs  dénv^ées  sont  égales. 

En  effet,  soient  u  et  \^  deux  fonctions  égales  de  x. 
Donnons  à  x  un  accroissement  Ar^  soient  Aa  et  Ai^ 


(*)  La  dérivée  d^une  fonction  continue  ne  pouvant  être  nulle  ou  infi- 
nie que  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  il  en  résulte  qu'en 
général  Taccroissement  infiniment  petit  d'une  fonction  est  du  même 
ordre  que  raccroissement  de  la  variable. 
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les  accroîssemenls  correspondants  de  u  et  de  i^  ;  on  aura 

et,  comme  u  =  »^, 
d'où 

A  M        A  p 
Aj;        AiT 

Cette  équation,  ayant  lieu  quelque  petit  que  soit  Axj 

aura  lieu  encore  à  la  limite;  or  la  limite  dje  —  est  la  dé- 

Aj: 

rivée  de  li  ou  -r-  i  de  même  la  limite  de  —  est  -7-;  donc 

dx  ^x        dx 

du       dv  ,  _ 

-7-  =  -^     ou     duz=z  dv, 
dx       dx 

La  même  conclusion  subsiste  quand  les  deux  fonctions 
proposées  ont  une  difiérence  constante,  car,  soit 

en  changeant  j:  en  Jc  -f-  A  jc,  on  a 

tt-+-Aa==f-+-  Af-t-c, 

et  comme  w  =  p»  -H  c,  on  a  encore 


Att        Ap 
A  tt  =  A  p,      —  z=i  —  : 
'      Aar        Ax' 


par  suite, 


ou  enGu 


du 
dx 

dv 
dx 

du  — 

-.dp. 

c'est-à-dire  que  deux  fonctions  qui  ont  une  différence 
constante  ont  la  même  différentielle, 

29.  Réciproquement,   si  les  différentielles   de   deux 
fonctions  sont  égales  entre  elleSy  dans  un  certain  inter^ 
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i^alle^  ces  fonctions  auront^  dans  cet  interyfaîleyUne  dif- 
férence constante. 

En  effet,  soit  j^  la  différence  u  —  y\e\  supposons  que 

l'on  ail 

'  du       du 

dx       dx 

De  Téqualion 

on  tire 
ou 

A/  ^=^11  —  Ap, 

ày       A  M        Af 
Aj?        Ax        Aj: 

ou  enfin,  en  passant  à  la  limite 

dy        du       dv 
dx       dx       dx 

.  dy 
Ainsi— est  nulle,  et. par  suite  y  est  une  constante  ;  ce 

qu'il  fallait  démontrer. 

DES    FONCTIONS    DE    FOKCTIONS. 

30.  Quand  on  a 

y  étant  elle-même  une  fonction  de  x,f{x)^  on  dit  que  u 
est  une  fonction  de  fonction  de  x. 

Pour  obtenir  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  :c,  on  pour- 
rait remplacer  y  par  f[x)  dans  <p  (  y),  ce  qui  donnerait 

u-=<f[f[x)], 

mais  il  est  possible  d'éviter  celte  subslilution.  En  effet, 
on  a  Téquation  identique 

^u        A  w    ^y 


I-» 


Ax         ^Y   àx 


? 
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mile  en  général  finie,  et  que  Ai^  devient  nul-,  donc 

dy  du  dp 

—  =  V  —  +  u  — j 
dx  dx  dx 

OU  enfin 

djr  =  d [uv)  =  çdu  -f-  udv. 

C'est-à-dire  que  la  différentielle  du  produit  de  deux 
fonctions  s^ obtient  en  multipliant  chaque  fonction  par 
la  différentielle  de  Vautre^  et  ajoutant  les  résultats, 

37.  Soit  maintenant 

on  a 

d[uvz)  z=  ifzdu  -h  ud  (cz),     d  (iz )  z=.  z du  -^  u dz  ; 

donc 

d  (uvz)  =zçzdu  +  uzdç  +  ui>dz. 

Ainsi  la  différentielle  du  produit  de  trois  fonctions 
s*  obtient  en  multipliant  la  différentielle  de  chaque  fonc- 
tion par  le  produit  des  autres  fonctions  y  et  ajoutant  les 
résultats. 

Cette  règle  est  générale.  Ainsi  Ton  aura 

€/(««'«.../)  =  (^2..  .tdu  -t-  uz,».tdv  -i-  ttP.  .    tdz-\-.,.-{-up.,,dl 

ou,  en  divisant  par  ui^z . . .  t, 

d(uuz,,,t)       du        dv       dz  dt 

— -= —  H 1 h    ..H * 

uvz.  .  ,t  u  V  z  t 

On  démontrera  cette  formule,  soit  directement,  soit 
en  faisant  voir  que  si  elle  est  vraie  pour  un  certain  nom- 
bre de  facteurs,  elle  aura  encore  lieu  quand  on  prendra 
un  facteur  de  plus. 

DIFFÉRENTIELLE    d'uN    QUOTIENT. 

38.  La  différentielle  du  quotient  de  deux  fonctions  se 
déduit  facilement  de  la  différentielle  d^un  produit.  Soit 

u 
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11  ne  faut  pas  croire  que  celte  équation  soit  une  iden* 
lîté;  car  dy  n'a  pas  la  même  significatioa  dans  -j-  et  dans 

-^  :  dans  la  première  expression,  dy  désigne  raccroisse- 

ment  infiniment  petit  de^  regardée  comme  variable  in- 
dépendante; tandis  que  dans  Tautre,  r/^  est  la  différant] elle 
dej^  considérée  comme  fonction  de  x. 
Soit  comme  exemple 

u  z=z  y'^y     y  =  y/j:'  —  «'  : 
d'où 

m 

On  aura  (n°19,  i°et  4°) 

rf.^**  =  /wj*-'  dy-j     dy  =  —  -  dx; 

donc 

da=m  (s/^^^^^^Y''     xdx_  ^  ^  ^^__.^_,^^^^ 

33.  Si  l'on  a 

on  aura,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment, 
r/p  =:  •»!»'  {u)dii,     du  =  <p'  (y)dyy     dy  =/'  (x)  dx^ 

donc 

^^  =  f  («)?'(/)/' W^^, 

ou,  en  divisant  par  dx^ 

(4)  J=f(«)T'(/)/'(.'^). 

de  sorte  que  fa  dérivée  de  la  fonction  p»  est  égale  au  pro- 
duit des  dériifées  des  trois  fondions  dont  elle  est  formée. 
Cette  règle  s'applique  évidemment  à  un  nombre  quel- 
conque de  fonctions. 
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TROISIÈME  LEÇON. 

RÈGLES  DE  DIFFÉRENTIATIOnA 

Différentielle  d'une  somme,  —  d^un  prodnit,  —  d'un  quotient  de  fonc- 
tions.—  Différentielle  d'une  puissance^ —  d'une  expression  imaginaire. 
—  Règle  des  fonctions  composées. 


DIFFÉRENTIELLE    d'uNE    SOMME. 

34.  Soit 

M,  i^,  z  étant  des  fonctions  de  x.  Changeons  j?  en  X  -h  A  a:, 
nous  aurons 

et  comme 
on  a 
d'où 


àr  ^=Su  -\-  ^if  —  Az, 


Ar        ^u        Ap        Az 
àx        Ax        Ax        Ajf' 

passant  à  la  limite, 

fijr       du        dv        dz 
dx        dx        dx        dx 
OU  enfin 

df     ou     d  [u -\- s^  —  z)  ^=.  du -{- di> — dz. 

Ainsi  la  différentielle  et  une  somme  de  fonctions  est  égale 
à  la  somme  des  différentielles  de  ces  fonctions . 

Si  l'une  des  quantités  m,  j^,  z  est  constante,  elle  dispa- 
•  raîtdans  ladifTérenlielIc;  c'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de 

la  proposition  démontrée  plus  haut  (28),  que  les  différen- 
tielles de  deux  fonctions  sont  égales,  quand  ces  fonctions 
ont  une  différence  constante. 

[(l^«AtuÀ3^^W|(rvLctraiv   ÀJ^^  4^ Jij(AtuJr  )^Ou.L  Im/A^  \^ruif<*^ 
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DIFFÉRENTIELLE    d'uN    PRODUIT. 

35.  Soît  à  différentier 

u  étant  une  fonction  de  or  et  a  une  constante  :  changeons 
a:  en  a:  -f-  Ax]  il  vient 

et  comme 
on  a 

et,  à  la  limite, 

dy du 

dx  dx 

ou  enfin  ^ 

dy  =:  d  (an  )  =:  a  du. 

Ainsi  la  différentielle  d 'une  fonction  multipliée  par 
une  constante  s*obtient  en  multipliant  par  cette  con-^ 
staute  la  différentielle  de  la  fonction. 

36.  Soit  encore 

y=zuv\ 

on  en  tire 

y  -\-  ^y  ^=z[u  4-Aw)(p  H- Ap), 

ou,  effectuant  le  produit, 

y  4-  A^  z=:.  uv  -\-  vAu  +•  uAp  H-  AttAp; 

et  comme  jr  =  m»^,  on  a 

Ay  z=z  ç^u  -h  aAp  H-  Ai^Af^, 


d'où 


Ar  Af/  Ap         A/« 

A^  Aor  A.r        A.r 


A  la  limite,  —  Af'  devient  nul,  puisque  —  a  une  Ii~ 
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mite  en  général  finie,  et  que  A(^  devient  nul;  doue 

dr  du  dç 

"=.  P h  U  « 

dx  dx  dx 

ou  enfin 

dy  =  rf(i/p)  =  vdu  4-  udv. 

C'est-à-dire  que  la  différentielle  du  produit  de  deux 
fonctions  s^ obtient  en  multipliant  chaque  fonction  par 
la  différentielle  de  Vautre^  et  ajoutant  les  résultats, 

37.  Soit  maintenant 

y  =  iwZy 

on  a 

d  (  upz)  =zifzdu  -{-  ud  (cz  ),     d  (iz  )  z=zzdv  -{- vdz\ 

donc 

d  [uvz)  z=zçzdu  +  uzdç  -4-  uvdz. 

Ainsi  la  différentielle  du  produit  de  trois  fonctions 
s^obtient  en  multipliant  la  différentielle  de  chaque  fonc- 
tion par  le  produit  des  autres  fonctions  y  et  ajoutant  les 
résultats. 

Celle  règle  est  générale.  Ainsi  Ton  aura 

d[ui>z, ../)  =  pz. .  .tdu  -t-  uz»,.tdv  -i-  ttp.  .    tdZ'^.,.-\-uç.»,dt 

ou,  en  divisant  par  u\^z . . .  t, 

d(uvz.,,t)       du        dv        dz  dt 

-^ -'== 1 1 h    ..H ■• 

UPZ,  .  ,t  u  if  z  t 

On  démontrera  cette  formule,  soit  directement,  soit 
en  faisant  voir  que  si  elle  est  vraie  pour  un  certain  nom- 
bre de  facteurs,  elle  aura  encore  lieu  quand  on  prendra 
un  facteur  de  plus. 

DIFFÉRENTIELLE   d'uN    QUOTIENT. 

38.  La  différentielle  du  quotient  de  deux  fonctions  se- 
déduit  facilement  de  la  différentielle  d'un  produit.  Soit 

u 
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on  en  tire 

et,  par  suite, 

vdjr  -^fdvzzz.du. 


On  remplace  y  par  sa  valeur  -  et  l^on  obtient 


d'où  l'on  tire 


pdjr  H —  dp'=zdii\ 


,  u       pdu  —  udv 
dr     ou     d--=z 


Ainsi  la  différentielle  d^un  quotient  est  égale  au  dé^ 
nominateur  multiplié  par  la  différentielle  du  numéra^ 
teur,  moins  le  numérateur  multiplié  par  la  différentielle 
du  dénominateur^  le  tout  dii^isé  par  le  carré  du  dénomi'^ 
nateur. 

On  arrive  encore  à  ce  résultat  par  une  méthode  plus 
directe.  On  a 


ou 

Ar=:  — ; —  > 

p(v  -\-  àP) 

et,  par  conséquent, 

Au  Ap 

p u  — 

àx  ^^  àx 

Ax  p[p  -{-  Av)    ' 

passant  à  la  limite^ 

du         dp 

p u  — • 

dy         dx  dx 

dx  p^ 

ou  enfin 

,a        pdu  —  udp 

dy     ou     d-  zz=L 

p  p^ 


Si  le  numérateur  u  était  constant,  la  diflférentielle  d  - 

udp 


se  réduirait  à  —     . 
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DIFFÉRENTIELLE    D^UNE    PUISSANCE. 

39.  Soît  y  =  u"*,  m  étant  un  nombre  entier  et  positif: 
nous  avons  vu  (37)  que 

d^uvz.  ,  ,t)  =ifz.  ,  ,  tdfi  -^  uz.  ,  . tdv  4- .  .  .  -f-  w pz . .  . <//r 

Supposons  que  les  facteurs  u,  ^,  ^9«  •  •»  ^  ^ti  nombre 
<le  m  deviennent  tous  égaux*,  on  aura 

d»  u'"  =r  ftiu'"^^  du. 

Ce  résultat  est  aussi  une  conséquence  immédiate  de  la 
rèele  des  fonctions  de  fonctions.  On  sait  que  si  Ton  a 

jr  =  <p(i/)     et     u—J'[x), 

on  aura 

dy  =  <f'  {u)du; 

donc,  puisque 

d,af"=z  mx"*^^  dXf 

on  aura  aussi 

d  ,ie^z=im  «•""'  diA . 

Voici  enfin  une  troisième  méthode.  Donnons  à  or  un 
accroissement  quelconque  ù^x  et  soit  U  ce  que  devient  u  \ 
nous  aurons 

et,  à  cause  de^  =  w"*, 
d'où 

Ar        Aw  , 

^^  —  —    U'"-'  H- U'"-' tt -h  . . .  -f-a"»-'). 
Ax         Aa:  ^ 

Si  Ton  passe  à  la  limite,  U  se  confondant  alors  avec  u^ 
on  a 

dy        du 

—  =  -—  X  wrt*""*     ou     dy  =  mu"^*  du. 

d.x        dx 

40.  Supposons  actuellement  que  l'exposant  m  devienne 
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^gal  à  une  fraction  positive  -;  on  aura 

p 

^  rr=  tt^  ,       d*OÙ      yf  =  UP. 

Comme  p  et  g  sont  des  nombres  entiers  et  positifs, 
nous  pouvons,  en  prenant  la  différentielle  des  deux  mem- 
bres, appliquer  la  règle  précédente,  ce  qui  nous  donne 


ou 
Mais 


qy^^^  dy  =  puP'  '  du 
qy^dy  z=z  puP-^ydu. 


donc 


ou  enfin 


' 

• 

p 

jn 

=^UP 

et 

% 

F 

«'i 

dy^ 

'9 

—  du» 
u 

p 

n 

c-, 

d.u^  —  ~  u^       du, 
9 


Eu  remplaçant  -  par  m,  nous  retrouvons  la  formule 

q 


rf.tt'"r=  mu"*'-^du. 


i\ .  Enfin,  supposons  que  /?/  =  —  w,  n  étant  d'ailleurs 
un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  mais  posilif^  on  a 

I 

y  =  w"     ou    y=z—: 

par  suite, 

d.u'*  nu"~^ 

OU  enfin 

d .  w"  =.  —  nu-""-^  du, 

ce  qui  donne  encore,  en  remplaçant  —  n  par  m, 

d.u"*  =  mu'^"^  du, 
Sicau»  — An, y  I.  '} 
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Celle  formule  esl  donc  vraie,  que  Texposaut  m  soit  positif 

ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire. 

42.  La  même  formule  sert  à  différentier  les  radicaux. 

Ainsi, 

1  I 

Dans  le  cas  particulier  où  n  =  2,  on  a 

du 


d  ^u  =z 


y/â 


DIFFÉRENTIELLE   D^UNE    EXPRESSION    IMAGINAIHE. 

43.  Oiisait  que  les  expressions  imaginaires  résultant 
du  calcul  algébrique  peuvent  toujours  se  réduire  à  la 
forme 

jr  =1  u  ^  ç  y/ — I . 


Si,  comme  en  Algèbre,  ^ — i  est  assimilée  à  une  constante, 
on  aura,  par  le  changement  de  x  en  .r  -4-  Ax, 


et  comme 
on  aura 


d'où 


ûr       Aw        Al'    , 

—  =  — H V^  '» 

\X         Ax         A.r 


et,  à  la  limite, 

djr       du       dv   , 

dx        dx        dx 

OU  enfin 


•^=3Z-+-3lV-i> 


dy     ou     d{u-\-  V  s^  —  i )  =  r/w  -4-  dvs} —  i. 
Ainsi  la  différentielle  d'une  expression  imaginaire  s'ob- 
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tient  comme  celle  d'une  somme,  pourvu  toutefois  que 
Ton  traite  \/ —  i  comme  un  facteur  constant. 


APPLICATIONS. 


44.  Les  règles  précédentes  suffisent  pour  différentier 
toutes  les  fonctions  algébriques  explicites. 
1°  Soit  d'abord 

Y  z=  a  -h  b  Jx • 

X 

Pour  différentier  cette  fonction,  on  la  met  sous  la  forme 

jrzzza-^bx*  —  ex~\ 
et  Ton  obtient 

bdx        rdx 


dy- 

2 

'^dx-h 

fjr~' 

'dx 

d' 

où 

l'on  tire 

dy_ 
dx 

b 

:  -h 

C 

i\Jx         -^' 


bec 

*  y^df'         Xyjx         ^ 

OU 

y  z=ia  -V  hx"  *  —  rx    *  -h  rr-', 
Différentiant)  on  a 


^r 


/     ij     --     4     -~  \ 

~(~"^*^    *-+-^cx    '—  2^j:->  j  £/* 
/  26  4^  ^^\ 


'où  enûn 

dx 

7.b               ^c 
3x^x^       3x^^x 

3*> 

■ 

y —  (a -h  bx'')r. 

Posons 

a  +  baf*  —  «  ; 

3. 
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on  a 

par  suite, 

Or 

donc 
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dy  =  mu^-^  du* 
duz=znbx^^dx\ 


45.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  le  cal- 
cul différentiel  s'applique  à  la  détermination  de  courbes 
jouissant  de  propriétés  données. 

1°  Trousser  une  courbe  telle  y  que  la  sous-normale  NP 
aity  pour  chaque  point,  une  longueur  constante  a. 

On  aura,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires. 

NP  =  MPXtangPMN. 


Mais 


MF  =yy     tang  PMN  =  tang  MTN  =  -^  : 


Fig.  5. 


donc 


NP=^g. 


II  faudra  donc  poser 


dx 


a. 


De  là  on  tire 

ou 

Or 

et 
donc 


ydy=iadx, 


2,ydy=:  nadx. 


2ydy=id{x*) 

^adx  =zd  (2ax)'y 
d{^y^)  z=d(2ax). 
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Maïs  deux  fonctions  qui  ont  la  même  dîdférentielle  ne 

peuvent  différer  que  par  une  constante  (29)  :  donc,  en 

appelant  c  une  constante  arbitraire,  on  a  pour  Téquation 

du  lieu 

j»=  lax  -4-  c. 

Cette  équation  représente  t;Oates  les  paraboles  qui  ont 
le  même  paramètre  2<7,  et  pour  axe  commun  Taxe  des  x* 

2°  Troiwerune  courbe  dont  la  sous-normale  soit  une 
puissance  donnée  de  V abscisse. 

On  aura 

^'^^  \^    ^  y""  ^^  ^^^' 

— — r=  jr",      a» —  z=:  a  • y 

dx  2  /?i  -h  I 

d'où 

r*  = x*"-^'  -4-  c. 

3°  Trousser  une  courbe  dont  la  sous-tangenle  PT  soit 
en  raison  im^erse  de  r ordonnée. 

Puisque  l'on  a  PT  =  MF  cot  MTP  =  •^,   la  courbe 
cherchée  a  pour  équation  différentielle 

jrdx a* 

On  tire  de  celte  iquation 

y' 

Or 

^  =  —  «/.  —  : 

donc 

a  = h  c, 

oa 

xy  —  cy  =  —  rt*. 

Le  lieu  est  une  hyperbole  équîlalère  qui  a  pour  asym- 
ptotes l'axe  des  x  et  une  parallèle  à  Taxe  des  jy. 
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4°  Sî  Ton  cherche  la  courbe  dont  la  normale  jVIN  est 
constante  y  il  faudra  poser  [fig,  5,  p.  36) 

MP    -+-NP    i=j'-4-^4-^=a»5 

eur 


d'où 


et 


dxz=: 


s/a'—X' 


d'où 


et  en  On 


r  =  —  v/«'  —  r*  -+-  <?> 

(a:  —  cy  -{-jr*z=  a>. 


La  courbe  cherchée  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  â 
et  dont  le  centre  est  sur  Taxe  des  x. 

DIFFÉRENTIATION    DES    FONCTIONS    COMPOSÉES. 

46.  Après  avoir  différenlié  une  fonction  d'une  variable 
indépendante,  nous  allons  apprendre  à  différentier  une 
fonction  composée  de  plusieurs  fonctions  de  celte  va- 
riable, et  d'abord  de  deux.  Ainsi,  soit 

X=f(u,ç]y 

u  et  i'  étant  deux  fonctions  de  la  variable  indépendante; 
lorsque  x  devient  x  -h  Aj:,  les  quantités  i/,  i',  y  devien- 
nent respectivement  a-f-Aw,  M-h  Ai^,  y-^ùy.  Mais, 
au  lieu  de  changer  à  la  fois  u  en  u  -+-  Am,  et  l' en  i'  4-  Ai^ 
dans  y(i4,  i^),  il  revient  au  même  d'effectuer  ces  deux 
changements  l'un  après  l'autre.  Ainsi,  l'on  remplacera 
d'abord  u  -h  A//,  en  conservant  à  i^  sa  valeur  actuelle, 
d'où  résultera  pour  /  Taccroissement 

/{n-h  A«,  p)— /(tt,p). 
Divisons  cette  différence  par  A</,  et  passons  à  la  limite, 
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en  regardant  t»  comme  invariable.  On  aura 

/[u  -h^u,f)'-/(u,v)      df(u,v) 

hin  — ^ = , =-.  9  («,  p). 

au  du  TV    »    / 

On  aurait,  de  même 

donc,  en  représentant  par  a  une  fonction  qui  s^évanouit 
avec  Au,  quel  que  soit  i^,  et  par  6  une  fonction  qui  s'é- 
vanouit avec  Ai^,  quel  que  soit  u,  on  a 

(0  /  («  +  ^^>  0  — /(«,  ^)  =  [?  («)  *')  -+-  a]  A«, 

(2)  /(«,c'-+-A0-/(«,i')  =  [+(«,^)-+-6]Ac.. 

Changeant  u  en  u  -4-  Au  dans  Téquation  (2),  il  vient 

6'  désignant  ce  que  devient  S  quand  on  y  change  11  en 
Il  +  Ai/,  et  s'annulant  comme  6  en  même  temps  que  Ai^. 
Ajoutant  maintenant  les  équations  (1)  et  (3)  membre 
à  membre  et  divisant  par  Aj:,  on  a- 

/{u  -h  Att,  V  -h  Av)  — /(w,  v) 

Ax 

=r  [y  (  «,  f.)  4-  a]  —  +  [4;  [u  4-  Aw,  »/)  "+-  ^'J  ^î 

ce  qui  devient,  à  la  limite, 

dy         ,       .du       .  .       ,  di> 


ou 

ou  enfin 


r(^  =  y  (a,  v)du  -f-  ip  (tt,  t')  fl^o, 


(4)  ^^=^^^4-^^,;. 

*^'  -^         du  dv 

Il  faut  observer  que,  dans  les  dérivées  partielles  ^  cl  y-» 
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les  variables  u  et  f^  doivent  être  considérées  comme  indé- 
pendantes, tandis  que,  dans  les  facteurs  du  et  di^  qui 
multiplient  ces  dérivées,  on  doit  regarder  i«  et  i^  comme 
des  fonctions  de  x. 

47.  Une  formule  analogue  à  la  formule  précédente  a 
lieu  pour  une  fonction  composée  d'un  plus  grand  nombre 
de  fonctions  de  la  variable  indépendante.  Ainsi,  soit 

On  a 

Aj  =/(a  -h  Ak,  p  -f-  Ap,  3-4-  Az)— /(tf,p,  «). 

Si  l'on  pose 

on  aura,  d'après  les  considérations  qui  précèdent, 

( » )  /(«  +  ^^» ^> «)  — /(«> ^ 2)  =  [?(«> «S 2)  -+- «1  ^"> 

(2)  /(«,  P  -+-  Ap,  z)  —/{li,  V,  z)  z=  [>K«,  P,  2)  -f-  6]  Ap; 

(3)  /(//,  P,2-4-A3)  — /(//,P,z)=  [x(«,P,  3)-f-7]A2. 

Faisant  varier  /i  dans  l'équation  (2),  on  a 

^"^^  I        =f«;(«-+-A//,P,  8)-4-6']Ap. 

Faisant  varier  u  et  i^  dans  Téquation  (3),  on  a 

i  f\u  -f-  Aw,  p  -f-  Ap,  z  -4-  Az)  — y*(«  -h  An,  p -4-  Ap,  z) 

f        =  [x  (" -+- A«,  P -4- Ap,  z) -4- 7']  Az. 

Ajoutant  les  équations  (1),  (4)  et  (5)  membre  à  mem- 
bre, et  divisant  par  Ax,  il  vient 

^y       r    ,  V  -.  Aw       - .  ,  ^       ^,T  Ap 

^  =  [?  («,  ^»  2)  -+-  *]  j;^  -+-  [^  ("  -^  ^«»  *'»  «)  ■+■  ^  ]  ;^ 

-^  [x («  -4-  A//,  P  -4-  Ap,  z)  -+-  /]  ^, 

AX 

et,  à  la  limite,  on  a 

cty  ,  du  di'  .  ,  dz 
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OU  enfin 

(6)  dx  =  ^du  -+-  ^dv  -^-  ^dz. 

-^        du  du  dz 

De  là  on  peut  conclure  en  général  que  la  différentielle 
d^ une  fonction  y ^  composée  d*un  nombre  quelconque 
de  fonctions  de  la  variable  indépendante,  s^ obtient  en 
prenant  succès sis^ement  la  différentielle  de  lafonctiony^ 
par  rapport  à  chaque  fonction  de  la  vaiiable  indépen- 
dante, dans  laquelle  cette  variable  seule  serait  suppo^ 
sée  varier,  et  ajoutant  toutes  ces  différentielles. 

Cette  règle  comprend  comme  cas  particuliers  toutes 
les  précédentes  sur  une  somme,  une  différence,  un  pro- 
duit, ...  de  fonctions. 


EXERCICES. 


artr*4-«*J?*—  ^^ 


^a}  —  x^ 

2.  X=\/ î  fltr=  — •• 

3.  ^  =  /(fl-4-.r),  rfr=  f'[a-^-x)dx. 

4.  r  =  /(«  +  ^^*),  dy  =  if'[a  +  bx^)bxdx. 


•  1 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

NOTIONS   SUR   LES  SÉRIES. 
Définitions.  —  Théorèmes  sur  la  convergence  des  séries.  —  Application  à 


des  exemples.  —  Limite  de  (  i  4-.  ~  ) 


m 


DÉFINITIOBS. 

48.  Avant  de  passer  à  la  différen dation  des  fonctions 
transcendantes,  il  est  nécessaire  d'établir  quelques  no- 
tions sur  les  séries. 

Une  série  est  une  suite  composée  d'un  nombre  infini 
de  termes  formés  tous  d'après  une  loi  déterminée.  On 
représente  ordinairement  par  S„  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  d'une  série.  Ainsi,  i/i,  Ui,  113,. . .,  z/„  dé- 
signant les  termes  successifs  de  la  série,  à  partir  du 
premier,  on  pose 

S„  =  tt,  -4-  «2  -4-  «8  -*-  .  .  .  -h  i/fl. 

Si,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande, 
S„  approche  indéCniment  d'une  limite  finie  et  déterminée, 
quand  on  prend  n  de  plus  en  plus  grand,  on  dit  que  la 
série  est  convergente,  et  la  limite  S  vers  laquelle  elle 
tend  est  appelée  la  somme  de  la  série.  La  différence 
S  —  S„,  que  l'on  désigne  par  R„,  se  nomme  le  reste  de 
fa  série.  On  a  donc,  par  définition, 

R„  =:  S  —  S„ ,     ou     S  =  S„  -*-  R„. 

Si  la  somme  des  n  premiers  termes  n'approche  pas  in  • 
définimenl  d'une  limite  fixe,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, la  série  est  dii^crgente. 

Une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progression  géo- 
métrique 
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Cette  série  est  convergente,  lorsque  la  raison  h  est  plus 
petite  que  Tunité.  En  effet,  on  a,  quel  que  soit  Ar, 

Sn^=  a  -h  aA  -h  ak*  -h ,  . .  -h  ak""^  =  — i -— i 

I  —  Xr 

ou 


s,= 


,  —  k     l  —  i 


Or,  si  la  raison  h  est  moindre  que  l'unité, 7  peut 

devenir  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  dès  lors 7  est  la 

limite  vers  laquelle  tend  S„.  Si,  au  contraire,  on  a  ^>  1, 
la  quantité 7  peut  surpasser  toute  grandeur  donnée, 

I  ~^~  A* 

et  la  série  est  divergentel  11  en  est  de  même  si  A  =  i . 

THÉORÈMES    SUR    LA    CONVERGENCE    DES    SÉRIES. 

•  49.  La  somme  d'une  série  convergente  est  une  quan- 
tité déterminée  qui  souvent  n'est  pas  susceptible  d'une 
autre  expression  :  elle  peut  être  employée  dans  le  calcul 
comme  une  fonction  des  lettres  qu'elle  renferme.  Il  est 
donc  important  de  savoir  si  une  série  est  coriVergente. 
Voyons  donc  comment  on  pourra  reconnaître  ce  carac- 
tère. 

Pour  qu'une  série  soit  convergente,  la  condition  né- 
céssaire  et  suffisante  consiste  en  ce  que  la  somme  rPun 
nombre  quelconque  de  termes  au  delà  du  /z'^'"*,  «„,  soit 
aussi  petite  que  Von  voudra,  sin  est  suffisamment  grand. 
Cette  condition  est  nécessaire  puisque,  les  deux  sommes 
S„  et  S„^_/  devant  converger  vers  la  même  limite  lorsque  n 
est  de  plus  en  plus  grand,  leur  différence  doit  tendre 
vers  zéro.  Elle  est  suffisante,  car  si  la  somme 

est  comprise  entre  —  e  et  -h  s,  S;,^,-  sera  comprise  entre 
S„ —  e  et  S„  -+-  e,  quantités  qui  se  rapprocheront  de  plus 
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en  plus  à  mesure  que  n  augmentera,  i  restant  le  même, 

mais  pouvant  d'ailleurs  être  supposé  aussi  grand  qu'on 

voudra. 

50.  De  celle  proposition  résulte  la  suivante  :  qu'A  par^ 
tir  d'un  terme  u„,  n  étant  assez  grand,  les  termes  doi- 
vent finir  par  devenir  plus  petits  que  toute  quantité 
donnée.  Mais  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est 
pas  suffisante.  Ainsi  l'exemple  ci-dessous, 

III  II  I  T      . 

IH h^-4--7 


234  ^         « -f-  I  /l-h2  2/2 

offre  une  série  dans  laquelle  cette  condition  est  évidem- 
ment remplie,  mais  qui  néanmoins  n'est  pas  convergente^ 
car,  en  groupant  les  termes  comme  il  suit, 


( 


~  +...-+-  -^)  4-  (--  -4-... -H  ^  )  -+-..., 

9  ï6/       \i7  32y 

on  voit  que  chacune  des  sommes  renfermées  entre  paren- 
thèses est  plus  grande  que  -5  et,  comme  il  y  en  a  une  infi- 
nilé,  la  série  a  nécessairement  une  somme  infinie. 

51.  En  général,  pour  reconnaître  si  une  série  est  con- 
vergente, on  compare  ses  termes,  à  partir  d'un  certain 
rang,  à  ceux  d'une  autre  série  qu'on  sait  être  conver- 
gente, et  s'il  arrive  que  les  termes  de  la  première  soient 
inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  seconde,  alors 
celte  première  série  est  convergente..  On  peut  se  dispen- 
ser de  comparer  les  premiers  termes. 

En  comparant  une  série  à  une  progression  géomé- 
trique, on  est  conduit  aux  théorèmes  suivants. 

52.  Théorème  I.  —  T/ne  séné  dont  tous  les  termes, 
ou  du  moins  les  termes  très -éloignés,  sont  positifs^  est 
convergente  si ^  à  partir  d^un  certain  terme,  le  rapport 
d\in  terme  quelconque  au  précédent  est  plus  petit  quun 
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nombre  déterminé  k,  qui  est  lui-même  plus  petit  que 
V  unité. 

Ainsi,  supposons  qu'à  partir  de  £/„  cette  condition  soit 
remplicT  On  aura,  m  étant  plus  grand  que  /i, 

€t  à  fortiori 
de  même, 


on  aura  donc 

«„,+,  -+-  ««+, -e  a«+8  4-. ..-4-  ««+!<  «m(^'  -4-  it'  -4-  ^-^  -+-...-4-  A'). 

Donc 


/•  —  >;■'+' 


1  — X 
Or 


I  — /' 


est  une  quantité  finie,  quelque  grand  que  soit  i,  puisqu'on 
suppose  h  moindre  que  i;  d'ailleurs  «^m  <C  ^'"~"  "«  P^^^ 
devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  en  prenant 
77*  as^ez  grand  ;  par  suite,  le  reste  m^^i  -h  z/,„_j.,  -h ...  4-  //,„^,. 
peut  devenir  inférieur  à  tout  ce  que  l'on  voudra,  en  pre- 
nant m  suffisamment  grand.  Donc  la  série  est  conver- 
gente. 

Au  contraire,  la  série  est  divergente  si  Ton  a  h  plus 
grand  que  i . 

Effectivement,  si  à  partir  de  //„  cette  condition  est  rem- 
plie, les  termes  deviennent  de  plus  en  plus  grands. 

53.  Théorème  II.  —  Une  série  à  termes  positifs  est 
convergente^  sij  à  partir  d'un  certain  terme,  on  a  con~ 
stamment 


4 
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En  effet,  on  aura,  d'après  celle  condition^ 

ou  bien 

!/„+,  -4-  «^,  -+-...  -f-  a„^i  <  /•« — -, 

I  ——  A' 

dW  Ton  conclut,  comme  précédemment,  que  la  série  est 
convergente. 

Au  contraire,  la  série  est  divergente,  si  l'on  a  toujours, 
à  partir  d\in  certain  terme, 

El,  en  effet,  comme  de  là  on  déduit  Wn^fc",  il  s'ensuit 
qu'en  prenant  n  suffisamment  grand,  i/„,  Ql  à  fortiori 
le  reste  de  la  suite,  sera  plus  grand  que  toute  quantité 
donnée  (SO). 

54.  On  a  supposé  jusqu'à  présent  que  tous  les  termes 
de  la  série,  ou  du  moins  les  termes  très-éloignés,  étaient 
positifs.  Soit  maintenant  une  série  dont  les  termes  aient 
des  signes  quelconques. 

Si  la  nouvelle  série  qu'on  obtient  en  prenant  positive- 
ment tous  les  termes  au  delà  d'un  certain  rang  est  con- 
vergente, la  série  proposée  le  sera  aussi.  Effectivement, 
le  reste  de  la  série  donnée  a  une  valeur  absolue  moindre 
que  le  reste  de  la  série  transformée;  par  conséquent,  il 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Cette  condition  de  convergence  est  suffisante,  mais  non 
pas  nécessaire. 

55.  Théorème  III.  —  Une  série  est  cotn^ergente quand 
les  termes  éloignés  sont  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs,  et  vont  en  décnissant  indéfiniment. 

En  effet,  admettons  que  celle  loi  se  vérifie,  dans  la  série 

«,   -f-  «2  H-  «3  -I-  .   .   .  -+-  W„H-,  -f-   l/„+2  -f-  W«+3  -h  ...  -h   tt^  -+-...  , 

à  partir  du  terme   u^^i  que  nous  supposerons  positif. 
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Appelons  U^^.!,  U„^,,  U„^.8,  etc.,  la  valeur  absolue  des 
tenues  //„+i,  «;^.J,  m„+8>  etc.  On  aura,  p  étant  >  /i, 

S;,  r=  S„  -*-  (U„+,  —  U,+,) -+-  (U«+3  —  u„+4)  + . . . , 


S^  ^^  S/, . 


et,  par  suite, 
On  a  aussi 

Sous  cette  forme,  on  voit  que 

Op  <Z,  Su  -h  U/i+i  9 

donc  on  a 

On  <C  S^  <C  Su  -h-  UnH-i . 

Donc  Sp  est  toujours  compris  entre  S„  et  S„  H-  U„^i,  et 
comme  U„^_i  peut  devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra,  la 
série  est  convergente. 

56.  On  considère  quelquefois,  dans  le  calcul,  des  séries 
imaginaires  de  la  forme 

(tt,  -hi'i  sf^i) -h { Ut -h  Pi  V^~l)-+-.  .  .-4-(w„-f-<'«V'— 0  +  .... 

Une  pareille  suite  sera  convergente,  si  les  deux  sommes 

a,  -+-  «a  -+-  M3  -+-  •  •  •  -+-  «n  H-  •  •  •  j      «'i  +  «'2  -4-  «'3  +  •  •  •  H-  «'n  H-  •  •  •  > 

sont  elles-mêmes  des  séries  convergentes. 

ÉTUDE    DE   QUELQUES    SÉRIES. 

57.  Nous  allons  appliquer  les  règles  précédentes  à  quel- 
ques exemples. 

1®        I-t-X-f 1 r-4-...-4- 


1.1  1.2.3  I  .2.3.  .  ./{ 

Cette  série  est  convergente,  quel  que  soit  x.  En  effet, 
on  a 

_         ^^ 

^"^'  I  .2.3.  . ./? 
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et  aussi 


*^  1.2.3...  (/?  —  l)' 

d'où 


^p-\-\  "^ 


Up  p 

On  voit  par  là  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
finira  toujours  par  devenir  plus  petit  que  tout  ce  que  l'oD 
voudra,  et,  par  conséquent,  plus  petit  qu'une  fraction 
quelconque  h.  Donc  la  série  est  convergente,  et  cela  que  j: 
soit  positif  ou  négatif. 

On  peut  savoir  quel  est,  dans  cette  série,  le  plus  grand 
terme  pour  une  valeur  donnée  à  x. 

Supposons  que  l'on  ait 

le  plus  grand  terme  sera 


07' 


I.^.O. * •' 


En  effet,  on  peut  mettre  ce  terme  sous  la  forme  d'un 
produit 

XXX  X 

12  3  f 

composé  de  facteurs  plus  grands  que  i  ;  tous  les  termes 
précédents  sont  moindres,  puisqu'on  les  obtient  en  sup- 
primant dans  celui-ci  un  certain  nombre.de  facteurs  plus 
grands  que  i  ;  tous  les  termes  suivants  sont  aussi  moin- 
dres, puisqu'on  les  obtient  en  multipliant  celui  que  nous 

venons  d'écrire  par  des  facteurs ?  —^ — 9  •  •  •  >  moin- 

^  /  -h  I     /  H-  2 

dres  que  l'unité. 

Supposons  qu'on  s'arrête  à 5 et  qu'on  veuille 

I.2.O.  •  »  Il 

avoir  une  limite  supérieure  du  restaR,.  On  aura 

o  ^^      r    X  x^  n 

«n  =  H-   7 r- ; :   -+-...    h 

1.2..     /i  [_n  -{- l  (/2  -f-  1)  («  -|-2j  J 
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d'où 

ou,  en  supposant  /i  4-  i  ]>ar, 

jr"                  X 
B,< » 

I  .2.  .  ./I    /ï  -f-  I  —  X 

'  OU,  enfin, 

Ri.< » 

I  .2.  .  .H     /J  -f-  I  ^  JT 

2®  Les  différents  termes  de  la  série 

I  H-  jc  cosar  H coS2  j:  -+-...  H cos/io:  -î- . . . 

1.2  1 .2.  • ./} 

sont  plus  petits  que  ceux  de  la  série  précédente.  Donc 
la  nouvelle  série  est  convergente  à  plus  forte  raison. 

X       a^      x^  x^ 

12         3  n 

On  a,  dans  cet  exemple, 


.  Comme  ce  rapport  tend  vers  x  à  mesure  que  n  aug- 
mente, il  en  résulte  que  la  série  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  -h  i . 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  appliquant  le  se- 
cond théorème  (53). 

On  peut  facilement  trouver  une  limite  supérieure  du 
resttt  B„.  En  effet,  on  a 

n  -+-I         /H-2  ^/2  4-1  ^ 

ou,  puisque  x  est  moindre  que  i , 


R«< 


• 


/I  -h  I      I   SL 

Stcrm.  —  ^/i.,  i. 


5o  cou  ES  d'ânàltss. 

1.2 

m  [m  —  i)...(/7i  —  p  -ht) 

4- — jr^-4-»».« 

1 . 2 .  . ./? 


On  a^  dans  cet  exemple. 

^ip+t  _  m  —  p-h 


H^ 


I  [m  -\-i         \ 


Si  X  est  moindre  que  F  unité  et  positif,  les  termes 
finissent  toujours,  quand  p  est  suflisamment  grand,,  par 
devenir  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  par  dé- 
croître indéfiniment.  Donc  alors  la  série  est  convergente. 
Elle  Test  encore  si  Ton  aa:<^o  et  que  sa  valeur  absolue 

• 

soit  plus  petite  que  i  ;  car,  dans  ce  cas,  le  rapport    '^' 


"p 


finit  toujours  par  être,  en  valeur  absolue,  constamment 
plus  petit  qu^une fraction  quelconque  h  plus  grande  que  x. 
Si  j:,  positif  ou  négatif,  est  plus  grand  que  i,  la  série  est 

divergente,  car  I 1 J  j:  finît  toujours  par  surpas- 
ser I. 

5**  La  série 

/    N  1  I  i  *  I 

(i)      i-f- -;-f- 5" -f- 7-+. ..+  ---»- , — r-^^---- 
V  /  a»"       S"»       ^^  ^       (^  -f-ij"» 

est  divergente  pour  m  =  i  ou  m<^i,  et  convergente 
pou  r  m  ^  I . 

En  effet,  quand  m  =  i ,  on  a 

(^)  ,4^1  +  ^  +  ^+..., 

série  dont  la  divergence  a  été  démontrée  (50). 

Quand  m  est  <]  1,  la  série  (1)  est  à  plus  forte  raison 
divcrgenle,  puisque  ses  termes  sont  plus  grands  que  les 
termes  correspondants  de  la  série  (2). 
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Soît  ensuite  m  ^  i .  On  a 


m 


"h  (p-^lf'p"*  \/^-+-' 

Ce  rapport,  quoique  constamment  plus  pelît  que  l'unité, 
finira  toujours  par  en  approcher  autant  qu'on  voudra. 
Oh  ne  peut  donc  pas  appliquer  le  premier  théorème  (52), 
mais  on  démontre  la  convergence  de  la  série  pour  m  ^  i 
en  groupant  les  termes  de  la  manière  suivante  : 


i-f- 


(^'^3^)"^(4^'^5-"^6-"*"7")"^\8-"^*''"^75^V^ 


d*où»ron  conclut  que  la  somme  des  termes  est  moindre 
que 

±       A.       ^ 

c'est-à-dire  moindre  que  la  somme  de  la  progression  géo- 
métrique décroissante 

I  I  I 

6^  Si  dans  la  série 


I  .^.O.  .  ./z 

on  fait 

a:  =  I, 


on  obtient  la  série  numérique 


I  I 

a  H 1 :r  H :r— 7  -f-.  ..4- 


1.2  1.2.3  1.2.3.4  *      *  1.2.3.  ../Z 


•î 


série  convergente,  puisqu'elle  est  un  cas  parliculier  d'une 
série  qui  est  convergente,  quel  que  soit  x.  On  en  repré- 
sente la  somme  par  la  lettre  e^ 

4. 
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Le 

nombre 

e  est 

compris  entre  a  et 

3; 

car  on 

a 

evi- 

demment 

^>2 

et 

tf<2  -+-  -  -1- 
2 

I              I 

i                         ■!  ■ 

■+- 

I 

2" 

2.2          2.2.2 

ou 

<?<3. 


II  est  facile  de  trouver  une  limite  supérieure  du  reste  R, 
de  la  série,  ou  de  la  somme 


H ^ ; ^ r-+- 


•  •   •    7 


I.2.3.../î(/î-Hl)  I.2.3..,/l(/J-f-l)(/ïH-2) 

car  on  a 

I  /     I  I  I  \ 

1.2.3. . .// \/2H- 1     (/i-f-i)*    (/n-i)3        y 


ou 


Ri.< 5 X  — 

I  .2.0.  .  ./}         /I 


On  voit  que  la  convergence  est  très-rapide.  Les  onze 
premiers  termes  donnent  en  effet  e=  2,7182818,  valeur 
approchée  à  un  dix-millionième  près. 


(-i) 


m 


LIMITE    DE  (  IH )      QUAND    m    CROIT   INDÉFINIMENT. 


58.  Le  nombre  e  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
quantité  f  i  H j    quand  m  croît  indéfiniment. 

Supposons  d'abord  m  entier  et  positif.  On  a 


( 


I  X*"  I        m  (m  —  1)1 

IH :=i-f-/7|. 1 .  •  — -  -T- .  é 

mj  m  1.2         m^ 

m{m  —  i)...(/7i  —  /?  H- i)     I 
1 .2.3. .  .n  m 


a     •    -••• 
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ce  qu'on  peut  écrire 


(-ir= 


I  .2 

m)  V       ^)    , 

1.2.3 

,(-i)(- 

m  /         \           m      1 

I  .2.3.  .  ./I 


Les  termes  de  ce  développement  au  nombre  de  m  sont 
tous,  à  partir  du  second,  plus  petits  que  les  termes  de 
même  rang  dans  la  série  qui  représente  le  nombre  e,  et  ils 

augmentent  avec  m,  d'où  il  suit  que  f  i-f — j   augmente 

avec  /lï,  en  restant  toujours  <^  e.  Les  numérateurs  des 
premiers  termes,  qui  sont 


m        \         m  J  \         mj 


«  •   •   t  y 


approchent  indéfiniment  de  Tunité,  quand  m  croit  jusqu'à 
l'infini  •,  et,  par  conséquent,  ces  termes  tendent  à  devenir 
^aux  à  ceux  de  la  série  e.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  les  termes  très-éloîgnés,  car  si,  par  exemple,  n — i 

était   la  moitié  de  m,   le   facteur   i >  dans    le 

j^ièmt  terme   serait  -»  et  le  numérateur  de  ce  terme  serait 
^  2 

<;;  -•  Cependant,  en  prenant  m irès-grand,  et  négligeant 

dans  les  deux  séries  les  termes  très-éloîgnés  qui  font  une 
très-petite  somme,  on  conçoit  que  l'une  des  séries  dif- 
fère infiniment  peu  de  l'autre,  et  qu'ainsi  (  i  H j    doit 

s'approcher  indéfiniment  de  e. 

59.  Au  surplus,  en  voici  la  démonstration  très-rigou- 


54  COURS    D^ÀNALTSE. 

reuse.  En  s'arrèlanl  au  /i'*'"*  terme,  on  a 


I 
I 


1.2  I .2.3 


\         m) \         m)"\  m     ) 


I  «2.  3.  .  .72 

Quelque  grand  que  soit  /i,  on  peut  prendre  le  nombre 
m,  qui  est  indépendant  de  n,  tellement  grand,  que  le  nu- 
mérateur 

V     "ï^y  \      m)'"  V       ^  J 

qui  est  inférieur   à  l'unité,  surpasse  i  —  e,  e  étant  un 
nombre  déterminé  aussi    petit    qu'on    voudra.   Car  ce 

I j      j  il  suf- 
fira de  poser 


>i  —  s, 

m     J 


d'où  l'on  tire 

n  — I 


m> 


n—y 


n — 1/ 
I-       yjl- 


Alors,  dans  le  développement  de  1  i  H |  ?  les  numéra- 
teurs des  termes  jusqu'au  /i'*'"'  étant  tous  ^  i  —  e,  on 
aura,  en  les  remplaçant  par  i —  e  et  négligeant  les  termes 
qui  suivent  le  72*'"**, 

!-+--)    >2-|-(l  — «)(-^^ 1 L^-f-...H L^ ), 

m)  '\i.2      1.2.3  I.2.3.../I/ 

et  à  fortiori 


I  X*".  I  I 


\        m  J  1.2        1.2.3  1 . 2 . 3 ...  « 
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puisque  la  somme 


1.2        1.2.3  I .2.3. • .n 

(qui  multiplie  e)  est 

<r  — I h . . .     ou     <C  î  • 

2  2.2 

On  a  d'ailleurs  (57,  6^) 

e<l2H h 


1.2  1.2    3.../Z  I.2.3.../Z/7 

Âyaut  ainsi  deux  quantités  qui  renferment  entre  elles 
e  et  (  i  H j  y  on  aura,  en  comparant  les  différences, 

tf—  (i-+-  -)"< 1 -4-8, 

\         m  J         1 .2.3. . ,n  n 

m 

et  comme  on  peut  supposer  n  aussi  grand  et  e  aussi  petit 
qu'on  veut,  en  faisant  croître  m  à  Tinfini,  on  voit  que  e 

est  la  limite  vers  laquelle  tend  li-\ j  • 

60.  On  obtient  la  même  limite  quand  m  cesse  d'être 
un  nombre  entier;  Dans  ce  cas,  m  tombe  entre  deux  en- 
tiers consécutifs  p  et  p  -hij  et  Ton  a 

ou 


et 


{-^)'<Hy-H) 


Quand  m  croît,  ces  deux  quantités,  entre  lesquelles  la 
valeur  de  (  iH —  j  est  toujours  comprise,  tendent  l'une 
et  l'autre  vers  la  limite  e  (puisque  p  est  entier).  Donc 

(1 H I    a  la  même  limite. 
mj 
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61.  Enfin,  si  l'on  fait  m  négatif,  m  =  — (ijOn  aura 

(-„^r=(-r'=e-^)"=(F^)' 

quantité  dont  la  limite  est  encore  e,  quand  jtx  devient 
infini. 

.62.  Le  nombre  e  est  incommensurable,  —  En  effet. 

si  e  était  un  nombre  commensurablc  t>  on  aurait 

a 

a I  I  I 

T  —  ^  ~J~  ~~"~  "^~  •  •  ••  H 7  "T~  TTT    ;      r  "•   •  •  •  • 

b  1.2  i.a...^        1.2. .  . t»(^  4- i) 

En  faisant  passer  a  H h... H 5 — 7  dans  le  pre- 

mier  membre,  multipliant  par  1 .2.3. .  .6,  et  désignant 
par  N  un  nombre  entier,  on  aurait 


N  — 

I 

-+- 

I 

-+- 

•    •    1 

b  -+-I 

(^+0(6 

+  2) 

•  • 

On  a 

donc 

N>o. 

D'aill 

eurs 

I 

1 

I 

^64-1 

-1- 

I 

b-\-x 

'    (ô  +  i 

[)(é-f 

^) 

(* 

+•)' 

Qonc 

«<1. 

# 

On  aurait  ainsi  un  nombre  entier  compris  entre  o  et  t» 
ce  qui  est  absurde;  e  est  donc  incommensurable. 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

Oifferentiation  des  fonctions  logarithmiques,  —  des   fonctions  exponen- 
tielles, —  des  fonctions  circulaires  directes,  —  inverses. 


FONCTIONS    LOGARITHMIQUES. 

63.  Soit^  le  logariihme  de  x  dans  le  système  dont  la 
base  est  a,  de  sorte  que 

xz=ar.     <m.  M.-^  f^^  ^^ 
On  a 

d'où 

/  A.r 

ày  z=  iog  (x  -h  Aar)  —  log-c  =  log  (  IH 


et 


Ar 


log(,-f-^) 


Ax  Ax 

Si  Ton  pose  Aa:  =  —  >  on  aura 


Si  Ton  fait  croître  m  indéfiniment,  Ao:  diminuera  jus- 
qu'à zéro,  et  (  iH •]    atteindra  sa  limite  e  (58) ,  donc 

,.     Ar  dy       \ 

hm  —     ou     -p-  r-  -  log^, 
Aj?  ax       X     ^ 

d'où 

9 

dx 
dy     ou     d.  logo:  t=i  —  logtf. 

m0 
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64.  Quand  on  prend  le  nombre  epour  base,  les  loga- 
rithmes appartiennent  à  ce  qu*on  appelle  le  système  né- 
périen :  nous  les  désignerons  par  1. 

Dans  ce  système,  ou  a  le  =  i,  et,  par  suite. 

dx 

dix  =■  — • 

X 

Il  est  facile  de  passer  d'un  système  quelconque  au  sys- 
tème népérien,  et  vice  versa. 
En  effet,  Téquation 

x  =  aJ^ 

donne 

Ix  =^la  =logxla. 

En  faisant  x  =  e,  il  vient 

I  =  loge,  la, 


d'où 


puis 


log.  =  ^. 


logar  =  la:  X  7-  =  1 J?  X  loge 
^  la 


Le  facteur  constant  —  ou  loge,  par  lequel  il  faut  mul- 

ti plier  le  logarithme  népérien  d'un  nombre  pour  avoir  son 

logarithme  dans  le  système  dont  la  base  esta,  est  appelé  le 

module  de  ce  dernier  système.  Quand  a=  lo,  le  module 

est 

loge  =  o  ,4342945. 

En  multipliant  les  logarithmes  des  Tables  ordinaires 
par  —  ou  1.10  qui  est  2,3o2585i,  on  aura  les  loga- 
rithmes népériens. 

65.  La  règle  de  la  différentialîon  des  logarithmes  est 
souvent  utile  pour  différentîer  d'autres  fonctions. 

Ainsi,  on  peut  s'en  servir  pour  différenlier  u"*,  quel  que 
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soit  m,  u  étant  une  fonction  de  la  variable  indépendante. 

On  pose 

y=:u"*,     d'où     \y  =  m\uy 

et,  en  différent! an t,  il  vient 

djr  du 

—  =z  m  —  ? 

r  « 

ou 

d.u'^=.  mu'^^  du. 

Soit  encore  un  produit  de  plusieurs  fonctions  de  Xj  tel 
que  y  =  «i^z. 

Comme  il  pourrait  y  avoir  des  facteurs  négatifs,  éle- 
vons au  carré,  et  prenons  les  logarithmes*,  il  viendra, 
après  avoir  différentié  et  divisé  par  2, 

dy       du       d9        dz 

—  = 1 1 9 

y         u         V         z 

résultat  déjà  obtenu  par  une  autre  méthode, 

66.  Exemples. 


On 


a 


_  xdx 

dx 


^a}  H-  X»  dx 

dy  = 


X  -f-  \/a»-f-  x^        ^a»-h  x^ 

On  remarque  d'abord  que 

1  (    ,  l^\  =  \x^\\là'-\-x'\ 
\^a*  •+-  x'J 

d'où 

j_  <f j:  xdx  a^dx 


X         fl*-ha;'       x[a^-\-x*) 
3»  y  =  \[(^a:  -  af  (x  --  b)'*  (x  —  c)P . . ,]. 
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Cette  quantité  est  égale  à 

m\(x  —  a)  -\-  n\{x —  b]  -h/^l  (j?  —  e)  -H. . .; 

donc 

dy  m  n  p 


•  •  •  • 


dx       X  —  a        X — h        X  —  c 

Si  Ton  pose 

(x  — û)"(x  — 6)-(x-*e)^...=/(x), 

on  aura  encore 

dy^d\f(x)  ^f'(x) 

dx  dx  f[x)    ' 

il  en  résulte 


f  (x)  __      m        ^        n        ^        p 
f  (  j:j         X  —  a        X  —  b        x  —  c' 


H -h . .  .  > 


formule  qui  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  égales. 

FONCTIONS  EXPONENTIELLES. 

67.  Soit 

y  =  «", 

u  désignant  une  fonction  quelconque  de  x.  En  prei\ant 
les  logarithmes  des  deux  membres,  dans  le  système  népé- 
rien, pour  plus  de  simplicité,  il  vient 

\y=:n\a,      d'où      — =\adu, 

c'est-à-dire 

d.a"*  =  0^*10  du, 

68.  En  particulier^  si  a  =  e  et  m  =  x,  on  a 

de  sorte  que  la  fonction  e*  est  égale  à  sa  dérivée. 

On  peut  se  demander  si  cette  fonction  est  la  seule  qui 
jouisse  de  cette  propriété.  Pour  répondre  à  cette  question, 


posons 


on  en  tire 
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dx  —  ^' 


—      OU      d\y  =.  dx. 


donc 


\jr  =  x-^  r, 
et,  remplaçant  e*  par  C, 

ce  qui  montre  que  la  fonction  inconnue  doit  être  le  pro« 
duit  de  e'  par  une  constante. 

69.  Exemples. 

t^  élu  étant  deux  fonctions  de  x.  On  a 

d'où 

dy        ,  .  dv 

—  =  Éf  «  I  j»  H-  a  —  » 

X  ^ 

y 
dx  =  jrdultf  -i u dvy 

ou  bien  encore 

d{v^)  ^zv^Udu-^-v^-^udv. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'obtenir  en  appliquant  la 
règle  des  fonctions  composées  (47). 

dy  =  û*'*  \ab*dx  -f-  a^'  b*x\a\bdx. 

FoircTioifs  cihcdlàihes  directes. 

70.  Commençons  par  établir  d'une  manière  précise 
sous  quel  point  de  vue  les  fonctions  circulaires  sont  con- 
sidérées dans  le  Calcul  infinitésimal. 
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Dans  ce  Calcul,  comme  dans  la  Trigonométrie,  les  no- 
tations sinx,  cosj:, '.  ..  représentent  les  rapports  des 
droites  ainsi  nommées  au  rayon  du  cercle  auquel  elles  ap- 
partiennent*, ce  sont  donc  des  nombres  abstraits.  La 
lettre  X  représente  la  longueur  d'un  arc  rapportée  au 
rayon  pris  pour  unité;  c'est  encore  un  nombre  abstrait. 
Alors  le  nombre  7r  =  3,i4iS926  est  la  longueur  de  la 

demi-circonférence  dont  le  rayon  est  Tunité  ;  —^  est  la 


longueur  de  Tare  de  i  degré;  et  —^  est  la  longueur  de  Tare 

de  z  degrés^  de  sorte  que  l'on  a^  si  z  est  le  nombre  des 
degrés  contenus  dans  x^ 

jr=:-75-j     z= X^  =  57®iaX«- 

100  it 

L'arc  égal  au  rayon  est  environ  de  5 7°  i6\ 

71.  Sinus.  —  Soit 

jr  =  sinx. 

On  a 

^ -f- Aj  =  sin  (a;  H- A.r), 

d'où 

Af  =  sin  ( j:  -h  Ax)  —  sin  x  ; 


OU,  d'après  une  formule  connue. 


A  ^  =  2  sin  —  A  X  cos  (  x  -h 


;-) 


Donc 


sin  — Aar 

— ^  = X  cos  (  X  -+- 

Ax  1  ^ 

-  Ax 

2 


^x  +  ^Ax) 


sm  -  A  X 

Maintenant  Ax  devenant  nul, a  pour  limite  i, 

—  Ax 
2 
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et  cos  Ix-i —  Ax)  se  réduit  à  cos  x  ]  donc  il  vient 

dr 

-—  =cosj:, 

OU 

d  sîn  X  =  cos  X  dx. 
Celte  formule  montre  que  le  sinus  d'un  arc  augmente 
quand  Tare  croit  de  o  à  -9  diminue  quand  l'arc  croit 

de  -  à  TT,  etc.,  comme  on  le  voit  sur  une  figure. 


72.  Cosinus,  —  De  la  différentielle  du  sinus,  il  est 
facile  de  tirer  celle  du  cosinus.  On  a 


cosz 
et 


=  siri z    \ 


dcos  z  =  dsin  l z\  -.=  ces  ( *)^( *)* 

ou 

d  cos  a  =  —  sin  z  dz, 

73.   Tangente.  —  La  différentielle  de  la  tangente  se 

déduit  de  la  formule 

sinz 

tanc  z  = 5 

cosz 

qui  donne 

coszdsmz  —  sin  3  </ cosz 

£/ tangz  = 

"  cos'z 

ou 

dz 

disincz=z . 

"         cos^z 

On  trouve  de  la  même  manière 

dz 


fi  col  z  =  — 


sm'z 
On  voit  que  si  Tare  z  augmente,  ^^tang^  est  toujours 
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positive,  et  fi  coi  z  toujours  négative,  c'est-à-dire  qiriî  la 
tangente  augmente  sans  cesse  avec  Tare,  et  que  la  cotan* 
genbe,  au  contraire,  diminue  continuellement. 

74.  Sécante.  —  On  a 


dou 


sécz 

I 

cosz 

//sécz 

sin  z  dz 

co%^z 


75.  Ces  règles  suffisent  pourdifférentîer  toutes  les  fonc- 
tions circulaires  directes.  En  voici  quelques  exemples  : 

1°  €ls\i\[ax -\- b)=z  a  co^[ax -\-  b)  dx\ 

2"  a  I  sm  -c  r= ; 

tangx 

3**  rf  sin"*  j;  =  m  sin"^'  x  ces  x  dx  ; 

4.tani'J?       2j:  —  sin  2  j:    , 
o  d  — Ë_  — . d  X 

X  ix'^co^x 

.sin.r       jcoso:  —  sinx  ,         Qo^xix — lan^^)   , 
5°  d =  dx  =: 5^—'  f/x. 

XX*  x'  . 

Cette  dernière  différentielle,  étant  négative  quand  x  est 

moindre  que  tt,  fait  voir  que  le  rapport va  sans  cesse 

en  diminuant,  lorsque  x  croît  de  o  à  tt. 

FONCTIONS   CIRCULAIRES    INVERSES. 

76.  Les  fonctions  circulaires  inverses  sont  celles  dans 
lesquelles  on  regarde  un  arc  comme  fonction  d'une  de  ses 
lignes  trigonomélriques.  On  représente  Tare  dont  le  sinus 
est  X  par  la  notation  arc(sin  =  jr),  ou  plus  simplement 
par  arc  sin  x.  On  écrit  de  même  arccosx,  arc  tango:. 

j4rc  sinus.  —  Soîl  d'abord 

z  =  arc  sin  u^ 
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u  étant  une  fonction  de  x.  On  aura 


d'où 
et 


u  =  smz, 


du  =  dzcosz, 


du             du 
dz  = = 


OU 


.         •.-  du 

aarcsinu  = 


v/i  — tt» 

Comme  V^i  —  u*  remplace  cosz,  il  faut  donner  à  ce 
radical  le  signe  de  cosz. 

77.  jérc  cosinus.  —  Soit 

z  =  arc  ces  «,     d'où     u  =  cos  z  ; 
on  auia 

du  =  —  siD  zdz  ; 

d'où 

,  du    du 


smz  y/i  —  tt» 

Ainsi 

</arccosa  =  — 


v/i  —  a' 


Comme  ^i  —  u*  remplace  sinz,  il  faut  donner  à  ce  ra- 
dical le  signe  de  sin  z. 

A  cause  de  la  double  valeur  de  v'i  — w',  on  voit  que, 
pour  une  même  valeur  de  Uj  les  différentielles  de  arc  sinu 
el  de  arc  cosu  sont  égales  et  de  signes  contraires,  ou  bien 
égales  et  de  même  signe,  ce  qui  tient  à  ce  que  ces  deux 
arcs  omt  suivant  les  cas  une  somme  ou  une  différence 
constante. 

78.  jérc  tangente,  —  Soit 

z  =r  arc  taog  u,     d'où     tang  z  =  u, 
Stviui..^/i.,  !•  5 
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On  a 

dz 


d'où 


donc 


cos'z 


du 
dz  =.  du  ces'  z  = 


iH-tt»' 


du 
d  arc  tangtt  = ;  • 

On  trouve  de  même 

du 


dure  col uz=  — 


I  4-n' 


On  voit  que,  pour  une  même  valeur  de  u,  Jarc  tangfi 
et  ^arc  cot  ti  sont  toujours  égales  et  de  signes  contraires. 
En  effet,  les  arcs  correspondants  ont  toujours  une  somme 
constante. 


79.  Exemples,   i** 

I       2rt  —  2jr 


.     \'QLax — x'          ^    ^\'ia.T  —  x^     .  dx 

aarcsin = >  dx  ==  -— ; 

«  /         2ax  —  x^  >J%ax  —  x* 

V' — ir- 


d  arc  sin  ^  2  j:  y  I  —  x^)  = 


/rp^»' 


/  u\        çdu — udç 
aarctang  (  -  j  = 


w 


On  trouve  par  cette  formule 

X  dx 

aarctang  — 


-r' 


y'  I  —  X*         ^  I 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  car 

dx  ,  X 

=  aarcsinr,     arc  sm  x  =  arc  tang    =  « 


yi— x^  v'i  — «» 
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^  I  — ttp  (u  -f-r)    4-{i  —  HP)» 

__  (ï  -♦-■*'')  fl^a  -+-  (i  -+-  "')  fi^»' 

ou 

résultat  facile  à  prévoir^  pi 


arc  tang =  aVc  tang/i  4-  arc  tangp. 

80.  Les  exemples  suivants  (1  à  18),  où  toutes  les 
fonctions  transcendantes  sont  combinées  entre  elles, 
fourniront  l'occasion  d'appliquer  les  règles  contenues 
dans  ce  chapitre. 

EXERCICES. 

j.    j^  =  e*^^  dy  =  maf*'^  e*^  dx. 

î.    yz=(^*,  djrz=cosxé^'^'dx. 

3.  7  =  «»•"»',       .  dx=(i  +  tang* j:)  e'"^*dx. 

4.  r=^"'»  flrr=:c^-'^cosa:.U-4-ïï^^é/x. 


1 


5.  j=ff^*»»',  É{r  =  -7==^*'*"'c^. 

6.  j  ==  e"**  cos  ^x^  rfr  =  —  ^"'  (îï«^cos^j:+^8in^j:)éir. 

7.  j  =^  1  (co8 Jc),  dY  =  —  vàn^xcGc, 

'xdx 

8.  j'=l(Ung*),  ''y=-S^x- 

9.  ^=sin(Ix),  rf^= -C08(lx)fitr. 

10.    y  =  mfx  cos" j:,  «O'  =  sin"*-'  x  cos""  '  x  [m  cos'x  —  /i  sin'x)  rù?, 

..  .  X      '  '  j  dx 

\i,    ^  =  arc sin --== ,  fi{y  = 


v/i-hx»  «-H*^ 


.^  acosx  +  b  ,  Ja^  —  b^     , 

12.    r  =  arccoSr ; — 9         dy^-r rr-dx. 

^  ^cosx  +  a'  "^        ÔCOSa:+-« 


5. 
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3.    r  =  arctang(/7T^  — x),     dy  =  — 


<1x 


X  —  a 


4.  r=arclaii?7 9 

•^  ^  b  — X 

„  ^       ax-\-h 

5.  r  =  arc  tans; » 

6.  7=  l(arccosv'i  — -c*)^ 


2(1  -it-JC^) 

(b  —  a\dx 


\^x  —  ay-^\^b  —  x) 

acflx 
c'A-[ax  +  bY' 
dx     ^ 


\3 


V^i  — x'  arc  sin  j: 
sinjr-f-cosa:  , 


sin'j: 


-              ,  I  —  cosx 
7.    r=l , 

Q              (2-f-^C0Sj:)sina: 
•'•     y  ™^  — ; n —  « 

(iH-^cosx)'     ' 

i9.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente  soit  constante. 
Solution. 


dy  = j—^ '-r-^ dx. 


7=  ce 

20.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente  soit  proportionnelle 
à  une  puissance  de  P abscisse. 

Solution. 

\jr=ax^''^-{-c. 

21 .  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-normale  soit  en  raison  in- 
verse de  l'abscisse. 

Solution. 

y^  =  ia\x-{-c. 


>   >  I 
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DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  IMPUaiES.  -  CHANGE- 
MENT  DE  LA  VARIABLE  INDÉPENDANTE. 

Fonctions  implicites  données  par  une  seule  équation.  —  Élimination 
d'une  constante  entre  Téquation  proposée  et  l'équation  qu'on  obtient 
par  la  différentiation.  —  Fonctions^implicites  données  par  un  nombre 
quelconque  d'équations.  —  Dérivées  et  différentielles  successives.  —  Du 
changement  de  la  variable  indépendante. 


DIFFÉREJMTIATION    DES    FONCTIONS    IMPLICITES    DONNÉES 

PAR    UNE    SEULE    ÉQUATION  « 

81.  Nous  savons  (S)  qu'on  nomme  fonctions  implicites 
celles  qui  sont  liées  à  la  variable  dont  elles  dépendent 
par  une  ou  plusieurs  équations  non  résolues. 

Supposons  d'abord  deux  quantités  x  eiy  liées  entre 
elles  par  une  seule  équation 

(0  /(•^,j)  =  o,'" 

et  soit  X  la  variable  indépendante.  On  peut  trouver  dy 

ou  -j-  sans  être  obligé  de  résoudre  l'équation  par  rapport 

ky.  En  effet,  si  l'on  conçoit  que  y  soit  remplacée  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x^  jr  =(^  (x),  on  aura  identique- 
ment 

/[a:,(f(x)]=z  O. 

Donc  la  différentielle  de  f(x,y)^  prise  en  regardant  j^ 
comme  une  fonction  de  x^  doit  être  identiquement  nulle, 
et,  d'après  la  règle  des  fonctions  composées  (47),  on  a 

f    ^  df   ^  df    ^ 
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d'où  l'on  tîre 

(3)  ^  =  _^. 

*   '  dx  4f 

dy 

Ainsi  5  la  déiwée  de  la  Jonction  implicite  y  s* obtient 
en  divisant  la  déris^ée  du  premier  membre  de  V équation 
prise  par  rapport  à  x^  par  la  dérivée  de  ce  membre  prise 
par  rapport  à  y  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

82.  Lorsque  l'équation  d'une  courbe  se  présente  sous 
la  forme 

la  règle  précédente  permet  d'obtenir  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  menée  par  un  point  quelconque  de 

cette  courbe,  c'est-à-dire  -^5  sans   résoudre  l'équation 

dx 

par  rapport  à  Tune  des  variables. 

Exemples.  1*^  Soit  l'équation  de  l'ellipse 

En  difTérentiant,  on  a  . 

la^y  dy -{- 7^b^xdx=.o\ 

d'où 

dy b^x 

dx  a^y 

L'équation  de  l'ellipse  donne  deux  valeurs  de  j^, 

b  ,- b    , 

auxquelles  correspondent  deux  valeurs  de  -^>  qui  sont 

dyi  b         X  dy-i        b         x 

dx  a  y/^a  _  x^        ^^         ^  sjà^  —  *» 

En  général,  —a  autant  de  valeurs  que^. 
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a°  Soît  l'équation 

Ay  -f-  Bjt'  -f-  CxP^i  =  o, 
on  en  tire 

m ky^^dy  -h  n^a*^'dx  -h  pCxP-*y^eix  -f-  ^Cx/»; »-' r//  =  o 
d'où 

dx       "~  /wAj^-'  -f-  g'C^ï-'^irf'' 
3°  Soît 

JT*  -f- j^*  —  3^j:j  =  o; 

on  en  déduit 

djr ay  —  x^ 

dx        jr^ —  ax 

Comme,  en  général,  à  une  même  valeur  de  x  répondent 
trois  valeurs  dejr  ou  trois  points  de  la  courbe,  il  y  a  aussi 

trois  valeurs  correspondantes  de  —  • 

*  dx 

4**  Soit  encore  Téquation 


.    X  -hy 
a}  sin  ^ —  =  xy, 


qu'on  ne  pourrait  pas  résoudre  par   rapport  à  y\  elle 
donne 


d'où 


a  cos {dx  -h  dy)  =z  x  dy  -{-  y  dx -, 


x-^  y 
,  r  —  a  cos ^ 

<r._.  ;^^ ^_ 

^  cos —  -r-  j: 


ÉLIMINATION    DES    CONSTANTES. 

83.  Entre  une  équation  donnée  et  l'équation  qu'on  en 
tireparladifférentiation,  on  peut  éliminer  une  constante; 
il  en  résulte  une  nouvelle  équation  qui  exprime  une  pio- 
priété  de  la  tangente,  commune  à  toutes  les  courbes  que 
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représente  l'ëquation  proposée,  quand  on  y  donne  dîffé- 
rcnles  valeurs  à  la  constante. 
Ainsi,  soit 

on  en  tire 

jrdjr=a  dx, 

puis,  en  éliminant  a, 

dx 

C'est-à-dire  que,  dans  toutes  Tes  paraboles  qui  ont  le 

même  axe  et  le  même  sommet,  la   souS'tangente  est 

double  de  r abscisse  du  point  de  contact,  quel  que  soit 

le  paramètre  2 a. 

L'équation 

X*  =  2ax  -+■  a', 

qui  représente  une  suite  de  paraboles  ayant  le  même  axe 
Fig.  6.  et  le  même  foyer,  conduit, 

par  Péliminalion  de  a,   à 
Téquation 


fdxY  dy 


d'où 


ou 


mais 


dy 

__  —  x-4-  v/x>-4-7* 

dx' 

-^  dx 

dY 

7 

1 

v^^+r'; 

j:  =  FP,     jr^=:PN,      v^jT» -f- ^»  =  FIM  ; 

on  aura  donc 

FM  =  FN ,     puis     FM  =  FT. 

C'est-à-dire  que  dans  toute  parabole  le  foyer  est  égale^ 
ment  distant  des  points  où  la  tangente  et  la  normale 
rencontrent  Vaxe^  ainsi  que  du  point  de  contact. 
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FONCTIONS    IMPLICITES    DONNÉES    PAR    PLUSIEURS 

ÉQUATIONS. 

^.  Deux  fonctions  implicites  de  x^  savoir  j'  et  2,  étant 
données  par  les  équations 

«  • 

{^)  F(x,y,z)=zo, 

on  peut  obtenir  -^  et  —  sans  les  résoudre.  En  effet,  si 

(ïX  uX 

l'on  portait  dans  les  équations  (i)  et  (îi)  les  valeurs  Aej 
et  de  z  en  fonction  de  x  qu^elles  déterminent,  savoir 
r  =  cp  (x)  et  z  =  ip  (  x),  les  premiers  membres 

seraient  identiquement  nuls;  donc  leurs  différentielles 
seraient  nulles  aussi.  Il  faut  donc  égaler  à  zéro  les  diffé- 
rentielles àef[x^y^  z)  et  de  F  {x^  y,  z)^  en  y  regardant 
y  elz  comme  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x. 
On  obtient  ainsi 

(3)  -^dx-h-j-dy-h  -^dz^o, 

^     '  dx  dy   -^         dz 

équations  qui  renferment  les  deux  inconnues  —  et  —  au 
premier  degré  seulement  :  on  en  tire 

d/dF      dfdF 


dy 

dx  dz 

dz  dx 

dx 
dz 

dfdF 
dz  dy 

dfdF 
dy  dx 

dfdF 
dy  dz 

dfdF 
dx  dy 

dx'' 

dfdF 
dz  dy 

dfdF 
dy  dz 

n/J  COURS  d'analyse. 

Si  l'équation  (i)  ne  conlenaît  pas  x^on  aurait 


el l'équation  (3)  deviendrait  simplement 

-^^^-f-^./3  =  o; 
d'où  Ton  tirerait 

dz  dy 

dz 

Celle  dernière  expression  est  le  rapport  des  différentielles 
de  z  et  de  j^  considérées  comme  fonctions  de  x  \  mais  c'est 
aussi  bien  la  fonction  dérivée  de  z  considérée  comme'fono- 
tion  de^,  en  regardant^  comme  une  variable  indépen- 
dante. En  effet,  z  étant  fonction  de  y,  en  posant 

et  prenant  les  différentielles  par  rapport  à  x^  on  a,  d'a- 
près la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 

rf3  =  i,'(/)dr,    d'où   t'W  =  ^- 

85.  Eu  général,  si  Ton  a  n  équations  entre  «  -h  i  varia- 
bles, une  seule  sera  indépendante  et  toutes  les  autres  se- 
ront fonctions  de  celle-là.  On  égalera  à  zéro  les  différen- 
tielles des  premiers  membres  de  toutes  ces  équations  *,  on 
aura  ainsi  n  équations  où  dx^  dy^  dz^  etc.,  entreront  au 

dy 
premier  degré,   et  d'où  l'on  tirera  les  .valeurs  de  -^j 

dz 

-7->  etc. 

dx 

86.  Soient,  comme  exemple,  les  deux  équations 

(i)  X» -t- ^y« -f- z' =  ^% 

(ï)  flx  -r  bv  -f-  c«  -f-  A  =  o ; 
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on  en  tire,  par  la  différenlîaiîon, 

xdx -}- jrdjr -{- zdz=z  o^ 

adx  -4-  bdy  -f-  cdz  =  o, 

d  OÙ 

/  o  \                                      dy       az  —  ex 
(3)  4-= r-, 


(4) 


dx       cy —  bz 
dz        bx  —  ay 


dx        cy  —  bz 

Voîcî  l'interprétation  géométrique  de  ce  résultat  :  les 
'coordonnées  étant  supposées  rectangulaires  ,  les  équa-, 
tions  (i)  et  (a)  représentent,  la  première  une  sphère  dont 
le  centre  est  à  Torigine  des  coordonnées  et  la  seconde  un 
plan  ;  le  système  des  deux  équations  représente  donc  le 
cercle  résultant  de  Tinterscction  de  ces  deux  surfaces.- 

-j-  et  —  donnent  l'inclinaison  des  tangentes  aux  projec- 
tions de  ce  cercle  sur  le  plan  des  xy  et  sur  celui  des  zx. 
On  connaît  donc  la  projection  de  la  tangente  sur  deux 
des  plans  coordonnés^  et  par  suite  cette  tangente  elle- 
même. 

DÉRIVÉES    ET    DIFFÉRENTIELLES    DE    DIVERS    ORDRES. 

87.  Soienij^=:y(j:)  une  fonction  quelconque  de  a:,  et^' 
sa  dérivée.  Cette  dérivée  étant  une  fonction  de  j:^  on  peut 
la  différentier,  et  l'on  obtient  ainsi  la  fonction  dérivée 
dej^'  que  l'on  appelle  la  dérwée  seconde  y  ou  du  second 
ordre  Aej^  et  qu'on  désigne  par^".  De  môme  j"  aura 
une  déri vée  j' ''^  et,  en  continuant  ainsi,  on  aura  les  dé- 
rivées de  tous  les  ordres  Aej,  On  les  représente  aussi  par 
f'{x),f»{x),f"'{x),.... 

A  ces  dérivées  correspondent  les  difféie  tîelles  succes- 
sives de^.  En  regardant  /«,  qui  est  Taccroissement  arbi- 
traire de  O",  comme  une  constante,  on  a 

dy  =  y'h,     d(dy)=d(jr'h)=y-h^, 


y8  COURS  d'analyse. 

Pour  y  =  cosa:,  on  trouverait 

e/«r  /         n    \ 

-— ^  r=  ces  \  X  -\ TT  I  • 

dx"  \  1     I 

89.  Quand  la  fonction  y  est  implicite,  on  peut  avoir 
ses  dérivées  successives  sans  résoudre  Téquation  qui  la 
détermine.  Soit 

on  aura 

•    ,     ^  df         df     , 

équation  qui  fournit  d'abord  la  valeur  de  y'  en  fonction 
de  X  et  de  y^  ou  en  fonction  de  x  seulement  si  Ton  éli- 
mine j^  entre  les  équations  (i)  et  (a). 
Maintenant,  représentons  par 

l'équation  (2),  ou  plus  généralement  une  combinaison 
quelconque  des  équations  (i)  et  (2),  On  pourra  considé- 
rer la  fonction  (f  comme  identiquement  nulle,  si  Ton  y 
suppose  y  et  y'  remplacées  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X,  Donc  on  doit  avoir  rfç  =  o,  ou 


d'où 


â'^+$*  +  îP''-^='" 


Cette  équation  fera  connaître  y"  en  fonction  de  x,  y  et 
y\  ou  en  fonction  de  x  seule,  si  Ton  élimine  j^  et  j^'  enlre 
les  équations  (i),  (2)  et  (3)  (*). 


(*)  Si  réqoation  (i)  renferme  deux  constantes,  on  peut  les  éliminer 
entre  les  équations (1),  (3)  et  (3),  et  Ton  arrivera  ainsi  à  une  équation 
exprimant  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  représentées  par 
réquation  (i),  dans  laquelle  ou  ferait  varier  ces  constantes  (83).  On 
pourrait  éliminer  un  plus  grand  nombre  de  constantes  en  formant  un 
nombre  suffisant. d'équations  différentielles. 
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et,  si  m  est  un  nombre  entier, 

— ; =  1.2.3.  •  ./If. A» 

Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 
3'*  x  =  «'• 

Si  a  =  e,  on  a 

—  =-1. or  Mog^, 

—  =i.2.ar-».loge, 


^  =  (—  i)'«-»i.a.3...(/i—  i)ar^.\o^e. 

5**  >•  =:  sin  x. 

-f-=i=cosjc,     -7^  =  —  sinx,    -7-^  =  —  cosj-,     -7— =  sina?. 
<te  rfa:*  dx^  dx* 

Les  dérivées  suivantes  reprennent  périodiquement  ces 
quatre  valeurs. 

On  peut  remarquer  aussi  que 


\ 

^ 


|=sin(x  +  i.r) 


d'où 

4-  =  sin  (  jr  -f-  -  TT 1  j     ^—v  =  sin  (  07  -h  -  TT  )  V  V 

\         2    /        c/x»  \  2    y  f- 

et  en  général  *'  ' 


——:  =  sm  (  jr  H —  TT  I  j     -—v  =  sm  1  07  -h  -  TT 1  vv 
ax*  \  2     /         dx^  \  2    / 


^"J         .     /  n    \ 

-r^  =:  Sin  I  JC  +  -  TT  1 

i/o:»         \      2  y 


.Y 
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Pour  y  =  cos  x^  on  trouverait 

e/«r  /         n    \ 

-— ^  =  cos  \  X  -\ TT  I  • 

dx"  \         2    / 

89.  Quand  la  fonction  y  est  implicite,  on  peut  avoir 
ses  dérivées  successives  sans  résoudre  Téquation  qui  la 
détermine.  Soit 

(0  /(^,  r)  =  o, 

on  aura 

df      df   , 

équation  qui  fournit  d'abord  la  valeur  de  y'  en  fonction 
de  X  et  de  y^  ou  en  fonction  de  x  seulement  si  Ton  éli- 
mine j^  entre  les  équations  (i)  et  (a). 
Maintenant,  représentons  par 

Téquation  (2),  ou  plus  généralement  une  combinaison 
quelconque  des  équations  (1)  et  (2).  On  pourra  considé- 
rer la  fonction  (f  comme  identiquement  nulle,  si  Ton  y 
suppose  j^  Qly'  remplacées  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X.  Donc  on  doit  avoir  rfç  =  o,  ou 


d'où 


-^  dx  -^  ^  dy  -{-  -^jdf  z=^o\ 
dx  dy  dy  -^ 


Cette  équation  fera  connaître  y"  en  fonction  de  x,  y  et 
Y'^  ou  en  fonction  de  x  seule,  si  Ton  élimine  j^  et  j^'  entre 
les  équations  (i),  (2)  et  (3)  (*). 


(*)  Si  l'équation  (i)  renferme  deux  constantes,  on  peut  les  éliminer 
entre  les  équatious(i),  (3)  et  (3),  et  Ton  arrivera  ainsi  à  une  équation 
exprimant  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  représentées  par 
l'équation  (i),  dans  laquelle  ou  ferait  varier  ces  constantes  (83).  On 
pourrait  éliminer  un  plus  grand  nombre  de  constantes  en  formant  un 
nombre  suffisant. d'équations  différentielles. 
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On  trouverait  de  même  y'^\  j^^,  etc. 
,  Nous  verrons  plus  loin  (IH)  comment  les  équations 
qui  déterminent  j^''',^^"'',  etc.,  peuvent  se  former  au  moyen 
des  dérivées  successives  du  premier  membrey(jr,  ^)  de 
Téqualion  primitive,  prises  par  rapport  à  x  ei  kj. 

ou    CHANGEMENT    DE    LÀ    YAKIÀBLE    INDÉPENDANTE. 

90.  Si  l'on  a  n  équations  entre  (n  4- 1)  variables,  j^,  Xy 
f,  li,  1^, . . .,  on  peut  en  regarder  une  comme  indépen- 
dante^ et  imaginer  que  toutes  les  autres  soient  exprimées 
en  fonction  de  celle-ci.  Si  l'on  choisit  t,  par  exemple, 
on  a 

Supposons,  maintenant,  qu'auparavant  x  ail  été  la  va- 
riable indépendante,  et  que  l'on  ait 

jr=/{x)      et     a:  =  if{i). 

L'élimination >de  x  entre  ces  deux  équations  conduirait 
à  l'équation  j;=  (p  (/),  qui,  par  la  différentiation  immé- 
diate, donnerait  les  dérivées  vj>'(/),  (p ''(/),...,  ^|/f"J(^)  dej^, 
en  considérant  y  comme  fonction  de  la  nouvelle  variable 
indépendante  t. 

Le  problème  que  nous  allons  traiter  consiste  à  expri- 
mer, sans  passer  par  l'élimination  de  x,  les  dérivées  ou 
différentielles  successives  de  y  considérée  comme  fonc- 
tion de  f,  au  moyen  de  /'  (x)^  J"  [x)^  etc.,  et  des  déri- 
vées ou  différentielles  de  x  prises  en  regardant  x  comme 
fonction  de  t, 

91.  A  cet  effet,  si  Von  prend  t  pour  variable  indépen- 
dante, et  que  l'on  considère  x  ^\y  comme  fonctions  de  t^ 
on  a,  d'après  la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 

dy:=zf^[x)dx. 

En  différentiant  celle  équation  par  rapport  à  ^  et  regar- 
dant dx^  non  plus  comme  une  constante,  mais  comme 
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une  fonction  de  f ,  on  a 

De  même^ 

d^  y  ^f^  [x)dji^  -^  ^f"  [x)  dœd^x  -^  f  [x)  d^x , 

et  ainsi  de  suite.  . 

Sî,  au  lieu  des  différentielles  dej^  ou  de  ^  [t)  par  rap- 
port à  t,  on  veut  avoir  ses  dérivées  ^'  (t)  el(p"  (t),  etc., 
il  suffit  de  diviser  les  équations  précédentes  par  dt^  dt*j 
dt^  respectivement,  ce  qui  donne 

r{t)  =/"'(x)  f'  [tf  +  3/".(x) ,'  [t)^"it) + r  {^)  ç-  {t). 

92.  Réciproquement,  si  l'on  connaît  les  différentielles 
ou  les  dérivées  successives  de  x  et  dej^  considérées  comme 
des  fonctions^cp  (f),  t|^  (t)  de  la  variable  indépendante  ty  on 
en  peut  déduire  les  dérivées /^'  [x)^f"  (x),  etc.,  dej^  con- 
sidérée comme  fonction  de  x.  Car  on  tire  des  équations 
précédentes 

^„  ,    .        dxd'^Y  —  dy  (Px 

•^  W= — -d^ ' 

dx[dxd^Y  —  djrd*x)  —  3d^x  {dxd^y  —  dyd^x) 

f   W- ^ ^i ' 

les  différentielles  dans  les  seconds  membres  étant  tou- 
jours relatives  à  t. 

93.  Voici  un  autre  moyen  d'arriver  à  ces  formules. 
On  a  d'abord 

En  différentiant  les  deux  membres  de  celte  équation  par 
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rapport  à  t^  on  trouve 

/  i.)^.  =  d.-  = — , 

et,  en  divisant  par  r/jr, 

dxd^y  —  dyd^jr 


r{x)  = 


dx^ 


Une  nouvelle  différcntîatîon  par  rapport  à  t  fera  con- 
naître/^"^(x),  et  ainsi  de  suite. 

94.  On  doit  remarquer  que  la  dérivée  première^'  (x) 
est  la  seule  dont  l'expression  par  les  différentielles  de  x 
et  de  j^  reste  la  même,  quand  on  cesse  de  prendre  x  pour 
variable  iiidépendante  ou  quand  dx  cesse  d'être  con- 
stante. 

En  effet,  y  (a:)  est  toujours  exprimée  par  -->  tandis 

<|ue  les  autres  dérivées^  (x), /'^'(j:),  etc.,  qui  sont  re- 

cf  '  y     d^  Y 
présentées  par  -7-7'  TT'  ^^^'^  lorsque  x  est  la  variable 

indépendante,  ont  des  expressTbns  plus  compliquées 
quand  on  regarde  x  et  j^  comme  des  fonctions  de  la  nou- 
velle variable  indépendante  t. 

95.  II  se  présente  ici 'une  vérification  des  formules  gé- 
nérales. Si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  en 
faisant  x  =  t,  on  a 


dx-  d^x  d*  X 


et  l'oïi  trouve 

dx  est   à  présent   constante,  et   les   différentielles  dj-y 
d*yy  etc.,  se  rapportent  à  x, 

96.  Si  l'on  prenait^  pour  variable  indépendante,  l'é- 

Sturm —  An.j  1.  6 
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quation 

étant  résolue  par  rapport  à  x^  donnerait  une  valeur  de  la 
forme 

¥  (y)  est  dite  fonction  inuerse  def(x).  Il  faudrait  faire 
alors  y=  t,  d'où 

dy  =  dt^     £/»j  =  o,     €/»^=o,..., 
puis 

/y  /^N  __  ^ \_  _      ' 

•^  ^'^~~  dx-  ldx\  ■"F'(^)' 

d-'x 

i>^/^x  __.  —dxdyd^x-^r  Zdy^d-'x)^ 

da^ 


dx  d^x  /d^xy 


(r) 


F'  (r)* 


î 


97.  Exemple.  Soient  y  =y(a:),  et  l'expression 

dj^  , 

^  -  f"{x)  ' 

dans  laquelle  dj  et  /i'y  désignent  les  différentielles  de  j^ 
ou  dey'(.r)  par  rapport  à  la  variable  indépendante  a:. 

1*^  Si  Ton  prend  pour  variable  indépendante  une  autre 
variable  f,  liée  à  j:  et  à  y  par  les  équations 
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les  relations  prëcëdemnient  trouvées  (92)  clonneront,c-- 


u 


dxd^X  —  dyd^x       dxd^y  —  dyd^x 


dx^ 

OU  bien 


I 


-  ,'Ct)rlt)-v{tTf'(t)  ~  ?'(  0  V  (t).-  4'  (0  v"  (0* 

2°  Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  la  fonc- 
tion inverse^,  on  aura,  en  supposant  x  =  F  (j), 

d^  F"(/) 

dx^ 

Par  exemple,  si  Ton  a 

x=ia(i  —  sinr),     jr=z:a(i — cosr), 

on  aura 

dxz=a  {i  —  ces/)  dty       df  ::=  a  sïnt  dty 

d^x  =  a  sin/  £b%  d^y  z=a  cost  dt^ 

La  substitution  de  ces  valeurs  donne  (en  omettant  le 
signe  — ), 

u  =  2a  y^2  ( I  —  ces  t )  =  2  v^fl/. 

EXERCICES. 

i.  TrQUper  la  derwee  de  la  fonction  y  donnée  par  réquation 

xyJ\-\-y  -\-yyJ\-\-x  =  o. 


Solution. 


^        \l\-^ X  x^-2v/(I^- j:)(i+/) 

6. 
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2.  Eliminer  la  constante  a  de  l équation 


Solution. 


Y  =  ax  -\ • 

a 


^(£y-^£+'".^°- 


3.  Éliminer  a  et  b  de  V équation 

y  —  tfx'  —  ^ar  =  o. 

Solution. 

d^Y       !i  dy  ,   ^Y 
dx^        X  dx         X^ 

4.  Eliminer  a,  b  et  c  de  Péqjiation 

z  =  ax-\-hy'\-Cy 
Y  étant  une  fonction  de  x. 
Solution. 

da^     dx^         dx^     dx^  ~~ 

5.  Démontrer  que  si  u  et  v  sont  des  fonctions  de  x^  on  a 

d'"m> _    d'^u  dv    d'^'-Ui      m(m—i)d}v  d^-'^a  .  «P'p 

7Zr^~^^"^'"if^'"Sr^*^"'         Tji       dx^^'dbF^^'^^'^^'^dôF 

6.  Trouver  la  m"'"'  dérivée  de  la  fonction 

Solution  . 

7.  Trouver  la  m^""'  dérivée  de  la  fonction 

y=x"(i  —  x)*. 

Solution. 

^  =  72  (/l  -  I)  .  .  .{«  -^  772 -f   l)  (l  -  ^r  JC^* 


-m 

=    //   I  /£.  »—    I   I  ...  I   A£     ~^     III    -r-     1111     "^   JU   I      u, 

dx"' 

"  nw  X 

X 


/;/  -h  I   i  —  X 

m  (m—  i) 


1.2       (. 


n(n  —  i) a^     ^      "1^ 

72  — //i-l-i)(/2  — /wH-a)(i— «)*     ***J' 
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Que  devient  cette  équation  quand  la  variable  Indépendante  est  /? 

Solution. 

d^  .r   ,  ^ 

^^      v/i  -h^' 

Que  devient  cette  équation  quand  on  prend  t  pour  variable  indé* 
pendante,  sachant  qu!on  a 

Solution. 

10.       (i  — ^c')^^^  — a;^4-/î'r=o,    ;c  =  cosr. 
^  ^  dx'  dx  ^         ' 

Prendre  t  pour  variable  indépendante . 

Solution. 

d^Y 


'        •         .:    -  '  '■       V 
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différentiauon  des  fonctions  de  plusieurs  variables 

indépendantes. 

Différentielles  partielles  et  totales.—  Propriétés  de  la  diflërentielle  totale. 

—  DifTérenticlIe  d'une  fonction  composée,  —  d*une  fonction  implicite. 

—  Dérivées  et  différentielles  de  divers  ordres.  —  Théorème  sur  l'ordre 
des  diiïérentiations.  —  Différentielles  totales  de  divers  ordres  des  fonc- 
tions explicites  ou  implicites. 


DIFFf):RENTI ELLES   PARTIELLES   ET  TOTALES  d'uI^E  FOWCTIO» 
DE   PLUSIEURS    VARIABLES    INDÉFENDAUTES. 

98.  Si  dans  une  fonction  de  plusieurs  variables  indé* 
pendantes 

on  ne   fait  varier  que  x,  et  qu'on  prenne  la  dérivée 
de  la  fonction  par  rapport  à  x,  cette  dérivée  partielle 

[qui  est  la  limite  du  rapport  —  j  sera  une  certaine  fonc» 

tion  cf(.r,^,  z)\  on  la  représente  par  la  notation—  ou 

77""""*  ^^  dérivée  partielle,  multipliée  par  dx  ou  par 

l'accroissement  arbitraire  dex,  donnera  la  différentielle 
partielle  de  u  par  rapport  à  x,  ou  ^  dx. 

On  pourra  prendre  de  même  la  dérivée  et  la  différen- 
tielle de  u  par  rapport  à  j^,  et  aussi  par  rapport  à  z . 

09.  Si  Ton  pose 
la  somme  dos  dilïéroniielies  partielles  de  u  par  rapport  à 
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toutes  les  variables,  ou 

sera  nommée  la  différentielle  totale  de  w.  Dans  cette 
expression,  dxy  djj  dz  désignent  les  accroissements  arbi* 
traires  de  x^j^  Zy  ou  Ax,  Aj-j  Az. 

100.  Pour  trouver  l'expression  de  l'accroissement  total 
Au  de  la  fonction  i/,  nous  allons  reprendre  la  marche 
suivie  pour  démontrer  la  règle  des  fonctions  composées. 
On  aura,  en  désignant  par  a^  6,  y  des  fonctions  qui  tendent 
vers  zéro,  avec  Aor,  Ay  et  Az  respectivement, 

(0    /{^  -^  ^^>Xy  z)  —/(x,  Xy  z)  =  [rf  (x, Xy  z)  -f-a]Ax, 

(2)  /(^,r  -+-  Aj,  z)  — /(^,  J,  z)  =  [^  (a:,x,  z)  H-  6]  A7, 

(3)  /(.r,  J,  z■^^z)  —/(or,  j^,  «)  =  [x  [.r,  j,  z)  -f-  7]  àz. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (2),  on  remplace  jj 
par  X  +  Ax,  et,  dans  Téquation  (3),  ^  et^  par  x  -4-  Ajs 
ely  rh  Ay^  il  viendra 

et 

6'  s'évanouissant  avec  A^  et  Aj^,  et  y'  avec  A^,  A^  et  A^. 
Si  Ion  ajoute  la  première  équation  avec  les  deux  der- 
nières, il  vient 

/(x-h  A.r,^H- A7,«-+-Az)— /(x,7,z) 

=  [?  (u:,  r,  «)  -f-  a]  Ax  H-  [^^  (  j:  -f-  Aa:,  J,  «)  -4-  6']  A/ 
-f-  [x{  J?  -f-  A;r,  j^  H-  A/,  z)  H-  7']  Az, 

ou,  en  désignant  par  (3''  et  y''  de  nouvelles  fonctions  qui 
tendent  vers  o, 

J   ùiu=z[ff{xyryz)AX'^^(a:,y,z)Ax-hx{^yX>^)^z'] 
yPf    j  +faA;rH-p"A7-t-7"Az). 

Ainsi  l'accroissement  de  la  fonction  u  se  compose  de 
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deux  parties  :  dans  Tune,  les  accroissements  des  variables 
sont  multipliés  par  des  fonctions  indépendantes  de  ces 
accroissements,  et  qui  sont  les  dérivées  partielles  de  u; 
dans  l'autre,  ces  accroissements  sont  multipliés  par  des 
quantités  a,  (3'',  y"  qui  s^évanouissent  en  même  temps 
qu'eux.  Dans  le  cas  où  les  variables  indépendantes  se  ré-- 
duisent  à  une  seule^  la  première  partie  se  nomme  diffé- 
rentielle de  la  fonction.  Il  est  donc  naturel  de  donner, 
dans  tous  les  cas,  à  cette  première  partie,  le  nom  de  dif- 
férentielle totale. 

101 .  Voici  quelques  exemples  de  différentielles  totales  : 
I®  a  =  x^jr",     du  =  mjf^^^y^dx  -h  njd^y^~^dy. 


et  comme 


il  vient 


a  ^x'-h  j'  dy — ay  d\jx* -\' y^  ^ 

x^  -h  y^ 


j  rr- — ;      -xdx-^ytly 

\l:^^y^ 


—  axy  dx  H-  ax^dy 
du  = 


^1      I       y.3\  t /Ç 


(^'H-r') 


u  =^  are  lang  -  » 


d/- 


du 


X         xdy  —  ydx 


Y^  x'  -h  r^ 


X» 


,    PROPRIÉTÉS    DE    LA    DIFFÉRENTIELLE    TOTALE. 

102.  Nous  avons  vu,  au  commencement  du  Cours  (22), 
que  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  d'une  fonc- 
tiQn  d'une  seule  variable  à  sa  différentielle  est  l'unité 
(pourvu  que  la  dérivée  ne  soit  pas  nulle).  Le  même  théo- 
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rème  a  lieu  pour  les  fonctions  de   plusieurs  variables 
indépendantes. 

On  a,  diaprés  la  définition  de  la  différentielle  tolalo. 

par  conséquent  (100), 

puis,  en  divisant  par  du^ 

^„  Ar  „  As 

a  4-  p"  —  ■+-  7"  — 


du  .  V         ,  /  ^  A  r  ,  A  2 

Lorsque  Ax,  Ay,  A 2  deviennent  infiniment  petits, 
le  numérateur  tend  vers  zéro,  mais  le  dénominateur  ne 
devient  pas  infiniment  petit,  tant  que  Tun  au  moins  des 

rapports  — ^  —  reste  arbitraire.  La  limite  de  — -  est  donc 
^^  àx    Aj?  du 

l'unité,  si  les  valeurs  des  accroissements  Ax,  A^,  Az 

n'annulent  pas  du» 

103.  Quand  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
constante^  sa  différentielle  totale  est  nulle. 

En  effet,  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à 
chaque  variable  est  nulle,  par  conséquent  sa  différentielle 

,  ,         du   j         du   j         du    j  ,, 

totale,  qui  est  -r-  dx  -h  -7-  dY-\-  -7-  az,  esl  nulle  aussi. 
'  A  dx  dy    ^        dz 

On  en  conclut  que  si  deux  fonctions  ont  une  différence 

constante,  leurs  différentielles  partielles  ou  totales  sont 

égales.  Car  si  m  —  v»  =  c,  c  étant  une  constante,  on  a 

d(u  —  p)     ou     du  —  dv=:o     et     du^=.d^. 

Et  réciproquement,  si  du  =  di^^  on  a 

,,  .        diu — o)   ,  diu  —  v)    ^  diu—v)   , 

^(  a  —  p)  =  -i-- '-  dx  -h  -^—i i  dr  H-  -i_^ ^  dz  =r  o, 

'  d.v  dy  ''  dz 
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égal! le  qui  eiilpatne  les  suivantes  : 

*d{u  —  v)  d(u  —  v)  d{u  —  v)' 

dx  '  df  '  dz 

puisque  les  accroissements  dx^  dy^  dz  sont  tout  à  fait 
arbitraires.  Par  conséquent  la  différence  m  —  v  est  indé- 
pendante de  chacune  des  variables  x^  jr  et  z  (24).  C'est 
donc  une  constante. 

DIFFÉRENTIATION  d'uNE  TO:îCTIOX«  COMPOSÉE  DE  FONCTIOKS 
DE    PLUSIEURS    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

104.  Si  une  fonction  est  composée,  par  exemple,  de 
deux  fonctions  des  variables  indépendantes  XjjTj  z^ 
comme  p  =  F  (ii,  t^),  ou  aura,  en  la  différentiant  tour 
à  tour  par  rapport  à  chaque. variable, 

dp        dp  du        dp  dv 
dx       du  dx        d%*  dX' 

dp        dp  du        dp  dp 
dy        du  df        dç  dy 

dp        dp  du        dp  dif 
dz        dit-  dz        dp  dz  ' 

^»  --  désignant  les  dérivées  de  ^  ou  de  F  (w,  v)  prises 

par  rapport  à  chacune  des  quantités  u  et  t^,  comme  si  u 
et  Vf  étaient  des  variables  indépendantes. 

En  multipliant  les  dérivées  -^5  -j-i  -^partir,  dy^  dz 

respectivement  et  ajoutant,  on  aura  la  différentielle  totale 
de^, 

dp^z  -^  du  -\-  ^  dp. 
du  dv 

Les  facteurs  du  et  dv  qui  multiplient  les  dérivées  par- 
tielles -j-1  -j-  désifi'nent  les  différentielles  totales  de  u  et 

du    do  ^ 

de  i^.  Ainsi  le  théorème  relatif  à  la  différentiatiou  d'une 


SEPTIÈME    LEÇON.  9^ 

fonclîon  composée  (47)  s'étend  au  cas  de  plusieurs  va- 
riables indépendauies. 

DlFFÉREffTlELLES  DES  FONCTIONS   IMPLICITES   DE  PLUSIEURS 

VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

lOo.  Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

(i)  f{3c,y,z,u,v)  =  o, 

(2)  F(x,j,  3,  «,»»)  =  o. 

On  peut  choisir  x^y^  z  pour  variables  indépendantes  : 
alors  u  et  i^sont  des  fonctions  implicites  de  ces  variables. 
Or, /(x,  j,  z,  «/,  v)  et  F(a:,j,  z,  i/,  v)  ayant,  pour 
toutes  les  valeurs  des  variables  x^  y^  2,  une  yaleur  con- 
stante qui  est  zéro,  leurs  différentielles  totales  doivent 
être  nulles  (103).  On  aura  donc 

/ox       àf  ^         df  ^        df  ,        df  ^        df  , 

(3)  -y-dx-^-^dy  '\'-^dz^^dU'\"^dv  —  o. 
^  dx  dy  dz  du  dv 

dF  d¥  dF  dF  dF 

(4)  -J-^^  -^  T'  ^JH-  -r-^*  -h  "j-du-h  -r-'dv=:0, 
dx  dy  dz  du  dtf 

De  ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  du  et  de  di^ 
qui  s'y  trouvent  au  premier  degré. 

DÉRIVÉES    ET    DIFFÉRENTIELLES    DE    DIVERS    ORDRES» 

106.  Soit 

une  fonction  des  variables  indépendantes  x^  y^  z.  Les 
règles    relatives    aux    fonctions    d'une    seule    variable 

donnent    immédiatement    les   dérivées    successives  -r-t 

dx 

d^u  d'*u  ,     du  d'^u        du  d"  u 

TT^"  •'  "nr»  P*^'S  -:->  •  •  •  >  -7—-  et  -7-)  •  •  •  j  -TV 
fix^  dx^     ^         dy  dy'^        dz  dz'^ 

Or  toutes  ces  dérivées  sont  des  fonctions  de  :c,  j  et  z^ 

qui  ont  elles-mêmes  leurs  dérîvéçs  par  rapport  à  chacune 


/^\ 
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des  variables.  Ainsi  l'on  peut  prendre  — — ?  c'est- 
à-dire  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  la  dérivée  de  u  par 
rapport  à  x. 

Pour  plus  de  clarté,  on  pourrait  indiquer  ces  deux 

d  (—] 

opérations  successives   par  ; — '—  ou  -7 — —  :   mais    il 

'■  *-  dy  dydx 

suliit  décrire    simplement  -, — 7-   ou  — — :-'   parce  que 

*^  dy  dx  dydx     ^  * 

l'ordre  dès  différentielles  dy  et  dx  au  dénominateur  in- 
dique suffisamment  qu'il  fout  prendre  d'abord  la  dérivée 

de  u  par  rapport  à  x,  qui  est  —  »  et  ensuite  la  dérivée 

de  —  par  rapport  à  y.  De  même  exprimera  la  dé- 

rivée par  rapport  à  x  de  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  y. 
On  indique  d'une  manière  semblable  le  résultat  d'un 
nombre  quelconque  de  différentiations  successives  exé- 
cutées dans  un  certain  ordre  sur  la  fonction  u  par  rapport 

aux  diverses  variables  qu'elle  renferme.  Ainsi  -—7 — ; — 7- 

^  dzdxdydx 

signifie  qu'il    faut   prendre   d'abord  —  =  «j ,    ensuite 

du  y  .du.,  p      f/tfj  ^,  j 

-—  =  w,  puis  -—  =  Ma,  et  entin  -7-  =  u*.  C  est  ce  der- 
dy  ^  ^         dx  '  dz 

dUt 

nier  résultat  u^  qu'exprime  la  notation 


dzdxdyclx 
THÉORÈME    SUR    l'oRDRE    DES    DIFFÉRENTIÀTIOKS. 

107.  Le  résultat  Jinal  de  plusieurs  différentiations 
successis^es  est  toujours  le  meniez  quel  que  soit  Vordre 
dans  lequel  on  opère  par  rapport  aux  dii^erses  variables. 

Je  dis  d'abord  que 

du  du 

d  -—        d  —-  ,  , 

dx  dy  d^u  d^u 

dy  dx  dy  dx        dxdy 
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En  effet,  si  Ton  ne  fait  varier  dans  la  fonction  u  que  x 
cl  j^,  on  peut,  en  faisant  abstraction  des  autres  variables, 
représenter  u  pary(j:,j^).  Or  on  a 

(l)  /{x  -f-  h,  r)-Ax,  j.)  =  ^^  -4-  a)  h, 

a  étant  une  fonction  de  x,  y  et  A,  qui  tend  vers  zéro  en 
même  temps  que  A,  quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  donne 
k  j. 

Changeons  dans  cette  équation  j^  en  ^  -I-  h.  Le  premier 
membre  devient 

f[x  H-  /',  r  -i-  k)  — /(x,  y  +  k). 

Dans  le  second,  -r-  devient 

dx 

du 

du  dx  . 

-—  -4-  --— X'-|-6/-, 

ax         dj 

S  tendant  vers  zéro  avec  /r;  a  prendra  une  nouvelle  valeur 

dcx. 

de  la  forme  a  -+-  a'/r,  a'  a^ant  pour  limite  —  >  si  A  dirai- 

nue  jusqu'à  zéro*,  cette  nouvelle  valeur  devant  encore 
devenir  infiniment  petite  avec  h  quel  que  soit  /r,  il  faut 
que  a'  s'annule  aussi  avec  h.  On  aura  donc 

f[x  -^h,y-\-  k)  —f[x,  X  H-  k) 

dx 

«r  / 

En  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  puis 
divisant  par  hkj  il  vient 

/{x  -^h,  r  -^  k)^/{x,  r-^  k)—/[x  +  h,  x)-^/{x,  x) 


hk 


(3)  <  ,du 

d  — 

=  -^ h  6  -f-  «'. 

dy 
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On  voit  que  le  second  membre,  et  par  suite  le  premier,  a 

du 

.    .         di 
pour  limite  — — >  quand  /i  et  A"  décroissent  îndéGniment. 

Mais  en  faisant  varier  dansy(a:,j^)  d'abord^  et  en- 

du 

suite  ar,  on  trouverait  de  même  que  — -^  est  encore  la 

«0? 

limite  du  premier  membre  de  l'équation  (3)  quand  A  et  A 
tendent  vers  zéro. 

Les  deux  limites  doivent  être  égales;  on  a  donc 

- du        ,  du 
d —        d  — 
djc  dv  d^  u  d^u 

—       -^       ou  — 


dx  dx  dy  dx        dxdy 

Il  est  bon  d'observer  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3)  équivaut  aux  deux  expressions  (*) 


de  sorte  qu'on  a 
aussi  bien  que 


^y  Ax  u  Ax  ^Y  u 

-£ et     =^--» 

Lx^y  tix  ^y 


Âj  Af  u  =  Ax  Aj  u  j 


dy  dji  u  z=z  dx  dy  u. 


108.  Il  résulte  de  là  que  si  Ton  avait  à  différentîer  une 
fonction  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  diverses 
variables  et  dans  un  certain  ordre,  on  pourrait,  sans 
changer  le  résultat  final,  intervertir  Tordre  de  deux  dif- 
férentîatîons  consécutives.  On  démontrera  ensuite  qu'il 
est  possible  d'amener  chaque  différentialion  à  tel  rang 
qu'on  voudra,  et  par  suite  d'intervertir  à  volonté  l'ordre 


(*)  Ajpii  indique  l'accroissement  de  u  lorsque, r  ne  variant  pas,  x  est 
changé  en  j:-+-  Aa:.  A^  A^u  est  Taccroissement  de  A_ça  lorsque,  x  restant  le 
môme,  on  chan(jer  enr  +  Ar.  La  notation  d^u  est  quelquefois  employée 
pour  désigner  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  x.  Alors  d^d^u  =  d^{d^u). 
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des  dîfTéren  11  allons  successives,  de  la  même  manière 
qu'on  démontre  en  Aritlimélique  qu'un  produit  reste  le 
même,  quel  que  soit  l'ordre  de  ses  facteurs,  quand  on  a 
prouvé  qu'on  peut  échanger  deux  facteurs  consécutifs. 
On  aura,  par  exemple, 

d^a  d^u  d*u 

dxdzdxdydzdx       dzdzdydxdxdx        dz^dydx^ 

109.  Exemples.   i^ii  =  x"j". 

du  du 

dx  -^  '      dy  -^ 

du 

d  —— 
dx         d^  u 

dy  dxdy 

du 

dû        d-'u  .  d'^u 

— «-  =: = —  ^  mnx'*~'  Y*"*  = • 

dx         dxdy  dydx 

Y 
a**  u  =  arc  tang  -  • 

X 

du — X  du js 


dx        x^-^-y^        dy        x^-hy^ 

d^u  y^ —- x^  d^u 

dydx        (x^-hy^y        dxdy 

DIFFÉREriTIELLES     TOTALES     DE     DIVERS     ORDRES     D*IJNE 
FOfTCTIOfr  DE  PLUSIEURS   VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

HO.  Soit  u  une  fonction  de  trois  variables  indépen- 
dantes  .r,^,  z,  et  proposons-nous  d'en  calculer  les  diffé- 
rentielles totales^//,  d*ii^  d^u,  etc. 

La  différentielle  première  est 

du  ,/      du  ,         du  - 
du  =:  -—  dx  -\ — 7-  dy  -\ — —  dz, 
dx  dy  dz 

On  aura  la  différentielle  totale  de  du  ou  la  différen- 
tielle totale  et  du  second  ordre  de  u,  en  prenant  la  diffé- 
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renlielle  totale  de  chaque  terme  de  duy  ce  qui  donne,  en 

observant  que  -, — ;-  =  - — —^  etc., 
'■       dy  dx        dxdy 

d:c^  dxdy  -.  dx dz      ] 

(  dUi     .  d-'u     ,  ^*«     .\    .      ^ 


d'il 
dxdz 


,  dUi     ,  d'u     .\    , 


OU 


d^u   ,  ^       d^u    ,  d^  u   ,  d^u     ,     , 

^  d^u  d-u 

dxdz  H-  2  -j — —  dydz. 


dxdz  dydz 

On  voit  que  d*u  peut  se  former  en  élevant  au  carré  la 
difTérenlielle  première  rr  ^  "^  'i' ^X  +  ~r  ^^>  pourvu 

qu'au  numérateur  de  chaque  terme  du  carré  développé 
on  remplace  dii^  par  d^u.  Avec  celte  convention,  on  écrit 
la  formule  symbolique 


7,  Z'^"      7  ''"     J 

On  aura  de  même  en  général 

(du   ,  du   , 

d'^u=:  {  -—dx-{-  -rdy 

\dx  dy   -^ 


du      \(») 


du      \(») 


Texposant  entre  parenthèses  indiquant  qu'il  s^agit  d'une 
formule  symbolique,  c'est-à-dire  d'une  expression  dans 
laquelle  il  faudra  remplacer  rfw"  par  d^u  après  le  déve- 
loppement. 

On  démontre  la  généralité  deVetle  formule  en  prou- 
vant que,  si  elle  est  vraie  pour  un  certain  indice  /i,  elle 
est  encore  vraie  pour  l'indice  n  -f- 1 . 

En   effet,    un   terme  quelconque  du   développement 
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symbolique  de  d'*u  est  de  la  forme 

(i)  k  ,    "^"^  ,    djcP  dy9  dz% 

où 

et 

I  .2.3.  . .  /f 


X  = 


i.2.../7Xi*2.  .  .^Xi«2...r 
Le  terme  correspondant  de  d'^u  est 

(2)  ^-; ; —dxPdyldz'. 

^   '  dxPdyidz""  *^ 

On  aura  d'^'^^u  en  prenant  la  différentielle  totale  de 
chaque  terme  de  d'^u.  Or  la  différentielle  totale  du 
terme  (2  )  peut  s'obtenir  en  multipliant  sa  valeur  symbo- 
lique (1)  par  l'expression 

,_.  du  ,         du  ,         du  , 

pourvu  qu'après  le  développement  du  produit  on  change 
rfii""*"*  en  rf"+*//.  Donc  la  différentielle  totale  àe  d"u  ou 
£i"+*£i  s'obtiendra  en  multipliant  par  Texpressioii  (3)  la 
valeur  symbolique  de  rf^/i  qui,  par  hypothèse,  est  la 
puissance  n"""  de  la  même  expression.  On  aura  donc 
aussi  la  formule  symbolique 


rf»-*-'«  =  (—~dx-\'—-dY-\--rdz\ 
\dx  dy    -^         dz       ) 


(IH-1> 


DÉRIVÉES    PARTIELLES    DES    FOUfCTIOMS    IMPLICITES. 


m .  Une  équaliony(a:,  j')  =  o  entre  deux  variables  x 
ex. y  donne,  comme  on  l'a  vu, 

.   .  df       dfdy 

Stdrm.  —  An.^  \,  7 
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d'où 


df 

•'X 

dx 

dx 

df 

dy 

d^ Y  d^ Y 
On  peut  exprimer  les  dérivées  suivantes  ---^)-H^>elc., 
■•  *  dx^    dx^ 

par  les  dérivées  partielles  de  divers  ordres  àef[x^y)^  car 

en  différenliant  par  rapport  à  x  l'équation  (a),  dx  étant 

regardée  comme  conslanie,  on  trouve 

re^    '^'Z  I  ^  ^'Z   '^y  ,  d'/fdA'     df  dy 

^^'     dx^  dxdy    dx        dy'\dx)         dy' dx*  ' 

d'il»     ,•     ^  y 
ou  l  on  lire  -7— -• 

dx^ 

En  différentiant  de  nouveau,  on  obtiendra  successi- 


•  •  •  • 


112.  Si  Ton  aune  seule  équation  entre  trois  variables 

(i)  /(-^^r,  2)  =  o, 

deux  quelconques  d'entre  elles  x  et j^  sont  indépendantes, 
et  la  troisième  z  est  une  fonction  déterminée  de  celles-ci. 
On  trouve  les  dérivées  successives  de  -2?, de  la  manière 
suivante. 

En  différentiant  Téquation  (1)  par  rapport  à  x,  dont  z 
est  une  fonction,  on  a 

df      ^,^__^. 
^    ^  dx        dz   dx  ^ 

dz 
d'où  l'on  tire  -;-•  On  a  de  même 

dx 

df      df  dz 
équation  qui  donne  la  valeur  de  y- 
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En  différen liant  Téquation  (2)  par  rapport  à x,  on  aura 

d^/  d^f   fh        ^  f^y       r//  d'z  _ 

€ijc^  dxdz   dx        dz^  \^^)         ^^  ^^^  ' 

ou  I  on  tire  -7— • 
dx^ 

En  différent! an t  Téqualion  (2)  par  rapport  à  y  ou  l'é- 
quation (3)  par  rapport  à  x^  on  trouve  également 

d^f         d'f    dz        d^f    dz      d^f  dz    dz      df    dH 


dxdy       dydz  dx      dxdz  dy      dz^    dx  dy       dz   dxdy 

d'^z 
d'où  l'on  déduira  -; — p-  • 

dxdy 

Enfin,  en  différentiant  Téquation  (3)  par  rapport  àj^, 

on  aura 


d^f 


d'f    dz        d^f  /dzy       df  d'z  __ 
dydz  dy        dz^   \^J' /  ^^   ^ï^  * 


d'^z 
équation  qui  fera  connailre^-^*  On  trouverait  de  même 

dH      d'z 


•  •  •  4 


dx^  dx^dy 

113.  Par  exemple,  l'équation  de  la  sphère 

x^  -hy^  -h  z^  —  a^  =  o 


donne 


dz  dz 

x4-2--r=0,  J  +  8-—  =rO, 

dx  «y 

dz\  d'z  fdzY  dH 

Tx)  +^^=^'  "^Vr)  "^'4^'"=^^ 

dz  dz  dH 

dx  dy  dxdy  ' 


d'où  Ton  tire 


dz  X       dz  y 

dx  z        dy  z 


dH  x^  -h  2'         dH y^-h  z^  dH    xy 

dj?  «^      '      dy^  a^       '      dxdy  z*  * 

7* 
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• 


EXERaCES. 

i.  a  =  arcsin4/-î^pÇ>  r/a= ' ^\ {ytlx  —  xdy). 

±       u^zy',     du  =  zy'x'{\y\zdx'^-\zdX'\-~\ 

3.  u,  p,  z  étant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles, on  a 

d .  uvz  =  vzdu  -\-  uzdp  -^-uodz, 

la  lettre  d  désignant  une  différentielle  totale. 

4.  Démontrer  les  formules 

(pMPz—ud^.vz—vd*MZ—zd^,uv-\'Pzd^M-\-uzd*,U'\-u(fd*.z=o, 

iP  ui'z—ud^,vz—vd^Mz — z{P.ut'-^vz{PM-{-uzd^,v-^uv(P.z=  6diidçdz, 

5.  u  ei<f  étant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles, on  a,  pour  lA  <  /ti, 


(*)  Foir,  pour  cette  formule  et  d'autres  analogues,  mon  Mémoire  sur 
quelques  formules  générales  d'analjrse  (LiouvoLEy  t.  XXI,  p.  32i).      1*. 


7  pf~~^  : 


)e 


U) 


J 


{/ 


n 


U 


i 


■  1 


HUITIÈME    LEÇON.  10I 
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FORMATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 
CHANGEMENT  DE  VARURLES. 

Élimination  des  constantes.  —  Élimination  des  fonctions  arbitraires. 
—  Changement  des  variables  indépendantes.  —  Changement  simul- 
tané des  variables  indépendantes  et  de  la  fonction. 


ÉLIMINATION    DES    CONSTANTES. 

114.  Étant  donnée  une  équation  entre  deux  variables 
x^  y  et  une  constante  arbitraire  C,  on  a  vu  (n®  83)  que 
si  l'on  élimine  C  entre  l'équation  donnée  et  celle  qu'on 
en  déduit  en  différentiant  par  rapport  à  x^  on  obtient 

une  équation  différentielle  entre  x^  y  eX  ^^  Cette  opé- 
ration peut  se  généraliser.  Soient  n  équations  de  la  forme 

(0  /(^j  y^  -«?  •  •  •  >  ^>  Cl,  c,, . . . ,  c»)  =  o, 

entre  n  +  i  variables  ^,  y,  ,2,  • . .,  t  el  n  constantes 
arbitraires;  on  peut  regarder  Tune  des  variables,  x  par 
exemple,  comme  indépendante,  etj^,  ^,  ...,^  comme 
des  fonctions  de  :r  :  la  forme  de  ces  fonctions  change 
avec  les  valeurs  attribuées  aux  arbilràires  C< ,  C2  . . . ,  0,^, 
et  il  y  a  lieu  de  chercher  n  équations  débarrassées  d'ar- 
bitraires et  pouvant  remplacer  les  équations  (i).  A  cet 
effet,  je  différentie  chacune  de  ces  équations  par  rapport 
à  x^  ce  qui  me  donne  n  équations  de  la  forme 

df       df  dy  df  dt  _ 

si  l'on  élimine  C|,  C2  . . . ,  C,i  entre  ces  équations  et  les 
équations  données,  on  obtiendra  n  nouvelles  équations 
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de  la  forme 

qui  sont  des  conséquences  des  équations  données  et 
forment  un  système  de  n  équalions  différentielles  simul- 
tanées du  premier  ordre. 

Si  les  équations  (i)  renfermaient  n -\- p  constantes 
arbitraires,  on  pourrait  encore  éliminer  ces  paramètres 
et  obtenir  un  système  de  n  équations  qui  devraient  être 
satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y^  z,  .  .  . ,  ^  qui 
satisfont  aux  équations  données;  mais  il  faut  alors 
différentier  chacune  de  celles-ci  un  nombre  k  de  fois 
suffisant  pour  que  nk  soit  au  moins  égal  à/?,  et  les  équa- 
tions résultant  de  l'élimination  contiennent  des  dérivées 
de  Tordre  k.  Soit,  en  particulier,  l'équation 

(3)  /(^,75  G],  Cs,  ...,C;„)  =  o; 

on  peut  éliminer  les  m  arbitraires  C| ,  C2  . . . ,  C^  entre 
l'cq-iation  doni  é^  et  celles  qu'on  en  déduit  en  la  différen- 
tiant  m  fois  de  suite  par  rapport  à  x;  on  arrive  à  une 
équation  différentielle  du  m*  ™®  ordre,  qui  est  identique- 
ment vérifiée  par  toutes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  à 
l'équation  (3). 

115.   Considérons  maintenant  l'équation  , 

(4)  *  A^yy,  -s,  Cl,  G2)  =  0, 

qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires  C|  et  C2  i  elle 
détermine  z  en  fonction  de  œ  et  dej>^,  que  nous  devrons 
regarder  comme  deux  variables  indépendantes.  Nous 
pourrons  encore  éliminer  C,  et  C2  à  l'aide  de  deux 
différentiations  :  nous  poserons,  suivant  l'usage, 

dz  dz 

dx^P'         'dy^'^' 

Difl'érentions  tour  à  tour  l'équation  (4)  par  rapport 
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à  :r  et  par  rapport  ky  :  nous  aurons 

df  df  df         df 

l'éHmination  de  C<  et  Cp  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (4)  donne 

(5)  F(a7,7,  z,/?,  ^)  =  o, 

c'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

On  pourrait,  par  le  même  procédé,  éliminer  un  plus 
grand  nombre  d'arbitraires  d'une  ou  plusieurs  équations 
renfermant  plusieurs  variables  indépendantes,  mais  il 
convient  de  dire  qu'on  obtiendrait  des  résultats  essen- 
tiellement différents  de  ceux  du  n"  114.  On  démontre, 
dans  le  Calcul  intégral,  que  les  systèmes  d'équations  (i) 
et  (a),  par  exemple,  sont  équivalents,  mais  il  n'en  est 
plus  de  même  pour  un  système  d'équations  à  plusieurs 
variables  indépendantes  et  celui  qu'on  en  déduit  par 
l'élimination  des  constantes  arbitraires.  Bornons-nous  à 
constater  le  fait  sur  un  exemple  :  soit  l'équation 

on  en  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  ^  et  à  >', 

/?  =  Cl,        q  =  C2; 
l'élimination  de  C\  et  C2  donne 
{5  bis)  z=ipx-\~qy] 

or,  on  vérifie  que  cette  équation  est  satisfaite  si  l'on  donne 
à  5  la  valeur  — ?  qui  ne  satisfait  pas  à  l'équation  (/(  bis)\ 
celle-ci  est  donc  moins  générale  que  l'équation  (5  bis), 

ÉLIMINATION    DE.i    FONCTIONS    ARBITRAIRES. 

116.  On  peut  avoir,  entre  deux  variables  indépen- 
dantes Xyy  et  une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables, 
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une  équation  qui  renferme  non  seulement  des  constantes 
arbitraires,  mais  même  des  fonctions  arbitraires  de  cer- 
taines quantités  variables  :  une  telle  équation  représetite, 
en  général,  un  nombre  infini  de  surfaces.  Nous  allons 
voir  comment  on  peut,  à  Taide  de  différentiations,  en 
déduire  une  autre  équation  qui  ne  dépende  plus  des 
fonctions  arbitraires  contenues  daqs  la  proposée. 

Le  cas  le  plus  simple,  qui  répond  à  la  question  résolue 
au  n^  83,  est  celui  où  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

a  étant  une  fonction  explicite  donnée  de  x^  y^  z  et  (f 
désignant  une  fonction  arbitraire  de  a.  Si  Ton  diffé- 
renlie  tour  à  tour  l'équation  (i)  par  rapport  à  a;  et  à ^, 
on  a 

df  df       df    ,,      /doL  doL\ 

Il  suffit  d'éliminer  (p(a)  et  <f'(a)  entre  ces  deux  équations 
et  l'équation  (i)  pour  obtenir  une  équation  renfermant 
Xjy,  z,  p  et  gr,  mais  indépendante  de  la  fonction  cp;  elle 
exprime  une  propriété  commune  aux  plans  tangents  à 
toutes  les  surfaces  du  groupe  (i). 

L'équalion  (i)  peut  se  ramener  à  un  type  plus  simple  : 
en  effet,  elle  détermine  <p(a)  en  fonction  de  x,  y^  z, 
soit 

P  étant  une  fonction  connue  de  x^  y,  z\  et  cette  der- 
nière relation  est  un  cas  particulier  de  l'équation  que 
nous  allons  considérer, 

(2)  4;(a,  P)  =  o, 

dans  laquelle  a  et  ^  sont  des  fonctions  connues  de  ^, y,  Zy 
et(j>  désigne  une  fonction  arbitraire  de  a  et  j3.  Les  surfaces 
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représentées  par  cette  équation  forment  une  famille  ca- 
ractérisée par  les  expressions  de  a  et  de  p.  L'équation  (2), 
différentiée  par  rapport  à  x^  puis  par  rapport  à^,  donne 


d^/d^  d%\      d^/dl 

da\dx      ^  dz)       d^\dx      ^ 

dfx\dy^^  dz]^  d^\dy^^  dzj 


o. 


Les  dérivées  partielles  -^  >  ^  satisfont  donc  à  deux  équa- 
tions du  premier  degré  dont  les  seconds  membres  sont 
nuls  ;  et  comme  elles  ne  sont  pas  elles-mêmes  constam- 
ment nulles,  le  dénominateur  commun  qui  figure  dans 
les  formules  générales  de  résolution  de  ces  équations 
doit  s'annuler,  ce  qui  donne  la  condition 

I  dfx  d7.\/d^         d^\      [dfi  daL\/d^         d^\ 

ou,  en  réduisant, 

(d%  dl  _d%  d^X         /d^  ^  __^  ^\ 
\dz  dy       dy  dzj^      \dx  dz       dz  dxj^ 

d%   d^__d%  d^ 
dy  dx       dx  dy 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles,  linéaire  et  du 
premier  ordre;  elle  est  indépendante  de  tj^,  tout  en  étant 
une  conséquence  de  l'équation  (2)  à  laquelle  elle  est 
équivalente,  comme  on  le  démontre  dans  le  Calcul 
intégral. 

117.  Considérons  maintenant  une  fonction  inconnue 
z  Ae  n  variables  indépendantes  x^,  X2,  . .  . ,  ^/^  et  soient 
a,  p,  . . . ,  )w  n  fonctions  connues  de  ;5,  ^i ,  ^2?  •  •  •  >  ^w  î 
on  donne  l'équation 

(3)     •  4.(a,  p,  ...,X)  =  o, 

dans  laquelle  if  désigne  une  fonction  arbitraire  de  a, 
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P,  .  .  . ,  X,  et  l'on  demande  d'en  déduire  une  équation 
indépendante  de  ^{^.  A  cet  effet,  nous  différentierons  tour 
à  tour  l'équation  (3)  par  rapport  à  x^,  ^2?  •  •  •  j  ^/i«  Si 
nous  posons 

dz  _  dz  _  <^^   _ 

d^,-P''       d^,-P^'        •••'       d^n"^!"' 

il  viendra 

d^  f  di  doL\  d^  /  d\  dk\ 

di\^i  ^^'  d-z)-^""^-d\\d^,  '^^'  ^y=^' 
••••••••••• '• > 

d^  (  d%  d%\  di/  (  dk  d).\  _ 

di\dr„'^^"7û)'^---'^dï\d^n'^^''di)~''- 


(4) 


d^  di 
dn  dz 

d^  d^ 
"^  d^  dz 

d^    doL 

d^    d^ 

Nous  devrions  exprimer  que  ces  équations  admettent 

pour-ir^>  "'^  ~w  d^s  valeurs  différentes  de  zéro;  mais, 

pour  reconnaître  la  forme  de  l'équation  qui  exprime 
cette  condition,  sans  m'appuyer  sur  le  calcul  des  déter- 
minants, je  remplacerai  les  n  équations  (4)  par  le  sys- 
tème suivant,  qui  leur  est  équivalent, 

« 

d^  d\ 
d\  dz 

d^   dl  ^_^ 

doL  dxi^    '    d-^  dxi     '  •  •  •  '    ^^  ^j.^       r'^      ~~    > 

• j 

^_rfa         d^    d^  ^,  ^  h- 

doL  dx,i        d^  dxn       '  "       dl  dxn      ^'*     ~~    ' 

Nous  avons  n  +  1   équations  homogènes  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  -3-?  ^^j  •«•  >  -v  et  h\  comme 

ces  quantités  ne  sont  pas  toutes  constamment  nulles,  le 
dénominateur  commun  qui  figure  dans  les  formules 
générales  de  résolution  doit  s'annuler.  Chacun,  des 
termes  de  ce  dénominateur  est  le  produit  de  n  -j-  i  coeffi- 
cients appartenant  tous  à  des  inconnues  différentes j  /?,, 
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yt>2î  •  •  •  y  figureront  linéairement  et  le  résultat  cherché 
sera  de  la  forme 

P^,  P2,  .. .,  Q  étant  des  fonctions  explicites  de  x^, 
X2,  .  . . ,  ^/,  et  z  :  on  a  encore  une  équation  linéaire  et 
du  premier  ordre  aux  dérivées  partielles. 

H8.  La  liaison  qui  existe  entre  plusieurs  variables 
indépendantes  et  une  fonction  de  ces  variables  peut 
dépendre  d'une  fonction  arbitraire  dans  des  conditions 
différentes  de  celles  que  nous  venons  d'étudier  et  con- 
duire à  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  ne  sera 
plus  linéaire.  Soient 

(5)  /[-^ïJK,  z,  a,  (p(a)]  =  o 

une  équation  entre  œ,  y,  z,  un  paramètre  a  et  une  fonc- 
tion arbitraire  <p  de  ce  paramètre  ;  posons  en  outre 

(6).  f=o. 

g  désignanl  la  dérivée  totale  de  /  par  rapport  à  a. 

L'équation  (6)  établit  une  relation  entre  a  et  x,  y,  z\ 
on  n'en  pourra  tirer  la  valeur  de  a  qu'en  particularisant 
la  fonction  cp,  mais  a  n'en  est  pas  moins,  d'une  manière 
générale,  une  fonction  de  x,  y,  z,  et  si  l'on  imagine 
qu'on  mette  cette  fonction  à  la  place  de  a  dans  l'équa- 
tion (5),  celle-ci  définira  une  valeur  de  z  qui  dépend  de 
la  forme  de  la  fonction  arbitraire  (p,  ou,  si  Ton  veut, 
elle  représentera  une  famille  de  surfaces  qui  se  distin- 
guent les  unes  des  autres  par  la  forme  de  (p. 

Cela  posé,  différentions  l'équation  (5)  en  regardant  a 
comme  fonction  de  x^  y^  z\  nous  aurons 

^f  df       df  (da  da\  _ 

dx  ^  "  dz        da\dx      ^  dzj~    "* 

df_  df       d£/da  da\  _ 

dy       ^  dz        da\dy       ^  dz)  ~    ' 
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En  vertu  de  l'équation  (6),  les  dernières  parties  de  ces 
équations  disparaissent  et,  entre  les  équations  réduites 
et  l'équation  (5),  on  peut  éliminer  a  et  <p(a)  *  Téquation 
résultante  est  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
mais,  en  général,  elle  n'est  plus  linéaire. 

Dans  le  cas  de  n  variables  indépendantes,  on  aurait, 
au  lieu  de  l'équation  (5),  une  équation  renfermant  n  —  i 
paramètres  et  une  fonction  arbitraire  de  ces  paramètres, 
et,  au  lieu  de  l'équation  (6),  les  n  —  i  équations  formées 
en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  la  première  par  rapport 
à  chacun  des  paramètres  qui  y  figurent. 

Comme  exemple,  considérons  les  deux  équations  à 
deux  variables  indépendantes 

(5  his)  (ar  — a)»-f-[j^  — cp(a)]»-f-^»  =  R«, 

(6  6w)  X  —  a-\-[y  —  <p(a)]<p'(a)  =  o-, 

en  Géométrie,  elles  représentent  l'enveloppe  d'une  sphère 
dont  le  centre  parcourt  une  ligne  arbitrairement  choisie 
dans  le  plan  des  xy.  Si  nous  différentions  partielle- 
ment l'équation  (5  bis)^  en  ayant  égard  à  la  suivante,  il 
viendra 

l'élimination  de  a  et  de  ?(«)  nous  donne 

H9.  On  peut  avoir  à  considérer  des  équations  plus 
générales  que  les  précédentes  et  renfermant  plusieurs 
fonctions  arbitraires;  il  est  toujours  possible,  en  pre- 
nant les  dérivées  partielles  jusqu'à  un  ordre  suffisam*- 
ment  élevé,  d'avoir  assez  d'équations  pour  éliminer  les 
fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  introduites  par 
les  différentiations  :  on  formera  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  d'ordre  supérieur.  Je  me  borne  à  donner 
deux  exemples  très  simples  de  cette  élimination. 
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Soit  d^abord  Téquation 

m  étant  une  constante^  cp  et  t{^  deux  fonctions  arbitraires. 
Si  l'on  difTérentie  deux  fois  par  rapport  kx  ou  deux  fois 
par  rapport  à  y^  on  trouve 

—  =  m5tp'(a7 -4- m^) -h  m«4/'(ar  —  m>^); 

Télimination  se  fait  immédiatement  et  donne  une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

Soit  maintenant  le  système  des  deux  équations 

aa:-4-^tp(a)H-  ^(a)  —  z  =o,         x  -^^ y  ^' (a) -i-' ^' (a)  =  o. 

Si  l'on  différentie  la  première  par  rapport  k  x  et  k  y, 
on  trouve,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

la  fonction  <j^  a  disparu,  et  rien  n'est  plus  facile  que  d'éli- 
miner aussi  a  :  on  trouve 

9  =  f(.p)      ou      g  =?(£); 

différentions  tour  à  tour  par  rapport  k  x  et  k  y  : 

d^z    __    ,        d^z  d^z  _  d^z 

dxdy  -'^^P^  diV         ^  ""^^P^d^y' 

L'élimination  de  ^'{p)  conduit  àréquation  non  linéaire 

d^z  d^z  _  ( _d^z  y 
dx^  dy^       \dxdyj 
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CHANGEMENT    DES    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

120.  Supposons  qu'ayant  à  considérer  dans  une  ex- 
pression quelconque  deux  variables  indépendantes  .r,  y, 

unefonctionw  de  ces  variables  et  les  dérivées  partielles^-, 

-7-»  -r-i>     •  •  ^  on  veuille  substituer  à  ^  et  à  y  deux.nou- 

velles  variables  indépendantes  Ç  et  t)  :  en  général,  x  ety 
seront  des  fonctions  données  de  Ç  et  de  t)  et  on  n'aura 
qu'à  les  remplacer  par  leurs  valeurs;  mais  il  faut  voir 
comment  on  exprimera  les  anciennes  dérivées  partielles 
de  u  au  moyen  de  ses  dérivées  relatives  à  Ç  et  à  rj. 

Si,  dans  la  valeur  de  u  en  fonction  de  x  et  y,  on  rem- 
place X  et  j^  par  leurs  valeurs  en  Ç  et  t),  u  deviendra 
une  fonction  de  ces  dernières  variables  et  l'on  pourra 
former  ses  dérivées  partielles  à  l'aide  du  théorème  des 
fonctions  composées  : 

/   du  __  du  dx        du  dy 

\'d^~di~d\"^d^'d\'' 

I  du  _  du  dx       du  dy 
\   dr\   ~"  dx  dr\         dy  dr\ 

d^u  _  d^u  /dx\^  d^u    dx  dy 

^^  d^\dl)  '^'^d^  ~^  d^ 

d^u  /dy\^       du  d^x       du  d^y 
'^'dP\dl)  '^d^'d^'^'^'d^'    , 

On  connaît  -tt»  -i->  •••  en  fonction  de  Ç  et  71,  et  les 

d\     dr\  ->      .  M 

équations  (i),  qui  sont  du  premier  degré  c^i  ^'  rr-^ 
-T-Y>  •  •  •  >  permettent  de  calculer  ces  dérivées  en  fonction 

de  -j^>  ^j     .. .  Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'analyse 

précédente  s'étend  au  cas  où  il  y  a  plus  de  deux  variables 
indépendantes. 
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121.  On  peut  quelquefois  suivre  avec  avantage  une 
voie  différente  :  supposons  u  exprimé  au  moyen  de  Ç, 
7i,  et  remplaçons  ces  variables  par  leurs  valeurs  en  x 
ety;  u  redevient  une  fonction  de  x  et^,  et  Ton  a 


I  du 
dx 

du 
dy 


du  d\        du  dr\ 


d\  dx        dxi  dx 

du   d^        du  dr\ 
dri  dy 


d^   dy 
d^u  _  d^  /d^u  dl 


dx^  ~~  dx\d^* 


d^u    dr\ 


dx        d\dr\  dx 


) 


(a) 


du 


( 


dx  d^ 


dx  dr\ 


d^     dx  d-r\     dx 

dy\  /  d'^u    d\        d^u  dr^\ 
dx  \d^dr\  dx        dy\^  dx ) 


'  d^ 
du  [       dx  d^ 


d  — 
dx  dr\ 

dri  \    d^     dx  ~^     dr\     dx 


mais  il  faut,  pour  l'objet  qu'on  se  propose,  que^>  ^9  •••« 

soient  exprimés  en  fonction  de  Ç  et  de  t). 

Admettons,  par  exemple,  que  ^r  et  ^  désignent  des 
coordonnées  rectangulaires  et  qu'on  veuille  leur  sub- 
stituer des  coordonnées  polaires  ;  on  a 

a?  =  rcos6,         ^  =  rsin6, 

et  ces  formules  de  transformation  conviendraient  à  l'em-^ 
ploi  des  équations  (i);  mais  on  a  aussi 


/x^ 


v2,         0  =  arc  tang— ^ 

X 


d'où 


dr  X  a  ^^         '    a 

-7-  =  z  =  cosO,         -,-  =  sinO, 

dx        ^/^npp  dy 


dx 


sin6 


û?Ô  _  cosO 
dy  "^     r 
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On  peut  appliquer  les  formules  (2)  et  l'on  trouve 

du  _       ti  ^^       ^^^^  ^^ 
dx  ~"  dr  r     d^ 

du  _    .    u  ^^       cosO  du 
dy  "  dr  r      d^ 

d*u  ^       j.  ûf*M       sin'26    d^u        sin*ô  d^u 
^ii  ""  ^^        rfr^  ~  dr^  "*"  "r^  "Se» 

sin'Ô  du       sintîO  du 
r      dr  r'       d^ 

d^u  .    ^        A  /c?*w        i  du         i    d^u\ 


dxdy 


COS26  t  d^u         1  du\ 
~  \drdè  ■""  r  "56/ 


=  sm^ô 


dy^  dr^  r      drd^  r»      c?6« 

€08*6  rfu        sinaô  du 
r       dr  r^       d^ 

De  ces  relations  on  lire  deux  formules  importantes  : 

\dx)   '^\d^)    ^\dr)   '^  r^\d^)   ' 

d^u        d^u        d^u         1    d^u        i  du 
dx^        dy^        dr^        r*    <iÔ*        r  dr 

122.  Il  peut  arriver  qu'on  garde  une  des  variables 
indépendantes  primitives,  x  par  exemple,  et  que  les 
autres  variables  indépendantes  soient  seules  changées; 
ainsi  on  a  d'abord  x  ei  y  et  l'on  prend  ensuite  x  et  une 
variable  ç  qui  est  donnée  en  fonction  de  .r  et  de  y.  Il 
est  essentiel  de  remarquer  que  la  dérivée  partielle  de  u 
par  rapport  à  x  n'a  pas  la  même  valeur  dans  les  deux 
cas  ;  si  on  représente  les  dérivées  partielles  par  la  lettre  d 
quand  les  variables  indépendantes  sont  x  et^,  et  par  la 
lettre  d  quand  ce  sont  x  et  Ç,  on  a 

du  _  du       ()u  d^ 
dx  ~  ôx        d\  dx 
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Le  mot  de  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  n'a  de 
sens  précis  que  si  Ton  indique  les  quantités  qui  restent 
constantes  quand  on  fait  varier  x. 

La  Géométrie  donne  une  représentation  bien  claire 

de  -T-  et  de  -r-;  imaginons  que  u  représente  l'ordonnée 
d'un  point  quelconque  M  d'une  surface,  dont  la  projec- 
tion %\xvOxy  a  pour  coordonnées  ^et^  :  ^— est  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  en  M  à  la  section  faite 
dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  ux\ 

-T-  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe 

suivant  laquelle  se  projette,  sur  le  plan  des  ux^  l'inter- 
section de  la  surface  avec  le  cylindre  lieu  des  points  pour 
lesquels  \  est  constant. 

CHANGEMENT    SIMULTANÉ    DE    LA    FONCTION 
ET    DES    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

123.  Dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes  placés 
au  début  du  n®  120,  on  peut  se  proposer  de  changer  à 
la  fois  toutes  les  variables  :  à  x^  y,  u  on  substituera  des 
variables  Ç,  ^,  u  telles  qu'on  ait 

(3)     ir=<p($,  7),  u),        y  =  ^{\y  -r\y  ^),         w  =  X(?»^»'^)» 

et  l'on  regardera  u   comme  fonction  de  Ç  et  de  r,  ;  il 

,      .,   ,,  .  du    d^u  ,     d'j    d^M 

s  agit  d  exprimer:^,  ^^,  ...  au  moyen  de^^,^,..- 

Puisque  u  est  une  fonction  de  Ç  et  t),  on  tirera  des 
équations  (3) 

dx         d^         e/cp  dj  dy       d^       d^  dj 


dl     "  d^    ~^  dj  d^'         d'^"  di      ■  dj  d^' 

du  _  dy        dy  dj 
Ï/tj        dr^     f   d'j  dr^ 


•    •••••••••••••••••a — - —     — I —    —      -      , 


2 


d^x  __  c?*<p 

Sturm.  —  An,^  1.  8 


^»y    dM        d^^  (^\^       ^  ^l1 
d[dj  d^  "^  'dj^  \dl)  "^  dû  ^' 
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Il  suffit  de  remplacer  les  premiers  membres  de  ces 
identités  par  leurs  valeurs  dans  les  relations  (i),  n®  120, 
pour  obtenir  des  équations  susceptibles  de  déterminer 
nos  inconnues.  Les  calculs  faits  d'une  manière  générale 
seront  très  longs,  mais  on  peut  les  abréger  dans  les  cas 
particuliers,  en  traitant  directement  la  question  par  une 
méthode  semblable  à  celles  que  nous  avons  exposées. 

EXERCICES. 

I**  Etant  donnée  l'équation  générale  d'une  parabole 

en  déduire  une  équation  indépendante  de  «,  h^  /?,  ç. 
Solution.  —  En  différentiant  deux  fois  de  suite,  on  a 


et  l'on  différentiera  encore  deux  fois. 

du         du 


P' 


2° 


Que  devient  l'expression  ^'j-.—'Xrr-  quand  on  substitue  à 
X  Qi  y  les  variables  r  et  6,  telles  qu'on  ait 

j7  =  rco8Ô,        j==r8in6? 
Solution  : 

du 

de' 

3**  Éliminer  les  fonctions  cp  et  ij^  de  l'équation 

z  =  x^(z)'hj^(z). 


Solution  : 


.d^z  d^z  ^d^z 


4**  Éliminer  les  fonctions  cp  et  ij^  de  l'équation 

z  =  cp(«j7  H-  bj)  ^(ax  —  bx). 


Solution  : 


'i'Ê.-p')-"i'P-^'y 


«.      ■' 


'4 


i 
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NEUVIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  ANALYTIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  DES  FONCTIONS  D'UNE 

SEULE  VARIABLE. 


Démonstration  de  la  formule  de  Taylor.  —  Autres  formes  du  reste. 
—  Remarque  sur  la  série  de  Taylpr.  —  Série  de  IVfaclaurin.  —  Re- 
marque sur  la  série  de  Maclaurin.  —  Seconde  démonstration  de  la 

série  de  Taylor.  ^  »  ,• 

'   .  1        -    -^'■ 


DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DE  TAYLOR. 

124.  On  a  VU,  dans  V Algèbre  élémentaire,  que,  si 
l'on  désigne  par/(:2;)  une  fonction  entière  et  de  degré  n 
de  x^  on  peut  développer  f{x  -{-  h)  en  une  suite  or- 
donnée suivant  les  puissances  entières  de  l'accroisse- 
ment A,  et  qu'on  a  la  formule 

cette  suite  se  termine  d'elle-même  à  son  n  + 1  ''"'^  terme  : 
les  termes  qu'on  obtiendrait  après  celui-là  en  suivant  la 
loi  de  formation  du  développement  seraient  nuls;  en 
effet,  /"(x)  est  une  constante,  et  les  dérivées  suivantes 
de /[x)  sont  nulles. 

Quand  /(x)  ne  désigne  plus  une  fonction  entière  et 
du  degré  /i,  il  suffit  évidemment  d'ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  (i)  un  terme  complémentaire  con- 
venable, R„,  pour  le  rendre  égal  à  /(x  -h  h);  la  ques- 


ii8  COURS  d'analyse. 

calculerons  f'(5)  :  on  trouve 


Ll^.../!"^  ^     ^  1.2. ..(/l  —  l)-^      ^     ^J 


(/i-+-i)A 


1.2.  .  ./l 


tous  les  termes  se  détruisent  à  l'exception  de  deux,  et  il 
reste 

1  •  ^  •   •   •  f  C' 

Si  f"'^^{^')  est  fini  et  déterminé  pour  les  valeurs  de 
z  comprises  entre  x  et  X,  il  en  sera  de  même  pour  y'(^), 
et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  ^'{z)  s'annulera  pour 
une  valeur  z^  comprise  entre  ^  et  X  ou  a: -f- A;  cette 
valeur  pourra  être  représentée  par  ;r  +  OA,  0  étant  une 
quantité  inconnue  a  priori,  mais  comprise  entre  zéro  et 
l'unité.  Gomme  z^  est  différent  de  X,  on  aura 

(/i-hi)A— /«+i(a:-}-ÔA)  =  o,        A  =  — L-//»-»-i(a:H-ÔA> 

Tl  ~\~  I 

et,  par  suite, 

(4)  {    =/(^)+7/'(^)+r^/'(^)+--' 

H fn(x)  H ^- -,/«■+-«  (x  -f-  ÔA). 

1.2.  ../l*^      ^      ^  1.2.  .  .(/l-f-l)*'  ^  ^ 

C'est  Lagrange  qui  a  mis  sous  la  forme  (3)  le  terme 
complémentaire  ou  reste  de  la  formule  de  Taylor;  h 
peut  être  positif  ou  négatif;  à  l'égard  de  la  fonction /(  5), 
on  s'inquiétera  seulement  de  savoir  si  sa  dérivée /i  + 1  **"*' 
est  finie  et  déterminée  dans  l'intervalle  de  x  k  x  ^  h'y. 
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il  en  résultera  d'ailleurs  que  f{z)  et  ses  n  premières  dé- 
rivées seront  finies  et  continues. 


AUTRES    FORMES    DU    RESTE. 


127.  On  peut  déduire  du  résultat  précédent  une  se- 
conde expression  du  terme  complémentaire  R„  qu'il  est 
quelquefois  utile  de  considérer.  Si  nous  arrêtons  le  dé- 
veloppement de  f{x  -f-  h)  au  /i*^*"®  terme,  nous  aurons, 
comme  dans  la  formule  (4), 

f{x  -h  h)  =/(ar)  -+-  hf\x)-^. . . 

Y«-U^)-f-  — -/«(:r-+-e/i), 


I.2...(/l — l)  1.2. ../l" 

6  étant  toujours  compris  entre  o  et  i ,  mais  n'ayant 
plus  la  même  valeur  que  lorsqu'on  prend  n  -h  i  termes 
de  la  suite.   Ajoutons   et  retranchons   dans  le  second 

membre  — -^ /"(x);  nous  aurons  les  /i -i-  i  premiers 

termes  de  la  formule  de  Tajlor,  et  le  terme  complémen- 
taire sera 

cette  expression  suppose  seulement  que  /"(z)  soit  finie 
et  bien  déterminée  quand  z  varie  de  x  à  x-{-h',  mais 
/"'^^  (z)  n'est  plus  assujetti  à  aucune  condition. 

Nous  pourrons  obtenir  plusieurs  expressions  de  R« 
en  suivant  mot  à  mot  la  méthode  du  n°  426,  sauf  une 
légère  modification  au  point  de  départ  :  elle  consiste  à 

écrire  R„  sous  la  forme >  B  étant   un  nombre  à 

I.  2.  .  ./l 

déterminer,  p  l'un  des  entiers  i ,  2,  3,  . . .,  /i  4-  i  choisi 
arbitrairement.* Au  lieu  de  l'identité  (2),  nous  aurons 

/(X)-/(^)-(X~a;)/'(^)-... 

1.2. .  .Al  "^    ;  1.2. .  ./i 


120  COURS    d'analyse. 

La  fonction  de  la  variable  z  que  nous  introduirons  sera 

^{z)  =/(X)  -f(z)^^^f\z)-, . . 

(\  —  zY  (X  —  zV 

1.1, .  .n y  I.2.../Î 

elle  s'annule  pour  ^  =  ^  et  pour  ^  =  X;  sa  dérivée,  qui 
se  réduit  à 

I  •  2  •  •  •fi' 

s'annulera  pour  une  valeur  de  z  que  nous  pourrons  en- 
core représenter  par  .r-}-OA,  0  étant  toujours  compris 
entre  o  et  i,  mais  n'ayant  pas  la  même  valeur  que  dans 
les  résultats  précédents;  on  aura  donc 

=  (i  —  Ô)«-P+»  A«-p-»-i/«-Hi(ir  -4-  e  A) 
et  enfin 

\   *    2ê  ,    •    mit'  • // 

On  aura  diverses  expressions  de  R„  suivant  la  valeur 
qu'on  aura  prise  pour/?  :  si  l'on  fait/?  =i  /i-f-  i,  on  re- 
trouve l'expression  (3),  donnée  par  Lagrange  ;  pour 
p  =  I,  on  obtient  une  formule  due  à  Gauchy  : 

(7)        ^^^=  t  o^r'  ^(i-e)V"^»(^  +  eA)    (*). 

B.EMARQOES    SUR    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR. 

128.  Quand  f{x)  ne  désigne  pas  une  fonction  entière 
de  x^  on  peut  prolonger  indéfiniment  la  suite  de  Taylor, 
qui  devient  une  série;  pour  que  cette  série  ait  pour 
somme  f{^x-\-  A),  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
est  évidemment  que  R/^  tende  vers  zéVo  pour  n  infini; 
cette  circonstance  entraîne  la  convergence  de  la  série  de 

(*)  Celte  élégante  méthode  de  démonstration  est  due  à  M.  Rouché. 
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Taylor;  le  terme  complémentaire  R/i  est  alprs  le  reste 
de  la  série. 

Quand  le  (n  -h  i)^^"*«  terme  de  la  formule  pour  le  déve- 
loppement de  /{x  -H  h)  n'est  pas  nul,  on  peut  toujours 
prendre  h  assez  petit  pour  que  le  terme  considéré  soit,  en 
valeur  absolue,  plus  grand  que  le  terme  complémen- 
•taire  R,i  :  il  suffit  que  Ton  ait  (3)  en  valeur  absolue, 


1,1.,.  n'^  i.2...(/i-l-i) 

d'où 

il  est  possible  de  satisfaire  à  cette  inégalité  par  une  va- 
leur finie  de  h  si /'*(j:)  est  différent  de  zéro,  et /''+*( «) 
fini  dans  Fintérvalle  x  k  x  -h  h. 

On  voit  même  que  le  rapport  de  R/j  au  terme  en  A'* 
où  Ton  arrête  la  série  tend  vers  zéro  avec. A. 

SÉRIE    DE    MACLAURIN. 

129.  Si  Ton  fait  x  =  o  dans  l'équation  (4),  et  dans 
•celles  qu'on  obtiendrait  en  substituant  les  expressions(5) 
-et  (7)  de  R/,,  et  si  l'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la 
lettre  x^  on  obtiendra  les  formules  • 


.r» 


/(^)=/(o)  +  :r/{o)^— r(o)-4-... 

I .  ^ 


*"  '      ..   .  ":"'*'' 


1.2.3...»  t.2.i...[n-hi) 


X» 


<8) 


[/(*)  =/(o)  +  x/(o)  +  — /"(o)  +  . . . 


*"     /(.)(o)+_^_^w(ex)-/(";(o)], 


I.2.3.../I  I.2.3.../Î 

/(x)  =/(o)  +  */'(o)  +  -j^/'Cc) 


a:" 


,/w(o)  +  f!l!il-JLVc"+')(ôx). 


i.a.3. • .w  1.2.3, . .« 


« 

122  COURS    d'AÏIALYSE. 

On  développe  ainsi  une  fonction  quelconque  de  x  en 
une  suite  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  a^,  pourvu  que  la  fonction  dérivée 
de  l'ordre  /i  -f-i  ou  celle  de  Tordre  n  de/(x')  reste  finie 
et  déterminée  pour  les  valeurs  de  la  variable  oc'  com- 
prises entre  o  et  x. 

Si,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  Tune  des  expressions 


1.2.3..   (/î  H-  l)  I.2.3.../I 

ou 

f— il — Il /(«+')  (ex) 

I  .2    3.  .  ./t 

tend  vers  o,  du  moins  lorsque  x  est  au-dessous  d'une 
certaine  limite,  la  série 

/(0)+x/'(0)  +  ^/"(0)  +  -j-|^/''(0)+... 

indéfiniment  prolongée  sera  convergente,  et,  en  outre, 
aura  pour  somme  f  [x).  On  a  dans  ce  cas 


x'    .  x^ 


/(x)=/(o)+x/'(o)+— /''(o)  +  ^-^/-(o)  +  .... 

Cette  dernière  formule  est  celle  de  Maclaurin,  Si 
elle-  était  démontrée  avant  la  formule  de  4?aylor,  on 
pourrait  en  déduire  celle-ci,  en  considérant  y  (x  H- A) 
comme  une  fonction  de  h  à  développer  suivant  les  puis- 
sances de  h  par  Tune  des  formules  (lo). 

REMARQUES    SUR   LA    FORMULE    DE    MACLAURIN. 

130.  La  fonction  y  (.r)  ne  peut  pas  être  développée  sui- 
vant les  puissances  de  x  par  la  formule  de  Maclaurin, 
quand  cette  fonction  ou  Tune  de  ses  dérivées  devient  in- 
finie ou  discontinue  pour  x  =^  o.  Mais  on  peut  alors  la 
développer  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  changeant 
dans  la  formule  deTaylor  (6)  x  en  a  et  A  en  x  —  a^  ce 
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qui  donne 

(9)      \  1.2         •/     ^      ^  I.'2.3.../l'^  ^ 


+  ...=:=  O. 


1.2.3.  .  .(/l  -h  l)' 

La  seule  condition  à  laquelle  la  valeur  a  soit  assujettie  est 
quey^''+*^(^)  reste  finie  et  déterminée  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  depuis  a  jusqu^à  oc;  la  série  sera  d^autant 
plus  convergente  que  la  difTérence  x  —  a  sera  plus  petite. 

131.  La  fonction /(;r)  ne  peut  être  développée  en  une 
série  convergente  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  x  autrement  que  par  la  formule 
de  Maclaurin  ;  car  supposons  cet  autre  développement  en 
série  convergente, 

/(x)  =  A  4-  Bx  4-  Cx>  -h  DaH»  -h  .  . . , 

on  en  conclut 

[A-/(o)]H-[B-/'{o)]x+[c-:Ç^]x» 

En  faisant  x  =  o,  Tégalité  précédente  se  réduira  à 
A  =y(o).  Divisant  par  x  et  faisant  de  nouveau  x  =  o, 

on  aura  B  =/'  (o).  On  obtiendra  de  même  C  =  — ^ — \ 

I  •  2 

et  ainsi  de  suite. 

De  même  la  formule  de  Taylor  donne  le  seul  dévelop- 
pement possible  de  f[x  +  h)  suivant  les  puissances  en- 
tières de  h. 

132.  Il  ne  faut  pas  croire  que  la  série  indéfinie  de 

Maclaurin,  quand  elle  est  convergente,  ait  toujours  pour 

sommey  (j:)  ^  la  somme  de  ses  termes  peut  converger  vers 

une  limite  différente  de  f[x).   Par  exemple,  la  fonc- 
I 

tîon  e  **  devient  nulle  ainsi  que  toutes  ses  dérivées 
pour  j:  =  o^  tous  les  termes  de  la  série  de  Maclaurin 


1^4  cotRS  d'analyse, 

appliquée  h  cette  fonction  sont  donc  nuls,  et  cependant 
la  fonction  n'est  pas  nulle.  Si  (p  (x)  est  une  fonction  dé- 
veloppable  par  la  formule  de  Maclauriu,  et  qu'on  pose 


/(x)  =  ff(x)-+'e 


X* 


la  fonction^ (x),  développée  par  la  même  formule,  don- 
nera lieu  à  une  série  convergente,  mais  qui  aura  pour 
somme  ç  (x)  et  non  pas  la  fonction  développée  y  (a:). 

L'égalité  d'une  fonction  y  (x)  à  la  série  de  Maclaurin 
prolongée  à  l'infini  n'a  lieu  que  dans  le  cas  où  le  reste 
qu'il  faut  ajouter  à  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  de  cette  série,  pour  avoir  la  valeur  exacte  def[x)^ 
devient  plus  petit  que  toute  quantité  donnée  quand  le 
nombre  des  termes  croit  jusqu'à  l'infini. 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  à  la  série  de  Taylor. 

AUTRE    DÉMONSTRATION    DE    LA    SÉRIE   DE  TAYLOR. 

133.  Soient  m  la  plus  petite  et  M  la  plus  grande  va- 
leur dey^""*"*^  (jc),  lorsque  x  croit  depuis  Xq  jusqu'à  X. 
Si  a  +  A  est  une  quantité  comprise  entre  Xo  et  X,  on  aura 

/ (n+i)  (^a -h h)  — /w>o. 

Mais  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  la  dérivée 
par  rapport  à  h  de  la  fonction 

donc  cette  fonction  croit  avec  A,  et  comme  elle  est  nulle 
pour  A  =  o,  on  aura  pour  A  >  o 

/  (»)  (a  -h  h)  — /(»)  (fl)  —  ^/w  >  o. 

Maintenant  le  premier  membre  de  cette  nouvelle  iné- 
galité est  la  dérivée  par  rapport  à  h  de  la  fonction 
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donc  cette  dernière  fonction  est  croissante  avec  a,  et 
comme  elle  s'annule  en  même  temps  que  A,  on  aura 
pour  A  ;>  o 

/(i-O  (a  -t-  ^)  —/(—«)(«)  —  ^/(»)  (a)  —  ^  >  o. 

I  .2 

On  aura  de  même 

/•(.-0(« -h  A)-«/(»-a)(«)-^/(«-)(«)-. il/(«)(rt)- i!^  >0, 

/•(--»)  (fl  +  A)  -/(— )  («)-*/  (-»  («)-... ^^  >  o, 

I  •  2  •  O  •  tL 


et  enfin 

/(»)  (a ) .  m>o. 

1.2.  ../I  I  .2.  .  .(/2 -4-  l) 

On  trouvera  de  même 

f /("'(«) ^^7 rM<o. 

\  I.2...W  ^     '         I.2...(/H-l)         ^ 

On  conclut  de  ces  deux  inégalités 

/(«  +  A)  =r[a)  +  hf'{a)  +  -^/"(«)  + . . . 

1.2 


I  .2.  .  ./I 


SX  est  une  quantité  comprise  entre ^  m  et 

1.2.  •  •^/l  ~T~  ly 

T  M;  par  conséquent  on  peut  la  représen- 
ter par  '  ,  ^"7l^.^  /^"^'^  (^  +  ^'^)>  «i  /^"^'X^)  reste 
fini  î  et  continue-  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 


ii4  COURS  d'analyse. 

Il  suffit  de  remplacer  les  premiers  membres  de  ces 
identités  par  leurs  valeurs  dans  les  relations  (i),  n**  120, 
pour  obtenir  des  équations  susceptibles  de  déterminer 
nos  inconnues.  Les  calculs  faits  d'une  manière  générale 
seront  très  longs,  mais  on  peut  les  abréger  dans  les  cas 
particuliers,  en  traitant  directement  la  question  par  une 
méthode  semblable  à  celles  que  nous  avons  exposées. 

EXERCICES. 

I**  Etant  donnée  l'équation  générale  d'une  parabole 

en  déduire  une  équation  indépendante  de  ^,  ^,  />,  q. 
Solution.  —  En  différentiant  deux  fois  de  suite,  on  a 


et  l'on  différentiera  encore  deux  fois. 


p' 


2°  Que  devient  l'expression  a:-^ j--t-  quand  on  substitue  à 

xeijr  les  variables  r  et  6,  telles  qu'on  ait 

j;  =  rcos6,        j  =  rsin6? 
Solution  : 

du 

de' 
3*  Éliminer  les  fonctions  <p  et  ^  de  l'équation 


Solution  : 


^d^z  d^z  ,d*z 


4**  Éliminer  les  fonctions  çp  et  i]^  de  l'équation 

z  =  cp(rtJ7  H-  hy)  4'(«J  —  hx). 


Solution  : 


"{'^•-p')'-"i'^-')- 


4 
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ÂPPUCATIONS  ANALYTIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  DES  FONCTIONS  D'UNE 

SEULE  VARIABLE. 


Démonstration  de  la  formule  de  Taylor.  —  Autres  formes  du  reste. 
—  Remarque  sur  la  série  de  Taylor.  —  Série  de  Maclaurin.  —  Re- 
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série  .de  Taylor. 

4 


•1 


.    4 


DÉMONSTRATION    DE    LA    FORMULE    DE    TAYLOR. 

124.  On  a  VU,  dans  V Algèbre  élémentaire,  que,  si 
l'on  désigne  par/'(^)  une  fonction  entière  et  de  degré /i 
de  Xj  on  peut  développer  /{x  -{-  h)  en  une  suite  or- 
donnée ^suivant  les  puissances  entières  de  l'accroisse- 
ment A,  et  qu'on  a  la  formule 

f{x-^h)=f(x)-^hf\x) 

celte  suite  se  termine  d'elle-même  à  son  n  + 1  ^"^""^  terme  : 
les  termes  qu'on  obtiendrait  après  celui-là  en  suivant  la 
loi  de  formation  du  développement  seraient  nuls;  en 
effet,  /"(x)  est  une  constante,  et  les  dérivées  suivantes 
de  y(;r)  sont  nulles. 

Quand  f{x)  ne  désigne  plus  une  fonction  entière  et 
du  degré  n,  il  suffit  évidemment  d'ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  (i)  un  terme  complémentaire  con- 
venable, R„,  pour  le  rendre  égal  à  f(x  -+-  h);  la  ques- 
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lion  est  d'obtenir  une  expression  simple  de  R,|.  Pour  y 
parvenir,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  suivant. 

125.  Lemme,  —  Soit  ¥{z)  une  fonction  de  z  qui 
s'annule  pour  deux  valeurs,  a  et  6,  de  ^,  et  qui  admet 
une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  F'(z)  pour  toutes 
les  valeurs  de  z  comprises  entre  a  et  b\  il  y  a  toujours 
au  moins  une  valeur  de  z  comprise  dans  le  même  inter- 
valle, pour  laquelle  F'(^)  s'annule. 

Puisque,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
a  et  by  F(^)  a  une  dérivée  finie  et  déterminée,  elle  est 
elle-même  continue;  si  elle  était  constamment  nulle, 
¥'{z)\e  serait  aussi,  et  il  y  aurait  une  infinifcé  de  valeurs 
de  3  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Supposons  donc 
que,  z  variant  dans  l'intervalle  a,  b,  F(3)  prenne  des 
valeurs  différentes  de  zéro,  positives  par  exemple  :  il  y 
aura  forcément  au  moins  une  valeur  z^  de  z^  comprise 
entre  a  et  6,  pour  laquelle  F(^)  aura  une  valeur  plus 
grande  que  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre  ^j  —  e 
et  -:?|  +  e,  e  étant  suffisamment  petit;  si  donc  h  est  com- 
pris entre  o  et  e,  on  aura 

1  nous  faisons  tendre  h  vers  zéro,  — ^ j ^ 

'  h 

tendra,  d'après  l'hypothèse,  vers  une  limite  déterminée 
qui  sera  F'(^i);  en  vertu  de  la  seconde  inégalité,  cette 

T  •  /  •  11  1  A  ¥{zx — h)  —  F(^i) 
limite  sera  négative  ou  nulle  ;  de  même -^-r — ^^ — - 

aura  aussi  pour  limite  F'(:;<);  mais,  d'après  la  der- 
nière inégalité,  cette  limite  doit  être  positive  ou  nulle  : 
il  faut  donc  que  F'(Z|)  soit  nul,  et  le  théorème  est 
démontré. 

Cette  démonstration,  due  à  M.  Bonnet,  met  hors  de 
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doule  un  des  points  fondamentaux  de  l'Analyse;  elle 
exige  seulement  que  F'(^)  soit  finie  et  déterminée  sans 
qu'on  ait  à  se  préoccuper  de  sa  continuité,  ni  même  de 
son  existence  pour  z  =  a  et  z  =  6.  Il  faut  d'ailleurs  re- 
marquer que  la  valeur  ^<,  dont  l'existence  a  été  établie, 
est  distincte  de  a  et  de  b, 

126.    Cela  posé,  représentons  par  le  terme 

complémentaire  R«  de  la  formule  de  Taylor;  on  aura 

/(a.+  A)_/(^)>-A/'(^)_... 


1.2.  ../t  1.9...  .Al 

Nous  poserons 

a:-hA  =  X,         d'où         A  =  X  —  x, 

et  l'identité  précédente  deviendra 

(/(X)-/(^)-^^/'(^)-... 

_(X-x)« A (x_a:)«-^i  =  o. 

\  1.2... 71*''  1.2.  ..Al 

Nous  supposons  que  ^  et  A  et,  par  suite,  X  soient  des 
quantités  fixes  données;  A  est  alors  un  nombre,  propre 
à  vérifier  l'identité  (  a  ).  Soient,  au  contraire,  z  une  quan- 
tité variable  et  f{z)  une  fonction  définie  de  la  manière 
suivante  : 

1  1  .  ^ 

—  - ^^/""(z) — (Z-^)«H-i; 

1.2.  .  .n  '^  '  1.2.  .  .71  ^  ' 

^{z)  s'annule  évidemment  pour  2  =  X;  elle  s'annule 
aussi  pour  z=ix,  car  alors  elle  devient  égale  au  pre- 
mier membre  de  l'identité  (2);  nous  pouvons  essayer  de 
lui  appliquer  le  lemme  du  n°  125,  et,  pour  cela,  nous 
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d'après  ce  que  Ton  a  déjà  démontré  (134),  oq  peut  donc 
écrire,  quel  que  soit  Xj 

COS  J:  =  I 1 5— r ô    /    er    ^   -f  .  .  . 

1.2  1.2.0.4  I.2.0.4*5'0 


FORMULE    DU    BINÔME    POUR    VN    EXPOSANT   QUELCONQUE. 

138.  Proposons-nous  de  développer  (a  H-  i)"*,  m  étant 
quelconque.  On  a,  en  posant-  =0:, 

(«H-  b)'^  =z[a{i  -h  x)Y  =  a'"(i  -f- ^)'". 

La    question   étant  ramenée   à  développer  (  i -H  x)"*, 
soit 

on  aura 

/  (x)  =  m  (1  -4-  ^p)—,     r'{x)  =  m  (w  -  1)  (i  -f-  x)'-\  .  .  . , 
/(")  (x)  =  m{m  —  i).  .  .{m — n  -4-  i)(i  -f- jt)*"-", 
/(«-*-')  (0jr)  z=ni(m  •—  i)..  .(w  — /i)(i  -f-  ôa:)'"-"-'.  .., 

et,  par  suite, 

#  X  m  (m  —  i) 

(I  +  Jrr  =  I  -f-  ffix  H X 

^  '  1.2 


2 


772  (  /»  I  ) .  .  ,(m  —  /i  -f- 1  ) 

1.2.3.../? 

I  .2.0  .  .  .(/2  -f-  ij 


m— f*— I 


139.  Supposons  d'abord  que  Ton  ait  a:  ^  i,  eu  valeur 
absolue^  je  dis  que,  dans  ce  cas,  la  série  sera  diver- 
gente. En  effet,  on  a  pour  l'expression  de  deux  termes 
consécutifs  : 

m  (m  —  I ) .  .  .(n?  —  p  -f- 1  ) 

1.2.3.../? 


"/.-H.  =^  — 7^r-^ — r^ •  •^^ 


m  (m  —  i) .  .  .  (///  —  p  -h  2) 

fl       ;^;     ^ 1 î L    J^P"  I  . 

^  i  .2  3, ,  ,{p  —  0  ' 
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il  en  résultera  d'ailleurs  que  f{z)  et  ses  n  premières  dé- 
rivées seront  finies  et  continues. 


AUTRES    FORMES    DU    RESTE. 

127.  On  peut  déduire  du  résultat  précédent  une  se- 
conde expression  du  terme  complémentaire  R,,  qu'il  est 
quelquefois  utile  de  considérer.  Si  nous  arrêtons  le  dé- 
veloppement de  f{x  -4-  h)  au  /i**^™*  terme,  nous  aurons, 
comme  dans  la  formule  (4), 

f{x  -H  h)  =f{x)  -+-  hf'{x)  H- . . . 

hn—\  /,/* 

1.2.  ..(n—l)^  ^      ^  1.2. ..Al*^      ^  ^' 

6  étant  toujours  compris  entre  o  et  i ,  mais  n'ayant 
plus  la  même  valeur  que  lorsqu'on  prend  n  -H  i  termes 
de  la  suite.   Ajoutons  et  retranchons   dans  le  second 

membre  — ; f'^{^)'t  i^ous  aurons  les  /i  4-  i  premiers 

termes  de  la  formule  de  Taylor,  et  le  terme  complémen- 
taire sera 

cette  expression  suppose  seulement  que/*"  (5)  soit  finie 
et  bien  déterminée  quand  z  varie  de  x  à  x-^-h]  mais 
f'^'^^  {z)  n'est  plus  assujetti  à  aucune  condition. 

Nous  pourrons  obtenir  plusieurs  expressions  de  R« 
en  suivant  mot  à  mot  la  méthode  du  n°  126,  sauf  une 
légère  modification  au  point  de  départ  :  elle  consiste  à 

écrire  R;i  sous  la  forme >  B  étant  un  nombre  à 

1.2. .  .n 

déterminer,  p  l'un  des  entiers  1 ,  2,  3,  . . .,  /i  H-  i  choisi 
arbitrairement.  «Au  lieu  de  l'identité  (2),  nous  aurons 

f{\)-f{x)-{X-x)f{x)-  ... 

1.2... 71''      .  1.2. ../l 
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La  fonction  de  la  variable  z  que  nous  inlroduirons  sera 

^(^)  =/(X) -/(■;5)  -  2Llli/'(;5)  _. . . 

1.2.  .  .71.  I.  2.  .  ./l 

elle  s'annule  pour  z  =  a:  et  pour  -s  =  X;  sa  dérivée,  qui 
se  réduit  à 

1 .  2  •  .  •  fv 

s'annulera  pour  une  valeur  de  z  que  nous  pourrons  en- 
core représenter  par  ^  +  6A,  0  étant  toujours  compris 
entre  o  et  i,  mais  n'ayant  pas  la  même  valeur  que  dans 
les  résultats  précédents;  on  aura  donc 

joB  =  [ar-hA— (a7-heA)]«-P-+-ï/«+i(^-+-6A) 
et  enfin 

On  aura  diverses  expressions  de  R„  suivant  la  valeur 
qu'on  aura  prise  pour/?  :  si  l'on  fait/?  =  /i  -f-  i,  on  re- 
trouve l'expression  (3),  donnée  par  Lagrange;  pour 
p  =  1,  on  obtient  une  formule  due  à  Cauchy  : 

(7)  ^"=-r£^ ^(,_e)V+>(a;  +  eA)     (♦). 

REMARQUES    SUR    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR. 

128.  Quand  /(û:)  ne  désigne  pas  une  fonction  entière 
de  x^  on  peut  prolonger  indéfiniment  la  suite  de  Taylor, 
qui  devient  une  série;  pour  que  cette  série  ait  pour 
somme  /{x-^  A),  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
est  évidemment  que  R,|  tende  vers  zéVo  pour  n  infini; 
cette  circonstance  entraîne  la  convergence  de  la  série  de 

•  —  I 

(*  )  Cette  élégante  méthode  de  démonstration  est  due  à  M.  Rouché. 
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Taylor;  le  terme  complémentaire  R/i  est  alprs  le  reste 
de  la  série. 

Quand  le  (n  -f-  ly^me  terme  de  la  formule  pour  le  déve- 
loppement de  fi^x  •\-  II)  n'est  pas  nul,  on  peut  toujours 
prendre  h  assez  petit  pour  que  le  terme  considéré  soit,  en 
valeur  absolue,  plus  grand  que  le  terme  complémen- 
taire R«  :  il  suffit  que  Ton  ait  (3)  en  valeur  absolue, 


1.2. ../l  I.2...(aH-i) 

d'où 

(Ai-f-i)/«(ar)  , 

il  est  possible  de  satisfaire  à  cette  inégalité  par  une  va- 
leur finie  de  h  si  y*" (j?)  est  différent  de  zéro,  ety'*+*(2) 
fini  dans  rintérvalle  x  k  x  -^  h. 

On  voit  même  que  le  rapport  de  R^i  au  terme  en  A" 
où  l'on  arrête  la  série  tend  vers  zéro  avec.  A. 

SÉRIE    DE    MACLAURIN. 

129.  Si  Ton  fait  ;r  =  o  dans  l'équation  (4),  et  dans 
•celles  qu'on  obtiendrait  en  substituant  les  expressions (5) 
«t  (7)  de  Rrt,  et  si  l'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la 
lettre  x.  on  obtiendra  les  formules  • 


.r' 


/(«)=/(o)  +  x/{o)-»---/"(o)  +  ... 


X*  ....  a;'+' 


I.2.3.../I  ^  l.2.3...(/H-l) 


x' 


./•(.)(o)+_f |/W{9x,)-/(';(o)], 


I.2.3.*./!  I.2.3.../Î 

/(x)  =/(o)  +  x/'(o)  +  ^^/^Co)  + 


l 


1 .2 
i.a.3. ..»  1.2.3. . .« 
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On  développe  ainsi  une  fonction  quelconque  de  x  en 
une  suite  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  x^  pourvu  que  la  fonction  dérivée 
de  Tordre  /i  -f-  i  ou  celle  de  Tordre  n  dej(x^)  reste  finie 
et  déterminée  pour  les  valeurs  de  la  variable  x'  com- 
prises entre  o  et  x. 

Si,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  Tune  des  expressions 

_^fl-— - /(-.--o  (9x) ,       — ^-—  [/W(9x)-/"(o)] 

I.2.Û..   («  -f- I)  I.2.0.../I 


OU 

1.2    3  .  .  .  /Z 


/(»+')  (ôa:) 


tend  vers  o,  du  moins  lorsque  x  est  au-dessous  d'une 
certaine  limite,  la  série 


.r'      ^„  .    .  X* 


/(o)  +  ^/' (o)  + — /^'o)  + -^-^/-(o) +. . . 

indéfiniment  prolongée  sera  convergente,  et,  en  outre, 
aura  pour  sommey  (x).  On  a  dans  ce  cas 

/(;r)  =/(o)  +  x/'(o)  + -^/"(o)  +  ^/-(O)  +  .  . . . 

Cette  dernière  formule  est  celle  de  Maclaurin,  Si 
elle-  était  démontrée  avant  la  formule  de  Taylor,  on 
pourrait  en  déduire  celle-ci,  en  considérant  y  (x -h  A) 
comme  une  fonction  de  A  à  développer  suivant  les  puis- 
sances de  h  par  Tune  des  formules  (lo). 

REMARQUES    SUR   LA    FORMULE    DE    MACLAURllT. 

130.  La  fonction  y* (x)  ne  peut  pas  être  développée  sui- 
vant les  puissances  de  x  par  la  formule  de  Maclaurin, 
quand  cette  fonction  ou  Tune  de  ses  dérivées  devient  in- 
finie ou  discontinue  pour  x  =  o.  Mais  on  peut  alors  la 
développer  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  changeant 
dans  la  formule  deXaylor  (6)  x  en  a  et  A  en  x  —  a,  ce 
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qui  donne 

f{x)=.f{a)-^{x^a)f\a) 

(x  —  a)*  ^_,    .  (x  —  a)'*  ^,  ,,    , 

^  /(«+»J[a-hÔ(a7  — a)J. 


-h  .  .  .  rzr  O. 


1.2.3.  .  .(/l  H-  l)' 

La  seule  condition  à  laquelle  la  valeur  a  soit  assujettie  est 
que  y^'*"*'*^(.3)  reste  finie  et  déterminée  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  depuis  a  jusqu'à  x]  la  série  sera  d'autant 
plus  convergente  que  la  différence  x  —  a  sera  plus  petite. 

131.  La  fonction/(:r)  ne  peut  être  développée  en  une 
série  convergente  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  x  autrement  que  par  la  formule 
de  Maclaurin  \  car  supposons  cet  autre  développement  en 
série  convergente, 

on  en  conclut 
[A-/(o)]+[B-y'{o)]x+[c-Ç;^]x' 

En  faisant  ;r  =  o,  Tégalité  précédente  se  réduira  à 
A  =y (o).  Divisant  par  x  et  faisant  de  nouveau  or  =  o, 

on  aura  B  =/'  (o).  On  obtiendra  de  même  C  =       ■      » 

et  ainsi  de  suite. 

De  même  la  formule  de  Taylor  donne  le  seul  dévelop- 
pement possible  de  f[x  -h  h)  suivant  les  puissances  en- 
tières de  h. 

132.  Il  ne  faut  pas  croire  que  la  série  indéfinie  de 

Maclaurin,  quand  elle  est  convergente,  ait  toujours  pour 

sommey  (x)  \  la  somme  de  ses  ternies  peut  converger  vers 

une  limite  différente  de  f{x).   Par  exemple,  la  fonc- 
I 

tien  e    ''  devient  nulle   ainsi  que  toutes   ses   dérivées 

pour  j:  =  o^  tous  les  termes  de  la  série  de  Maclaurin 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (3),  on  a 

l(x-h4)-4-l(x— 4)-hl(x-t-3)-f-l(jc— 3)— 2l^— l(jrH-5)-l(j:~5) 
Lj:^— 25jr'+ 72        3  \x* —  25^'-+- 72 

+U- — p — V+...1- 

Lorsque  la  valeur  de  x  est  très-grande,  le  second  mem- 
bre de  celte  égalité  est  très- petit.  En  effet,  si  par  exemple 

X  est  supérieure  à    1000,  le  terme ~^; sera 

*^  X* —  25x'-f-  72 

plus  petit  que  — -^  car. 

72  ^       7^        ^  7^  ^   '  72. 


j:* — 25x'-|-'72       jrMr''' — 25)       io*(to«— 26)       lo'*        .      25 
'  '  ^  10' 


IO« 


Les  autres  termes  de  la  série  seront  beaucoup  plus  petits 
et  décroîtront  même  très-rapidement  5  par  conséquent, 
si  l'on  avait  x  =  1000,  ou  un  nombre  supérieur,  on  pour- 

raiL,  avec  une  erreur  moindre  que  — -  »  poser 

l(j:4-4)-M(-^-4)4-I(a:+3)-M(x-3) 

—  2lx —  l(x  4-  5)  —  1  (a:  —  5;  =0, 

formule  qui  donnerait  Tun  quelconque  de  ces  logarithmes 
lorsque  les  autres  seraient  connus.  Il  est  facile  d'obtenir 
une  multitude  de  formules  de  celle  espèce. 

l-4o.  Lorsque  deux  nombres  dépassent  une  certaine 
limite  assez  grande,  telle  que  10 000,  leur  différence, 
pourvu  qu'elle  soil  suffisamment  petite,  qu'elle  ne  sur- 
passe pas  1  par  exemple,  est  sensiblement  proportionnelle 
à  la  différence  de  leurs  logarithmes. 

En  effet,  comme,  en  s'arrèlant  au  premier  terme,  dans 
la  série  de  Taylor,  on  a 

1(1+^):=—^, 
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on  aura,  si  a:=    ^ 


si  A  =  I , 


donc 


nx-^^)-ijr=j^^, 


Mr-4-0-ïr=— TT-zi 


/ 


Tï' 


Comme  il  n'entre  ici  que  des  rapports  de  logarithmes, 
on  peut  écrire,  dans  un  système  quelconque, 

log(7-4-^)  — logr  _  ^^  y  4-  Q'  ^ 

iog(r4- 1)  — logj       r  +  ô/«' 

puisque  les  logarithmes  des  mêmes  nombres,  pris  dans 
deux  systèmes  différents,  sont  proportionnels  (64). 
Or 

de  même 

•^ TT  >  — >       OU       >' 

Donc 

7  +  0/* 


r=r  limw 


Ct)  étant  plus  petit  que  -  ;  par  suite, 

log(r  +  /0-^logj:^^   ^^^ 

iog(r+0  — K'r 

donc 

•og  (rV  ^y  —  logr  =  ['%'  (r  +  0  —  K'r]  ^ 

±:»/i[log(j4-i)  — logj]. 
Donc  si  Ton  pose 
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Teri  eur  commise  E  sera 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 
et  comme  on  a 


on  aura 


E<C — ;<C     • — -.     81  r  est  ^looooo. 

2/^  2     10* 

146.  Réciproquement,  on  a 

^  _,  log(r+^)  —  \o^r      a 

eu  négligeant  la  quantité  Aco  <C  -'  Si  j^  est  ^  loooo^  on 

a  donc  h  à près.  Mais  il  y  a  une  autre  erreur  à 

craindre,  parce  que  ael  b  ne  sont  connus  qu'à  une  unité 
près.  Alors  h  ne  peut  être  obtenu  qu*à près. 

DES  LOGARITHMES  CONSIDÉRÉS  C0.I1ME  LIMITES  d'eXPRESSIOITS 

ALGÉBRIQUES. 

147.  Nous  avons  vu  que  e  =  lim  (  i  +  -  )    quand  /x 
devient  infiniment  grand.  On  peut  démontrer  que 


e*=  lim  (  I  4- 


ar^  *" 


^*)  Les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  vulgaire. 


DIXIEME    LEÇON.  1  3l) 

quand  m  devient  plus  grand  que  toute  quantité  donnée» 
En  effet,  si  Ton  pose 


m 


m 


('+S)'=^^«^ 


et  étant  une  quantité  qui  s'évanouit  quand  m  est  infini. 
Donc 


(■-^)'= 


(éf-f-a)*. 


Cette  égalité  a  lieu  quel  que  soit  m  \  par  suite,  elle  a  encore 
lieu  à  la  limite,  quand  a  =  o.  Donc 

(i)  ^mlim  (  I-+-  —  »   • 

On  pourrait  le  démontrer  directement,  comme  on  a 
démontré  que  e  =  lîm  I  i  H j  • 

148.   Si  Ton  pose 

^=7,     d'où     xT=z\jr^ 
il  s'ensuit  que 

par  conséquent, 

lim7J  =  lim  ^-f-îj^]     ou     l7  =  liin[//i(7J~i)]. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  le  démontrer  directement» 
Puisque  1  (i  -f-o:)  = r->  si  Ton  pose 


I-+-X=y^y5       d  OU       j:=r:yj  —  I 
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on  a 


clone 


ii"v  1     y        vj  — ' 
'  ^  ^^^  "^  :;;7  =  ~  .  .(^r — ■/' 

1/  = 


i-H6(7r-i) 


Or,  si  m  est  très-grand,  'v(y  —  ^  ^sl  une  fraction  extrê- 
mement petite,  qui  à  la  limite  devient  o:  d*où  Ton  déduit 
encore 

(2)  l  j  =  lim  \m  {^y  —  i)j  quand  /m  r=  oo  . 

Cette  formule  pourrait  servir  à  trouver  approximative- 
ment le  logarithme  népérien  d'un  nombre,  du  moins  en 
théorie.   Pour  rendre   le    calcul    praticable,   il  faudrait 

prendre  pour  m  une  puissance  de  2,  et  alors  ^j  s'obtien- 
drait par  des  extractions  successives  de  racines  carrées. 

149.  La  formule  (a)  conduit  au  développement  de 
1  (i  4-  m)  en  série,  car,  si  Ton  pose 

on  aura 


m 


[Tr 


r-i)  =  mL(i-H«r-iJ, 


et  si  u  est  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue,  le  se- 
cond membre,  développé  par  la  formule  du  binôme, 
donnera 

1-4- w)    —  ïJ  =«H W-^- ^-^r ^«'-h...; 

1.2  I .2.3 


cl,  en  supposant  m  =  oo  , 


lû       «* 


l(i-f  «)  =  tt h-5-  — .... 

2        0 
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EXERCICES. 

.    I    x^  ,    1.3    JT*   .    1.3.5    j:'   . 

1.      arcsina?  =  xH r-H -•  —H -— ; !-...• 

1     3       2.4     5        2.4.6     7 

2.        ^"'COS/MJrr:  l -}- («'-f- /l')  '  C08  <p  •  -  +  («'+/'')  C0S2<p-  — ^ 

1  1  •  il 

+  (fl'4./i»)^cos3<p.-^H-(fl^4-/i')'cos4? ^^-^4-... 

Dans  cet  exemple  7  =  arc  tang  -  •  On  examinera  les  cas  parlicu- 
liers  :  û  =  /i  =  I  ;  a  =  cosO ;  n  =  sinô ;  a=  -?  n  = 


v/3 

■  Il  I      « 

2  2 


o      /        •      \t        Z^-^'  .  îi   ^*      îi-4   'ï**'  .  2. 4. G   X*  .        \ 
3.    (arcsmx)«=a(^-  +  -.-  +  _.-  +  3^^.-+...j. 
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FORMULE  DE  MOIVRE  ET  SES  CONSÉQUENCES. 

Oénéralités  sur  les  expressions  imaginaires.  —  Formule  de  Moivre.  — 
Développement  du  sinus  el  du  cosinus  d'un  multiple  d'un  arc  sui- 
vant les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc.  —  Développe- 
ment d'une  puissance  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  suivant  les  sinus  et 
les  «cosinus  des  multiples  de  l'arc.  —  Définition  et  propriétés  de  e% 
sin  Zf  cos  z^  quand  z  est  imaginaire.  —  Définition  de  Iz  et  de  z"*.  — . 
Dérivées  des  fonctions  de  variables  imaginaires. 


GÉJNÉaALlTÉS    SUR    LES    EXPRESSIONS    IMAGINAIRES. 

150.  La  résolution  des  équations  du  second  degré  qui 
n'onl  pas  de  racines  réelles  conduit  à  des  expressions  que 
Ton  nomme  imaginaires^  et  qui  sont  de  la  forme 


a  -{-  b  \J —  I. 

On  a  trouvé  de  grands  avantages  à  les  introduire  dans  le 
calcul,  à  les  combiner  par  voie  d'addition,  de  soustrac- 
tion, etc.,  en  opérant  comme  si  v^ — i  étaij  un  facteur 
réel  dont  le  carré  fût  —  i.  On  obtient  pour  résultai  de 
nouvelles  expressions  imaginaires,  cl  il  est  utile  de  re- 
connaître les  relations  qui  existent  entre  les  quantités 
réelles  comprises  dans  les  expressions  données  et  dans 
celles  qui  résultent  de  leur  combinaison. 

Une  équation  qui  contient  des  imaginai]  es  est  la  repré- 
sentation symbolique  de  deux  équations  entre  des  quan- 
tités réelles.  Ainsi,  l'équation 


fl  -1-  ^  V  —  i  z=:  a'  -\-  b'  \J —  I 
comprend  les  deux  suivantes  : 

a  z=  a\      b  =  b'. 

loi.   Toute  expression  imaginaire  a -H  4  ^ —  i   peul 
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être  mise  sous  la  forme  r  (cos  t  -+-  V^ —  i  sin  t.).  Il  faut  et 
îl  suffit^  pour  cela,  que  Ton  ait 


rz=^a*-{-  b^y      cos /  =:  — et     sin/ 


b 


y^fl'H-  b'  V^û'4-  b^ 

on  a  aussi 

b 
tang  /  =  -* 

La  quantité  r,  que  l'on  prend  toujours  positive,  est  dite 
le  module  de  l'expression  imaginaire.  Les  valeurs  de  sin  t 
et  de  cos  t  font  connaître  Tare  t  ou  V argument  ;  on  le 
choisit  ordinairement  positif  et  plus  petit  que  la  circon- 
férence. 

FORMULE   DE    MOIVRB. 

152.  Le  produit  (cosxH-  V^ — isinx)  multiplié  par 
(cosj^4-  y/ —  1  sinj^)  a  pour  partie  réelle 

cos  a:  cos/ — sin  or  sin/     on     cos(arH-/), 


et  pour  coefiicient  de  si —  *> 

sin  X  ces/ H- sin/ cos  j?     ou     sin(j:-f-/). 

Par  conséquent, 

(cosj: -h  y/ — isinj?)  (cos/-l- y^— £  sin/) 
=  cos  (a:  +/)  -h  V' —  I  sin  [x  +/). 

On  conclut  delà,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs, 

(cos X  +  v^ —  1  sin  x)  ( cos/ -h  y/—  i  sin/)  (cos z  -+-  y/'— - 1  sin  z) . . . 
=  cos(x  4-/-f-«-t-.  .  .)+y/— isin(xH-/-t-z  +...). 

En  supposante*  z=zyz=.  ^  ==...,  on  en  déduit,  m  dési- 
gnant un  nombre  entier  et  positif, 

(i)        (cosx-f-y^ — I  sinx)'"=cos/wxH- y/ — i  sinwx. 
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Cette  formule,  appelée  formule  de  Alowre^  est  encore 
vraie  lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire,  positif  ou 


négatif. 


DÉVELOPPEMENT  DU  SINUS  ET  DU  COSINUS  d'uN  MULTIPLE 
d'un  arc  suivant  LES  PUISSANCES  DU  SINUS  ET  DU 
COSINUS    DE    CET    ARC. 

153.  Si  Ton  développe  la  formule  (i)  et  que  l'on  égale, 
de  part  et  d*autre,  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, il  vient 

m{m —  i) 
ces  mx  =  008*"  Jc ■  cos*""'  x  sm*  x 

I  .  '2 

m  (m  —  i)(/w — i)(ni — 3) 
i .2.3.4 

et 

sin  mx  =.  m  cos*"'  x  sin  x 

(3);  /w(w  — i)(/w  —  2)      «,.., 


1.2.3 


cos'"~'xsm' j?  -h, 


On  voit  que  cos  mx  et  sin  mx  s'expriment  en  fonction 
rationnelle  de  sin  x  et  de  cos  x.  Dans  tous  les  cas,  cosmx 
peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  cos  x  seul, 
mais  sin  mx  ne  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle 
de  sin  x  seul  que  si  m  est  un  nombre  impair. 

DÉVELOPPEMENT  d'uNE  PUISSANCE  d'uN  SINUS  OU  d'uN 
cosinus  suivant  les  sinus  ou  les  cosinus  DES  MUL- 
TIPLES   DE    L  ARC. 

154.  Pour  résoudre  la  question  inverse  et  développer 
cos'"  X  et  sin'"  x  suivant  les  cosinus  ou  les  sinus  des  divers 
multiples  de  x,  posons 


tt  =  cos  j:  4- ^^  I  sin  x    et     »=zcosx — ^ — isin^r, 

on  aura 

2cosx  =  u-i-v     et     2i/— isinx  =  i4  —  r; 
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de  là  résulte 

f»  (fn  —  I  ) 
a"  cos'"  j:  =  (a  -+-p)" :=  tt*"  H-  /ww*"""'  v  -i ^ «"*~* <»*  H- ... 


1.2 

m(m  —  i)    , 

1.2 


Il  convient  de  distinguer  deux  cas. 

1^  Quand  m  est  pair  et  égal  à  2n,  le  développement 

renfefme  un  nombre  impair  de  termes  et  il  y  a  un  terme 

,         ...            .         m  (m — i)...(/2H-i)    „   „    ^  , 

du  milieu  qui  est  — ^ = — ^^ -u^i^.  Un  a  donc, 

^  I  .2.3.  . ./? 

en  groupant  les  termes  également  distants  des  extrêmes, 

2""  cos^ar  =  a*" -4-  p"  -4-  mrtv  (a"—*  -f-  |/«-ï)  -4-  .  . . 

mim  —  i).  .  .(/i  -f-  0 
H ^ ^-^ — ^^ tt»i^. 

Or  uP+u^=:  acospjîet  u^i^P=ij  puisque fi^^  ==  1 5  donc 
2«i cos"  JT  =  2  cos mx  -h  2/w  cos  (w  —  2)x-f-... 

W[  W  l).  .  .f/2  -+-  l) 

1.2.3..     /Z 

d'où 

Ia*""'  cos*"  ar  z=:  cos  mx  -+■  m  cos  (/w  —  2 )  jr 
1.2  .  2  1.2.3.  ../I 

2^  Si  m  est  impair  et  égal  à  2  «  +  1 1  (  w  -f-  t^)'"  aura  un 
nombre  pair  de  termes,  et  l'on  obtiendra  facilement 

(2"— •  cos"  j:  =  cos  mx  -+-  m  cos  (m  —  n)  x 
....  m(nt—i]       ,         ,,      .  /77(/?î— i)...(/ï-f-2) 

^  ^i       -f--- ^cos>— 4)'=P-l-«--H ^ ^ — ^^ -^cosj:. 

(  1.2  '  I .2. 3. . .« 

1S5.    Pour  avoir  sin"*jc,  il  faudra  prendre  la  formule 


u  —  i»  =  2  y/ —  I  sin  ar, 
el  en  élever  les  deux  membres  à  la  m"^'"*  puissance,  il 

Sturu.  —  An»^  I.  10 
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viendra 

1.2 

zfc — i a»  «^-»  in /w «!/"-' ±1^. 

£  .2  ^^ 

1°  Supposons  d'abord  m  pair  et  égal  à  2  fi.  Alors 

(v/~r=  {-!)". 

et  il  y  aura  un  terme  du  milieu  qui  sera 

<,m(m  —  i). .  .{n  -h  i) 
-t-  — 1 1 i i  tt»  p». 

r .  2 . 3 .  . .  /i 
On  aura  donc,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

m(m  —  i)    .   .  . 


I  .2 

m(m  —  i). .  .(n  -h  i) 
1 .2.3. . . n 


u^v", 


ou,  en  remplaçant  ii*4-i^  par  2cosA:x,  w*  i^  par  i,  et 
divisant  les  deux  membres  par  2, 

(  (  —  I )"  2'""'  sin*" X  =  ces mx  —  m  cos {m  —  i)  x 
(3)1  mim  —  i)        ,         ,,  .1  mim  —  i)...f/î-t-i) 

1  1.2  2  I  .  2 . 3 .  .  .  /I 

2°  Supposons  m  impair  et  égal  à  2«  -f-  i .  Alors 

(s/=Tr=(-i)"v/^, 

et  Ton  aura,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

( —  i)*^ — I  2'"sin'"x=:  (a*" —  (^)  —  muv  (w»""* —  t'"*"') 

m  (m  —  I  )       . ,        ,  , . 

1.2 

^,m{m  —  i;...(/2-h2)    „  '  ,  V 

±  — ^ — ^ '  u'^v^iu  —  p). 

1.2.../? 

En  général, 

a* — 0^=2^ — I  sin  A-jr,     a*p*=:i. 
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Donc,  en  divisant  les  deux  membres  par  2  y/-^!,  il 
viendra 

( —  ly*  2"*-*  sin'^a?  =  sinmx  —  msin  (m  —  ii)x 
(4){        .   m(m— i)       ,  ,.  ,m(m  —  i)...(n-h7)    . 

I  .2  1.2.  .  .Al 


DÉFINITION    ET    PROPRIÉTÉS    DE    ^^,    SIN  ^,    COS  5, 
QUAND    Z    EST    IMAGINAIRE. 

156.  Les  fonctions  rationnelles  d'une  variable  imagi- 
naire sont  définies  par  la  seule  extension  des  règles  du 
calcul  des  quantités  réelles  aux  imaginaires;  mais  les 
fonctions  transcendantes  ou  irrationnelles  doivent  être 
définies  directement.  Considérons  d'abord  la  fonction 
exponentielle. 

Quand  z  est  une  quantité  réelle,  on  a 

z        z'^  z^ 

(i)  e^=H 1 ■ 


I  1.2  1.2.3 

Si  Ton  donne  à  z  une  valeur  imaginaire  quelconque,  le 
second  membre  de  cette  égalité  forme  toujours  une  série 
convergente;  car,  en  posant 

z  =z  p(cosa)  -1-  / —  I  sinct)), 
il  devient 

I  -H  p  (  COS  (Jû  H-  y/ —  I  sin  o)  )  -h . . . 


p« 


i.-i,  •  ,n 


(cos/i(jû  -h  v^ —  I  sin  na>) 


or  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/ —  i  dans  cette 
expression  forment  deux  séries  convergentes  (S7).  11 
en  résulte  que  la  série  (i)  est  une  fonction  bien  déter- 
minée de  z;  nous  dirons  que  cette  fonction  est  la  fonc- 
tion exponentielle  ^^,  qui  sera  définie  par  l'égalité  (i), 
quelle  que  soit  la  valeur,  réelle  ou  imaginaire,  de  z. 


lO. 
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De-  même  nous  avons,  dans  le  cas  où  z  est  réel, 

iz  z^ 

I  1.2.3 

I  Z^  z^ 


COSZ  =    I h 


3  *    *    *  7 

•4 

ces  séries  sont  toujours  convergentes  quand  on  donne  à 
z  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  quelconques  :  elles 
représentent  donc  des  fonctions  bien  déterminées  de  z; 
nous  convenons  de  désigner  ces  fonctions  par  sin>3  et 

cos^. 

157.  Les  fonctions  ef,  sin^,  cosz  sont  définies  d'une 
manière  très  générale  et  très  naturelle,  mais  il  est  né- 
cessaire de  chercher  si  elles  jouissent  toujours  des  pro- 
priétés qui  les  caractérisent  dans  le  cas  où  >3  est  réel.  Con- 
sidérons la  fonction  exponentielle  :  une  de  ses  propriétés 
essentielles  est  exprimée  par  la  relation 

(3)  e^er=e^-+-r; 

quand  x  eiy  sont  réels,  cette  égalité  revient  à  la  suivante  : 

(n 1 h...){n-— -h  — — h...  ) 

\  I  1.2  /  \  1  1.2  / 

x-^y        {x -\- y^^ 


=  I 


1.2 


celte  relation  étant  vérifiée  pour  des  valeurs  réelles  quel- 
conques de  X  ely  est  une  identité  ^  elle  continuera  d'être 
satisfaite  si  l'on  donne  à  a:  et  y  des  valeurs  imaginaires 
quelconques;  il  en  résulte,  en  se  reportant  à  l'équation 
de  définition  (i),  que  la  relation  (3)  est  absolument  gé- 
nérale. 

A  l'égard  des  fonctions  circulaires,  il  résulte  des  éga- 
lités (2),  qui  les  définissent,  que  l'on  a,  comme  pour  les 
variables  réelles, 

sin( — ^)=  — sin^,         cos(-r- z)  =  cos^s. 
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Euler  a  fait  connaître  une  relation  extrêmement  im- 
portante qui  existe  entre  les  exponentielles  et  les  fonc- 
tions circulaires  :  si,  dans  Tidentité  (i),  je  change  z  en 

z^ —  I,  il  vient 

j—r  zJ I  Z'*'  Z^J I  Z^ 


i  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

OU  bien 

(4)  e2*^=  côs^ -+- / — isin^s, 

quelle  que  soit  la  variable  z\  si,  dans  cette  relation,  je 
change  s  en  —  z,  il  viendra 

(5)  6-^^-1=  COS.S  —  \J — isinz. 

En  combinant  les  égalités  (4)  et  (5)  par  addition  et 
soustraction,  on  trouve 

(6)  cos^  =  j  sin^== , 

2  2V/— 1 

et  ces   formules    sont   absolument   générales,    comme 
l'identité  d'où  nous  sommes  partis.  » 

lo8.  Je  dis  encore  que  les  formules  fondamentales  de 
la  Trigonométrie  s'étendent  aux  fonctions  de  variables 
imaginaires.  En  effet,  les  identités  (3)  et  (4)  nous  don- 
nent 

cos(a7  -f-^)  -1-  \J —  i  sin(a7  -H^) 

=  (cosiF  -h  \J  —  I  sina7)(cosj^-f-  \J —  i  sinj') 
ou,  en  effectuant  le  produit, 

!cos(a:-H  j^)  -H  y/ — i  sin(a7-f- j) 
=  cosa?  cos^ —  sinar  sinj^ 
-h  ^ —  F  (sina?  cosj^  -i-  sin^  cosir). 

Si  ^  et  j^  étaient  réels,  il  suffirait  d'égaler  les  parties 
réelles  et  les  coefficients  de  y^ —  i  pour  obtenir  les  for- 
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mules  relatives  à  l'addition  des  arcs;  mais  ici  nous  rem- 
placerons, dans  l'équation  (7),  x  et  y  par  — ;r  et  — y, 
il  vient 

cos(a?-i-^)  —  ^  —  i  sm(x  -h  y) 
=  cosiF  cos^  —  sinar  sin^ 

—  / — i(sina:cosj'  -H  cosa?  sinj/"); 

il  suffit  de  combiner  cette  identité  avec  l'identité  (7) 
pour  en  déduire  la  généralisation  des  formules  fonda- 
mentales de  la  Trigonométrie 

cos(a:  -hy)  =  coscp  cosj'  —  sina?  sinj', 
sin(iF  -i-y)  =  sina?  cos^  -h  siny  cosar. 

Remarquons  enfin  que  les  identités  (6)  nous  donnent 

ç,o?>\xy  —  i;  = >         ^\ii\x\J — i;  = y — i; 

quand  x  est  réel,  les  fonctions^  (e^db^~^)  sont  dési- 
gnées sous  le  nom  de  cosinus  et  sinus  hyperboliques 
de  X,  * 

Les  fonctions  tang^,  cot^  sont  définies  comme  quo- 
tients de  sin5  par  cos5  ou  de  cos2  par  sinz;  leur 
expression  est  une  conséquence  des  résultats  précé- 
dents. 

DÉFINITION     DE    \z    KT    DE    Z"^ . 

159.  Le  logarithme  népérien  d'une  quantité  réelle  z 
est  l'exposant  de  la  puissance  de  e  qui  est  égale  à  z\  par 
analogie,  si  Ton  donne  à  z  une  valeur  imaginaire  de  la 

forme  a  -h  b\/ —  i  ou  p(coso)  +  y/ —  i  sinto),  nous  con- 
viendrons de  désigner  par  Iz  une  expression  w-h  v^ — 1, 
telle  qu'on  ait 

(8)  e"-»-*'*^=  p(cosw -4-/^sina)). 

Il  s'agit  de  déterminer  u  et  (^,  que  nous  supposons 
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réels  :  le  premier  membre  de  Téquation  (8)  peut  s'é- 
crire 

^u-\-v\f^—  e"e«''^^=  e»(cosp-f-  /^siiii^); 

si  donc  on  égale  les  parties  réelles  des  deux,  membres  et 
les  coefficients  de  y/ —  i ,  on  aura 

(9)  c»  cos(>  =  p  coso),        C  sin(>  =  p  sinw; 

élevant  au  carré  et   ajoutant   membre   à  membre,  on 

trouve 

e*"=p*; 

e"  et  p  ont  leurs  carrés  égaux;  étant  eux-mêmes  réels  et 
positifs,  ils  sont  égaux,  et  u  est  le  logarithme  népérien 

arithmétique  de  p  ou  de  \Ja^  -h  b^  ;  les  équations  (9) 
donnent  alors 

k  étant  un  entier  quelconque,  et  l'on  a  finalement 

(10)  l-«  =  l[p(cos(») -H  v' — isinu))]  =  Ip -h(a> -f- iAtt)/ — r, 

Ip  étant  une  valeur  arithmétique. 

Ainsi  1-s  a  une  infinité  de  déterrninations,  ce  qui  en 
fait  une  fonction  essentiellement  différente  des  fonctions 
rationnelles,  exponentielles  ou  circulaires.  Toutefois, 
soit  Zq  une  valeur  de  ^  :  si  l'on  adopte  une  valeur  de  k 
qui  détermine  la  valeur  de  Izo,  et  si  Ton  fait  varier  z 
d'une  manière  continue  à  partir  de  Zq^  \z  variera  d'une 
manière  continue  que  l'on  pourra  suivre,  et,  quand  on 
sera  arrivé  à  une  certaine  valeur  de  z,  il  n'y  aura  plus 
d'ambiguïté  sur  la  valeur  de  son  logarithme. 

Quand  z  est  réel  et  positif,  son  argument  w  est 
nul,  \z  a  une  détermination  réelle,  qui  est  le  loga- 
rithme arithmétique,  et  une  infinité  de  valeurs  imagi- 
naires. 
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160.  Comme  nous  avons  toujours  z  ==  e**,  nous  défi- 
nirons d'une  manière  générale  la  fonction  z^  par  l'éga- 
lité 

nous  savons  déterminer  la  valeur  ou  plutôt  les  valeurs 
du  second  membre,   quels  que  soient  m  et  z.  Si  m  est 

réel  et  z  égal  à  p(coso)  -h  \J —  isino)),  on  a 

_ 
=  p'«[cos/w(a>  H-  2X:'ir)-H  y/ — i  sin/n((o  -+-  2X:ir)], 

le  module  p'"  étant  un  nombre  déterminé.  Quand  m  est 
un  nombre  entier,  le  second  membre  a  toujours  la  même 
valeur,  quel  que  soit  k]   si,  au  contraire,  m  est  égal,  à 

une  fraction  irréductible  ->  z^  aura  a  déterminations 

qu'on  peut  obtenir  en  donnant  successivement  à  k  les 
valeurs  o,  i ,  2,  3,  •  • . ,  ^  —  i.  En  effet,  pour  deux  va- 
leurs k'  et  k"  de  k  comprises  dans  cette  suite,  la  diffé- 
rence 

'ip{k'—k'')T. 

des  arguments  de  z^^  ne  peut  être  un  multiple  de  itz^ 
puisque  q  est  premier  avec/>  et  supérieur  à  k' —  k"  ]  les 
valeurs  de  z^  seront  donc  distinctes;  d'autre  part,  une 
valeur  quelconque  de  k  non  comprise  dans  la  suite  o, 
1 ,  2,  . . . ,  <7  —  I  est  égale  à  un  nombre  A'  de  cette  suite 
augmenté  d'un  multiple  nq^  positif  ou  négatif,  de  q'y 
l'argument  correspondant  de  z^  est 

p((ù  -t-2A-'H-  inq)Tz  pitù^'àk'W 

9  ^  q 

et  la  valeur  de  z^  coïncide  avec  l'une  de  celles  que  nous 
avions  d'abord  obtenues. 
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En  particulier,  nous  obtiendrons  les  racines  y»''"®^'  de 
Tunité  en  faisant  m=->  p  =  i,  o)  =  o  dans  l'équa- 
tion (lo)  : 

«7/-  ikTZ  I —    .     ikT. 

y  \  =  cos h  V  —  1  sin  — —  • 

q  q 

De  même  que  pour  1^,  si  l'on  adopte  une  certaine  dé- 
termination de  z^  pour  z  =  z^^  la  continuité  détermi- 
nera ensuite  les  variations  de  z^  quand  on  fera  varier  z 
à  partir  de  ^q. 

DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    DE    VARIABLES    IMAGINAIRES. 

161.  La  dérivée  y  (^)  d'une  fonction /(>3)  se  définit 
exactement  de  la  même  manière  quand  la  variable  est 
imaginaire  et  quand  elle  est  réelle  ;  c'est  toujours  la  li- 
mite vers  laquelle  tend  le  rapport 

^'^  Â^ 

quand  A^  tend  vers  zéro;  la  différentielle  de  y(>3)  e^t 
toujours /' (^)  rfs. 

Les  règles  du  Calcul  algébrique  s'étendanb  aux  quan- 
tité^ imaginaires,  les  résultats  obtenus  dans  la  différen- 
tiation  des  fonctions  algébriques  n'ont  à  subir  aucune 
modification  quand  la  variable  devient  imaginaire.  Il  en 
est  de  même  pour  les  fonctions  exponentielles,  loga- 
rithmiques et  circulaires;  on  peut  se  rendre  compte,  en 
effet,  que  le  calcul  des  dérivées  de  ces  fonctions  est 

fondé  sur  ce  que  les  rapports  — r —  et  —7—  tendent  vers 

l'unité  quand  h  tend  vers  zéro  ;  or  la  définition  de  e^  et 
de  sinA  montre  que  ces  rapports  ont  la  même  limite 
quand  h  n'est  plus  réel.  Et  il  résulte  de  ce  qui  précède 
que  les  fonctions  élémentaires  ont  toujours  des  dérivées 
Lien  déterminées. 
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#- 


Si  z  est  égal  à  x  -{-ys] —  i,  on  peut  dire  que /'(s?)  est 
la  Hmîte  du  rapport 

f{x  -h  j^y/^  -H  Aar  -4-  A/ y/^)  —fjx  -\-y  yZ-^i) 

^x  -+•  ^y  / —  I 

quand  ^x  et  Ay  tendent  vers  zéro;  Tidentité  de  ce  rap- 
port avec  la  fraction  (i)  prouve  qu'au  moins  avec  les 
fonctions  élémentaires  cette  limite  est  la  même,  quel 
que  soit  le  rapport  de  Ay  à  Ao?;  mais  il  peut  en  être  tout 
autrement  pour  certaines  fonctions  transcendantes,  qui 
n'ont  plus  alors  de  dérivée  déterminée. 

Quand /'(^)  est  déterminé,  les  dérivées  partielles  de 
f{z)  par  rapport  kx  eiky  s'obtiennent  simplement  par 
la  règle  relative  aux  fonctions  de  fonction  : 


EXERCICES. 

1.  Trouver  la  différentielle  de 

j  =  1  (cosj?  -\-  /—  I  sin^?). 
Solution. 

dj  —  ^  —  I  dx. 

2.  f(z)  étant  une  fonction  réelle,  si  l'on  pose 


on  aura 


dx  ~  df       df~       dx 

3    Si  l'on  pose,  dans  la  question  précédente, 

dx'\-d)r  v/— I  =  /rfx*  -h  c(r*  (coso)  H-  /— isinto), 


on  aura 
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cosuo)  -h  ,       .  .   8in/2(o 


c/«P  = 


dx'*^ 


dx'^-^dr 


sin^b) 


dy'', 


■TP--  sm/i(i>  —  ,  ,  .  ,  cos/iù) 
rf«Q  = — ; =: rf^». 


/^       ' 


K 


«        / 


.■) 


^/  ,y 


i55 


/ 


-/ 


y 


.:;^ 


r   / 


•'  r 


J  '-' 


../ 


z^. 


/ 


.i 


.'  '  ♦ 

■       ■    A^ 


r 


ix 


/  • 


^'     i 
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EXPRESSIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT  SOUS  UNE  FORME 

INDÉTERMINÉE. 

« 

Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent  sous  l'une  des  formes 
-»  — >  oxoo,  o*,  1*.  — Extension  des  règles  précédentes.  — Appli- 

0       00 

cations. 


VRAIE    VALEUR    DES    EXPRESSIONS    QDI    SE    PRÉSENTENT 


0 
SOUS    LA    FORME  -• 

O 


162.  Soît  ~-{  uue  fraction  qui  se  réduit  à  -  quand 
x  =  a.  On  se  propose  de  déterminer  la  valeur  vers  la- 
quelle  tend  T.      ?  lorsque  x  s'approche  indéfiniment  de 

la  valeur  particulière  a.  C'est  cette  valeur  limite  de  ~~4 

qu'on  appelle  souvent  la  vraie  valeur  de  la  fraction  qui  se 
présente  sous  la  forme  indéterminée  -  •  Puisque  y  (a)  =  o 
eif(a)  =  o,  on  a  identiquement 


/(^j  -/(x)  _/{«)'  /(^J~/(^)~/(^)^ 


X  —  a 


j  1         1  o(x)  —  (f(a)    fix) — fia) 

or,  X  tendant  vers  la  valeur  «,  ^ ^ — -^  —^—^ —^ 

X  —  a  X  —  a 

tendent  respectivement,  et   par  définition  même,  vers 
(j>'(a)  et/' (a).  Donc 

On  arrive  encore  à  ce  résultai  par  la  série  de  Taylor, 
Supposons  quey^'*+^^(a)  et  yî'*+*)  (a)  soient  les  premières 
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dérivées  qui  ne  s^annulent  pas  simultanément  pour 
x  =  a;  on  aura,  en  posant  x  =  a -^  h  dans  la  for- 
mule (9)  du  n«  130, 

d'où 

/{a  -4-  h)  "/:»+') (a +  e'/t)' 
d'où  l'on  tire,  eu  faisant  A  =  o, 

163.    Exemples,    i®  L'expression devient  - 

*  X  —  a  0 

pour  X  =  a.  Or  la  dérivée  de  x"*  —  a"*  est  mx"'~\  et  celle 

j^' fl"» 

de  j:  —  a  est  i:  donc  la  vraie  valeur  de  — est  ma'"""* 

pour  a:  =  a,  quel  que  soit  m. 

2**  En  appliquant  la  même  règle,  on  trouve  que,  pour 

x  =:  a,  la  vraie  valeur  de ; ;; est  o. 

'  x^  —  a^ 

On  peut  le  voir. autrement,  car 

X* —  ^ax^-\-  5a^x  —  2«'  =  (j:  —  aY(x  —  20), 
x^  —  a^=(x  —  rt)(x-f-rt); 

donc  la  fraction  donnée  est  égale  à 

(.r  —  aVix — la)  (x — fi)  (x — 2^) 

-; ~ -!■        ou ^ , 

[X  —  a)[x^a)  X -\- a 

expression  qui  devient  bien  o  pour  x  =.  a, 

si  n  «2?  •  ,0 

3°  Soit  •  Pour  j:  =  o,  cette  fonclion  devient  -; 

X  '  o 

la  dérivée  de  sinj:  est  cosj:,  et  celle  Ae  x  est  i  \  donc  la 

,.     .      ,    sinx 

limite  de  — —  est  1  pour  x  =  o. 

Ce  résultat  doit  être  considéré 'comme  une  vérification, 
mais  non  comme  une  démonstration,  puisque  nous  n'a- 


sin*a: 


l58  COURS   d'ànàltse. 

vons  obtenu  la  dérivée  de  sinx  qu  en  nous  appuyant  sur 

,  ,     ,                 ,.     s\nx 
ce  théorème,  que  lim est  i  pour  a:  =  o. 

4^  En  appliquant  la  même  théorie  on  trouve  lim 

pour  X  =  o\  cette  Hmîte  est  o. 

Ou  y  arrive  aussi  de  la  manière  suivante  : 

sin*j:              sina?       ,. 
lim =:  hm X  hm  sina:  =  1X0=0. 

X  .T 

On  aurait  de  même 

,.     tani^^r       ,.     siiîj?       ,.         i 

hni  — 2—  =  hm X  hm z=  i  X  1  =^  i. 

X                          X  COSJ? 

ft* gT"* 2  X 

5°  Limite  de ; pour  a:  =  o. 

X  —  sma:       *■ 

On  trouve  successivement 


f^'(x 


vf'(x 


f"[x 


/-(, 


e*-^  (T* —  2        o 

=  -  pour  4?  =  o; 

I  —  cosa:  o 

€*  —  c*        o 

— : =  -  pour  j:  =  o  : 

siuj:  o 

=  1  pour  X  z=Q, 


Cosj: 

La  limite  cherchée  est  donc  égale  à  2. 

On  serait  parvenu  à  ce  résultat,  en  remplaçant  e')  e 
et  sinj:  par  leurs  développements  en  séries.  En  effet, 


r  a 


x^  ar» 

^  =  1-4-  X  H 


I .2  I .2.3 


j:'  j:* 


^"^  =  I  —  X  -\ _  H- 

1.2         I .2.3 


x^  x^ 


sinx  ^x -h 


1.2.3       I •2.3.4*^ 
donc 


e* 


(x^  x^  \ 
ô  "• o  >  g  -f-  .  .  .  ) 
I .2.3        I .2.3.4*5             / 


X» 


X      sin  X  — —  — — j — y  -|-  • .  •  • 

1.2.3  1.2. 3.4*0 
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d'où 


—  e^ —  IX 


f      X*  X*  \ 

\ 1 ,1.3       1 .2.3.4*5      '  '  / 


X — siiij:  x^ 


1.2.3       I .2.3.4*5 

Si  Ton  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  se- 
cond membre  par  x',  puis  qu^on  fasse  x  =  o,  on  trouve 

eucore 

..     e* — e~* — IX 

lim -, =  2. 

X —  svax 

6"  lim j—  =  —  2  pour  x  =  î  , 

I  — dr  -+-  \x  ; 

,.  \x 

7®  lim =  I    pour  xz=^\, 

X I 


00 
VALEUR    DES    EXPRESSIONS    QUI    PRENNENT    LÀ    FORME:--* 

00 

164.    Supposons    que    l'expression  -  prenne    la 

forme  — >  pour  a:  =  a,  il  s^agit  de  déterminer  la  valeur 
de  lîm-7-— (•  On  a  identiquemeut 


?(-r)_/(3r) 
y(x) 

or,  pour  j:  =  a,    ,,    ,  et  — : — r  sont  nuls.  Donc  la  vraie 

f{x)  (p(x) 

valeur  de  cette  expression  sera  la  limite  du  quotient  des 

dérivées  de  -^7— r  et  de  —t-t')  et  Ton  aura 
/(x)  <p(x) 

/(x)  y  (^)  L?(-^)      /W      /(-^IJ 

ç(x)» 


i6o  couns  d'analyse. 

ou^  en  désignant  par  A  la  limite  de  ^r— r» 

d'où 

A    ou     lim  -^-r—  =  hm  ■jtt-^  • 

On  retombe  ainsi  sur  la  règle  donnée  dans  le  cas  où 

l'expression  proposée  devient  -5  par  conséquent,  si  tî  -H  i 

désigne  l'ordre  des  dérivées  de  (f(x)  et  d^f{x)  qui,  les 
premières,  ue  sont  pas  nulles  ou  infinies  à  la  fois,  on  a 

165.   La  démonstration  précédente  suppose  que  A, 

c'est-à-dire  la  limite  de  ——{i  est  différente  de  o  ou  de 

Tinfini  ;  je  dis  d'abord  que  la  même  règle  subsiste  quand 
A  =  o.  En  effet,  g  désignant  une  constante,  l'expression 

deviendra  encore  —  pour  œ  =  a\  mais  sa  vraie  valeur 

est  gy  puisque  A  ou  }:       est-nulle.  Donc,  d'après  ce  que 

nous  venons  de  démontrer, 

y-(^)+g/'(a)_  <f'(a) 

»-  /'[a)  ~^       /'(«)' 

donc 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'application  de  la  règle  générale  con- 
duit à  la  vraie  valeur  de  l'expression. 

11  en  résulte  qu'elle  y  conduirait  encore  si  A  était  in- 
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finie,  car  si  -77-7  =  »  •  on  a  -7-^  =  o.  Donc  -77 — r  =  o, 

'  /(«)  t(«)  9(^) 

et  par  conséquent    , .      =  00  • 

VALEUR  DES  EXPRESSIONS  QUI  PRENNENT  LA   FORME  O  X  CO  • 

166.  Pour  trouver  la  valeur  de  l'expression  9(^)/^(«)» 
dans  laquelle  (p(a)  =  o  et /(a)  =  oo ,  on  observe  que 

•  •  1     •        o 

expression  qui  devient  -  pour  x  =  a* 

Ou  peut  encore  poser 

?(^ 

qui  devient  —  pour  x  =  a. 

Dans  les  deux  cas,  on  appliquera  les  lèglesprëcédenies. 
On  trouvera  ainsi 

lim  I  (i  —  o:)  tang  —    =  -  pour  j:  =  1 

167.  Lorsque  les  dérivées  de  (f(x)  et  de  f(x)  con- 
duisent à  des  expressions  qui  présentent  toujours  pour 
a:  =  a  la  même  indétermination  que  celle  dont  on  clierche 
la  vraie  valeur,  il  faut  recourir  à  des  artifices  particuliers. 
Celui  qui  réussit  le  plus  généralement  consiste  à  rempla- 
cer X  par  a  -h  ^1  à  développer  les  fonctions  par  la  série 
de  Taylor,  à  opérer  toutes  les  réductions  et  simplifications 
possibles,  et  à  faire  finalement  h  =  o.  Ainsi 


(«) 


^x  —  v^  +  V'"'-"  —  ^ 

StURH.    —  y//l.,    I.  I  I 
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devient  -  pour  x  =  q.  Le  quoticut  des  dérivées 


9,  \/x        2  \/jr  —  a 


X 


^x'  —  a' 


QO 


devient  — ?   el   les  dérivées   suivantes  donneront  tou- 

jours  — ■'  Pour  déterminer  la  valeur  de  l'expression  (i), 
posons  j:=  a -h /i^  elle  devient 


^à  -4-  /i  —  y/ a  -h  y7i 
^h  sj'i.a  -h  h 

Si   Ton    multiplie    les    deux   termes  de   ce  rapport  par 

^la  4-  //  -h  ^a,  il  vient 


/—  vî 


^li  sjia  4-  /*  (y/«  -4-  A  4-  v/«) 
divisant  ensuite  ces  deux  termes  par  y/A,  on  a 


-:  » 


^ia  4-  /*  (  y^rt  4-  /f  4-  v^«) 
expression  qui,  pour  h  :=  o,  devient 


ou 


On  serait  encore  parvenu  à  ce  résultat,  en  développant 


V^a  4-  A  par  la  formule  du  binôme. 

VALEt'R     DES     EXPRESSIONS     QUI     PRENNENT    LA    FORME    0° 

OU    1*. 

168.  L'expression/*  (jc)^^*^  prend  une  forme  indéter- 
minée lorsque  les  fonctions  y  (a.)   et  9  (x)  s'annulent 
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toutes  les  deux  pour  x  ==•  a\  on  trouvera  sa  vraie  valeur 

en  cherchant  celle  de  son  logarithme  <p  (x)  1/  (^'). 

Par  exemple,  soit  à  trouver  pour  j:  ==  oo    la  limite 
I 

àef[xY.  Le  logarithme  népérien  de  cette  expression 
est — ^—^5  et  sa  limite  est  celle  de  -77-7  •  On  aura  donc 

—  lim  —-7 — 

iim/(a:)*=£?        ^^''\ 

De  même,  la  vraie  valeur  d'une  expression  qui  prend  la 
forme  1*  se  déduira  de  la  vraie  valeur  de  son  logarilhinc 
qui  prendra  la  forme  oo  Xo, 

EXTEISSION   DES    RÈGLES    PRÉCEUEATES. 

169.  Les  règles  pour  trouver  la  valeur  des  expressions 
qui  deviennent  indéterminées  quand  x  =  a  subsistent 
encore  lorsque  a  devient  inGni,  puisqu'elles  sont  vraies 
quelque  grand  que  soit  a;  mais  la  démonstration  ne 
pourrait  plus  se  faire  de  la  même  manière.  Nous  allons 
arriver  directement  à  ces  règles  dans  le  cas  d'une  expres- 
sion qui  prend  la  forme  -  pour  x  =  oo  .   A  cet  effet, 

soit  je:  =  -;  on  aura 


d'où 


lim  ^  f  ") 


/(-.)       ^  (  1 


Or  pour  ar  =  00  ,  on  aj  =  o  :  donc 


lim — 7^;   =  lim  — 

y  (S)      ri^}'    ' 


JJ       \  J' 


1  r. 
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ou  bien 

A'>      r{i)      ^':' 

Mais  avant  d'appliquer  les  régies  il  faudra  bien  s'assurer 

quç  TexpresSîon    proposée,   ainsi    que  777—7?  approche 

d'une  limite  quand  x  tend  vers  Pinfini*  Par.  exemple, 
l'expression 

-  ,  COSiT 

■*;•  .  '^ 


•> 


l[^   •.'  i*>d:  —  smx  sm^ 


i; 


I  — 

tend  vers  i  pour- a:  =  00  ,  tandis  que  le  rapport  des  dé- 
rivées   H^  a  une  valeur  coiin^lélement  indéterminée 

quand  a:  =  00.  4 

£X£RaC£S. 

•« 

1.         hm^tf-"*=hm — ^^^ =  0    pour    :c=qo; 

cette  limite  est  encore  o,  même  quand  n  n'est  pas  entier,  comme 
on  s'en  assure  en  développant  è*  en  série. 


2.  lin^ j:*  =  i ,     pour    x  =  00  . 

3.  ]im(Aj7^+Bx^^+...4-U)'=i,    pour    j?=oo. 


4.  lim  (  I  H-  j:)*  =  e    pour    a*  =  o. 

5.  =:lfl  — lô    pour    j:  =  o. 

«4/ 


(V 
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TREIZIÈME  LEÇON. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

Extension  du  théorème  de  Taylor  aux  fonctions  de  plusieurs  variabl(*s. 
—  Extension  dn  théorème  de  Maclaurin.  —  Propriétés,  des  fonctions 
homogènes. 

EXTENSION  DU. THÉORÈME  DE  TAYLOR. 

170  Soit  //  =:f(Xyj)  une  fonction  de  deux  variables. 
Pour  développer^'  [x  -h  A,  JKH"*  ^)  suivant  les  puissances 
'de  h  et  de  A,  on  change  d'abord  ^x  en  x-\-ht^j 
en  y -h  ht  et,  dans  le  résultaty(j: -4- At,j^ -H  A/)  déve- 
loppé suivant  les  puissances  ascendantes  de  t  par  la 
formule  de  Maclaurin,  on  fait  t  =  i. 

Soi  t  donc 

si  Ton  pose,  pour  siiuplifîer  la  notation, 

x-\-hiz=p     et     j'-^Ât=:q^ 
on  a 

l}=^{t)=/{p,q). 

Maintenant  on  a,  d'après  la  série  de  Maclaurin, 

? W  ==  ?(o)  ^/^{o}  -^Jl-f(o)  +...4-     /"        yC")  (o) 
et 

Mais,  à  cause  de  ç  (t)  =  U, 

,'{t)dt=.-dp^  —  dq=^-h^-kyt, 
puisque  Ton  a 

d^j  =:  hdty      dq  =^  kdt'y 


du    \(») 
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donc 

Si  l'on  désigne  cf'  (t)  par  U',  U'  sera  encore  une  fonction 
de;?  et  de  <jf,  et  Ton  aura 

^    ^   '  df^  (l(f  d/)^  dpdq  dq^ 

Mais  le  dernier  membre  n'est  autre  chose  que  le  dëve- 

loppement  de  (-7- "H — j-  ^'1    Clans    lequel    on    aurait 

remplacé  r/U*  par  c?*U;  on  peut  donc  écrire  la  formule 
symbolique 

„.  .      (du  ,     du  ; 

on  aura  de  même 

et,  en  général, 

,  ,,  ^       fdV  ,       dl]    \(») 

ce  qu'on  démontrera  aisément  en  faisant  voir  (comme 
pour  les  différentielles  totales  des  fonctions  de  plusieurs 
variables)  qu'une  nouvelle  différentiation  revient  à  mul- 
tiplier chaque   terme   de   l'expression    symbolique    par 

--7-  h  4-  -T-^S  puis  à  changer  les  exposants  de  flU  en  in- 
dices de  différentiation. 

Ainsi  donc  on  aura  généralement 

nin—i)      d^U      ,     ,,, 
I  .2       djj"~^dq^ 

4-  n  ^     .       ,  hk''-'  -f-  -— -  k\ 
dpdq"-^  dq"" 
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171 .  Maintenant,  comme 

uz=zf[x,y),     V=/(pyq)y     p  =  X'^ht,     q=y^kt, 

sî  Ton  fait  f  =  o,  p   devient  égal  à  x,  9  à  j^  U  à  ix,  et 
ron  a 

,,  ^         /rf«  ,        du  ,\(») 


/^//   ,        du    NC) 
<l'ail!eurs,  si  l'on  pose  f  =  i,  on  a 


donc 


r/«  .        du  ,  I      l du  ,        du    Ni*) 

=  tt  -h  -7-  /'  -f-  -7-  ^'  H- -7-  ''^  "^  -7-  ^ 

ax  ay  i  .  2  \  ax  djr 

(l)       {  i        [du  .        du  ,\(^) 

i.2.3.\«j:  ^y     I 


r-^  H-  -7- A^l       4-R. 


1 . 2  .  .  .  «   \  r/j7  dy 

On  a  d'ailleurs 

I  . 2 .  .  . /i  L \  /5^  f /gr     y  \'lx  dy    I      J * 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacer  p  par  x  -+-  0/z, 
et  ^  parj^  -4-0 A. 

172.  Comme  h  eik  sont  les  accroissements  arbitraires 
des  variables  indépendantes  x  et  j,  on  peut  les  remplacer 
par  dx  el  dy^  ce  qui   change    cj/'  (o)    en   du,  9''  (o)    en 
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d^tt,  etc.,  el  il  vient 

/{x-^  /i,  jr-^A)=zU'hdu-\ H 5- -4-... 

I .2  I .2.3 

H hR. 

I  .2.  .  ./Z 

On  parviendrait  de  la  même  manière  à  la  formule 

(a)         I  ,  dUi  d^ii 

I       =u-^du-^ h...  H hR, 

\  1.2  1.2...// 

OÙ 

I         rfdV,       dV  ,        rfU,  \(«) 

R  = -7-  ^'  -^'  TT-  ^  +  -7-  ^  -»-  •  •  •  ) 

1 .  2 .  .  .  «  L  \  /'//>  dq  dr  J 


l  du  <f a  du 

\dx  djr  dz 


_(iV!/,^ii:!,H.-/+..  V"'] 


Dans  cette  expression  symbolique,  on  a 

u=/{x,x,z,..,),     lJ=/{p,qy  r.  ..), 

et  6  représente  une  fraction  positive. 

Quand  on  reconnaît  que  le  reste  R  peut  devenir 
plus  petit  que  toute  quanlilé  donnée,  lorsque  n  est 
assez  grand,  la  série  indéfinie  qui  forme  le  second  membre 
de  Téquation  (2)  est  convergente  et  a  pour  somme 
/{.r  -h  A,  j^  -4-  /r,  ^  -f-  /,...) .  C'est  la  série  de  Taylor  éten- 
due à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

173.  On  peut  faire  voir  ici,  comme  pour  les  fonctions 
d'une  seule  variable,  qu'en  prenant  h  et  k  assez  petits, 
un  terme  quelconque  du  développement,  s'il  n'est  pas 
nul,  surpassera  en  valeur  absolue  le  reste  de  la  série,  à 
partir  de  ce  terme. 

Ainsi  soit,  dans  la  série  (i),  le  terme 

^  1         fd"u  .  d"u      ,     .,  d'*u  ,  \ 

1,2..  ,n\dx"  dx'^^dy  dy""      / 
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on  a 

d^V       d^u  I    d'* 

n 


R  r//?»         d.r«  \dp 


^"U d*u    \k 

dp"^' dq  ~"  <^x«-' dyjli'^"* 


\..  d"u  d"u       k 


dx'*  daf^^dy  h 

après  avoir  divisé  les  deux  termes  de  la  fraction  par  /^^ 

Or,  pour  A  =  o  et  /r  =  o,    ,  ^  ^   ^  devient  -r — ; : 

donc,  en  prenant  A  et/:  assez  petits,  le  numérateur  pourra 
être  rendu  plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  puisqu'il 
se  compose  de  groupes  de  termes  qui  tendent  séparément 
vers  zéro,  landis  que  le  dénominateur  a  une  limite  diffé- 
rente de  zéro;  donc,  etc. 

EXTENSION    nu    THÉOnÈME   DE    MACLAURIN. 

174.  Supposons  que,  dans  le  développement  de 
f[x  -4-  A,  JK  -H  ^)  ^^  "**  4*^^  »  o"  fasse  r  =  o,  j^  =  o.  Dé- 
signons par  Mo,  ('t)   »  (-T-)  » •  •  •  >  ce  que  deviennent  u^ 


du  du 
:  dy 
On  aura 


^,  _,...,  pour  j:  =  o,jr  =  a 


/<*.')="-(ê)/-(i)/ 

-T^[(ê).-{l).']'"--- 

Cette  formule  deviendra,  en  remplaçant  h  par  jc,  Aparj-, 

I      \ldii\  ldu\      "1(2) 


(3) 


et  Ton  aura 


1.2.3..  .71  L\r^  t/gr      /a  \r/a:  dy    )^    J 
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expression  dans  laquelle  on  doit  faire  jc  =  o,  j'=  o,  et 
remplacer  h  par  x,  k  par  j^,  p  par  Qx  et  q  par  Oj,  Lors- 
que R  tend  vers  o  à  mesure  que  n  augmente,  le  second 
membre  de  la  formule  (3)  donne  lieu  à  une  série  conver- 
gente qui  a  pour  somme /"(t,  y).  C'est  la  série  de  Mac- 
laurin  étendue  aux  fonctions  de  deux  variables  On  re- 
tendrait de  la  même  manière  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables. 

FONCTIONS    HOMOGÈNES. 

175.  Une  fonction  est  dite  homogène^  lorsqu'en  mul- 
tipliant les  variables  qu'elle  contient  par  un  même  fac- 
teur, le  résultat  est  égal  à  la  valeur  primitive  de  la  fonc- 
tion multipliée  par  une  certaine  puissance  de  ce  facteur. 
Ainsi  f(x^  Jy  ^)  ^^-^^  ^"®  fonction  homogène  si  Ton  a 

m  est  dit  le  degré  de  la  fonction. 

176.  Si  Von  dwise  une  fonction  homogène  du  m'*"'*  de» 
gré  par  une  des  variables  élevée  à  la  puissance  niy  la 
fonction  ne  dépendra  plus  que  des  rapports  des  autres 
variables  à  celle-ci. 

En  effet,  posons  /j:  =  i,  on  aura  f  =  ->  ei  la  relation 


devient 


/( 

'^,  <r, 

,z) 

=  r/(x,/,z) 

/( 

'.  ^ 
/>;' 

i) 

X'" 

Réciproquement^  si    cette    condition  est  remplie,  la 
fonction  est  homogène.  En  effet,  si 


/(X,jj3)=:a^'«y^^,   ^j 
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on  a 


/[ta-,  ty,  tz)  =  roTtf  ( -,  ^ 


ÉHminant  la  fonclion  f ,  il  vîeiU 

/(tx,  ty,  tz)  =  t^f{T,y,  z), 

cequî  démonlreque  la  foiictiony(.r,j^,  z)  est  homogène. 

177.  Les  dérMes  partielles  et  du  premier  ordre  de 
toute  fonction  homogène  du  m'^'"'  degrés  fi^'ij^  ^)j 
sont  des  fonctions  homogènes  du  (m  —  ij»*'"*  degré. 

Soit,  en  effet,   -^^^'^'^    =  ^  (^^Jj  2;)  ;  on  a  (175) 

CCtXr 

f{tx,  ty,  tz,)  z=z  V/ix.y,  z)  ; 

d'où,, en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par  rap- 
port à  a:, 

ff{tXyty.tz)t  =  i'"<f'.T,y,z); 

ce  qui  revient  à 

tf{tx,ty,tz)=zt^-^^{jr,y,z); 

donc  (176,  récipr.)  (f(x,y,  z)  ou      ^ ^'  '^  —  vM  une  fonc- 
tion homogène  du  [m  —  i)»^'"*  degré. 

178.  Pour  toute  fonction  homogène,  on  a  (175) 

f[tx,ty,tz)=t"'f[x,y,z). 
Posons 

^  =:  I  4-  a, 

on  aura,  u  désignant /"(.r, y,  z), 

(a)  f[x-\'OLX,  y -^  cLy,  z -\- oiz)  z=z[\-\- olYu, 

Or,  la  série  deTaylor  étendue  aux  fonctions  de  plusieurs 


1^2  COURS    d'analyse. 

variables  (172)  donne 

(du  du  du    \ 

di^'-^d^^-^di^j 

a}    /du  du  du    V') 

\.7.\dx  dy  dz     J 

puis  le  développemenl  du  binôme  donne 

m  [m  —  I ) 

(I  -f-a)'"^  !=«-+.  mu(f.'\ i ua?-\r. .  • 

^  1.2 

Comme  Téquation  (a)  est  identique,  il  en  résulte 

.    .         du  du  du 

^    ^         dx  dy''         dz  * 

'    ,      [du  du  du    \('^  ,  X 

^^         Idu  du  du    \  (')  ,  .  ^  , 


La  relation  (i),  la  plus  importante,  montre  que  la 
somme  des  déiwé-.s  partielles  d'une  fonction  homogène  j 
multipliées  respectii^ement  par  la  variable  correspond 
dantey  est  égale  à  la  fonction  multipliée  par  son  degré. 

179.  Exemple. 

tt  =  Ax^  +  Bj'  -f-  Qz^  -f-  2Dj«  +  2E^3  H-  2F  xy. 

On  a 

—  =  2  A  J?  +  2  E  Z  -1-2  F/, 

-;-  =  2By-l-  2Dz-^  2Far, 


du 

-— z=2C«-h2Dy-h2  Ex, 


d'oij 


du  du  du 


dx  dy  dz 

=  2  ( Ax' 4-  Bjr' H-  Cz'-h  2Dyz  -f-  2  Ex2 -4-  2 Fxy)  =  2  w. 
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180.  L'identhé  (i)  peut  s'obtenir  directement  comme 
il  suit. 

Posant 

u-  =  p,     ty  =  q,     tz  =  r, 

on  a 

d'où  il  résulte,  en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres 
par  rapport  à  f, 

^/(iP»y«^)  ^  ^  àf(p,  g,  y  )      _^  df(p,  y,  r]  ^ 
dp  dq  ilr 

Cette  identité  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  ^^  or 
si  f  =  I , 

4fiPf  y>  r)        d/(p,q,r)        d/[p,q,r) 
dp  dq  dr 

deviennent  respectivement 

du  du  du 

dx  dy  dz 

donc 

,  .  du  du  dit 

181.  Pour  démontrer  directement  la  relation  (a),  il 
faut  différentier  l'équation  (i)  par  rapport  h  x^  à  y  et 
à  z\  ce  qui  donne 

d^n  d^u  d'u  du  du 

X    — --    -\-Y  - — -. h  z  -— h  -7-  =  w  -7-9 

dx^  dxdy  dzdx        dx  dx 

d^u  d'u  d^u  du  du 

^  —i — : — ^  y     TT    +  2  — — ; — h  -7-  =  w  -7-  î 
dxdy  dy  dydz         dy  a  y 

d'^u  d'^tt  d^u         du  du 

X  — — - — h  y  - — : h  z    ——■   -h  -—  =  w  -—  • 

dxdz  dydz  dJ  dz  dz 

Ajoutons  ces  équations  respectivement  mullipliées  par 
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x^y^  z^  puis  retranchons  des  deux  membres  de  réqualion 
résultante  la  quantité 

du  dm  du 

il  viendra 


X  -4-  Y  -4-  Z« 

dx  dy^        dz     ' 


du  du  du    \(2) 

-T-xH — 7- Y -\ — T-z]      zzzmim — ijtf. 

dx  dy  dz    j  ^  ' 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  équations  (3  ) ,  (4) 
et  suivantes  (178). 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

MAXIlVfUM  ET  MINIMUM  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE. 

Maximums  et  minimums  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante. 
—  Applications.  -UMaxin^ums  et  minimums  d*une  fonction  implicite. 


MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DKS    FONCTIÛKS    D  UNE    SEULE 

VARIABLE     INDÉPENDANTE. 

182.  Soîty*(a:)  une  fonction  d'une  seule  variable  t. 
Si,  en  faisant  croître  x,  la  fonction  prend  une  valeur  rédle 
qui  surpasse  celles  qui  Fa  précèdent  et  celles  qui  la  suivent 
immédiatement,  cetre  valeur  de  la  fonction  est  dite  un 
mnximun/.  On  appelle  minimum  une.  valeur  moindre 
que  les  valeurs  voisines. 

S\f[x)  devient  un  maximum  pour  jr  =  a,  la  difïé- 
rencey(a  4- A)  — f{^)  seira  négatiy^e^  quel  que  soit  le 
signe  de  /i,  pourvu  qu'on  prenne  h  suffisamment  pelil. 
Celle  difrérenceserait/^05/7/Vesiy(rt)  élait  un  minimum. 

183.  Une  fonction  peut  avoir  plusieurs  maximums  et 
minimums  qui  se  succèdentalternativement,  siiafonction 
est  continue.  Un  maximun  peut  être  moindre  qu'un  mi- 
nimum. Un  maximum  négatifdevient  un  minimum  quand 
on  fait  abstraction  de  son  signe,  et  de  même  un  mini- 
mum négatif  pris  positivement  devient  un    maximum. 

Ces  diverses  con- 
séquences  de  la  dé- 
finition sont  ren- 
dues manifestes 
par  l'inspection 
_-  de  la  courbe  si- 
nueuse  ABCDE. 
Soit  r  =f[x)  Té- 
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quation  de  celte  courbe;  les  valeurs  maximum  et  mi- 
nimum de  f{x)  sont  évidemment  les  ordonnées  des 
points  A,  6,  etc.,  où  la  tangente  est  parallèle  K  Taxe  des  x. 
On  voit  que  l'ordonnée  du  point  A,  qui  est  un  maxi- 
mum, est  moindre  que  l'ordonnée  du  point  D,  qui  est  un 
niimimum,  et  que  l'ordonnée  du  point  B,  qui  est  un 
maximum  en  valeur  absolue,  est  un  minimum  quand  on 
la  prend  avec  son  signe. 

184.  On  sait  que  la  fonction /(x)  croit  continuelle- 
ment lorsqu'en  faisant  croître  x,  dans  un  certain  inter- 
valle, la  dérivéey  [x)  reste  constamment  positive,  et  que 
f(x)  décroît  au  contraire  quand  la  dérivée  est  négative. 
La  fonction  f[x)  ne  devient  donc  ni  maximum  ni  mi- 
nimwn  tant  que,  x  croissant,  la  fonction  dérivée  con- 
serve le  même  signe.  Mais  si  la  dérivée  change  de  signe 
lorsque  x  atteint  et  dépasse  une  certaine  valeur  rt,  alors 
la  fonction /(.r)  deviendra,  pour  cette  valeur,  un  maxi- 
mum si  la  dérivée  passe  du  positif  au  négatifs  ou  un  mi" 
nimum  si  la  dérivée  passe  du  négatif  au  positif  Cette 
dérivée  ne  peut  d'ailleurs  changer  de  signe  qu'en  s'éva- 
nouissant,  ou  bien  encore  en  devenant  discontinue  ou 
infinie.  Ainsi,  les  valeurs  de  x  qui  rendent  y  (x)  maxi- 
mum ou  minimum  sont  uniquement  celles  pour  les- 
quelles/^'(x)  devient  nulle,  infinie  ou  discontinue  en 
changeant  de  signe. 

185.  Ordinairement  le  maximum  et  le  minimum  ré- 
pondent à  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction 
dérivée  change  de  signe  en  s'évanouissant  et  en  restant 
finie  et  continue.  Dans  ce  cas,  on  peut  établir  les  condi- 
tions du  maximum  et  cellfs  du  minimum  à  l'aide  de  la 
série  de  Taylor.  On  a  d'abord 

f[x-^h)  ~/(^)  =  hf  [x]  -f-  R. 

Si/'(x)  n'est  pas  nulle,  la  différence /(x -h /i) — /^(x) 
a  le  même  signe  que  hf  [x).  Celte  diiïérente  change  donc 
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de  signe  avec  A;  doiic/(a:)  n'est,  dans  ce  cas,  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 

Mais  si/'(j:)  est  nulle  et  sif"(x)  ne  Test  pas,  on  a 

alors,  quel  que  soit  le  signe  de  /i,  f(x-i-h) — f(x)  a  le 
même  sigiTe  que  y'  (x).  Donc,  sif"{x)  est  positive  pour 
la  valeur  de  j:  que  Ton  considère  et  qui  annuley'(x), 
f(x)  est  un  minimum,  et  s\f"(x)  est  négative, /(x)  est 
un  maximum. 

Mais  sij'^'(x)  est  nulle,  on  aura 

/(x  +  A)-/(x)  =  -^/"(x)H-R; 

et  si  f"^(x)  n'est  pas  nulle,  f(x  -h  h)  — f(x)  changera 
de  signe  avec  h  '-f[x)  ne  sera  ni  maximum  ni  minimum. 
Si  f^"  (x)  =  o,  on  aura 

/(x  + /O -/(x)  = -J^/.'(.r)^  R. 

e\f(x)  sera  un  minimum  ou  un  maximum  selon  que 
f^^[x)  sera  posilive  ou  négative  pour  la  valeur  de  x  qui 
annulejf' (a:),/''(j:),y*"' (a:) ,  el  ainsi  de  suite. 

186.  En  général,  quand  une  valeur  de  x  annule  que!-- 
ques-uues  des  délivrées  successwes  f  [^)'if"  (3^)»  •  •  •  ?  •*' 
la  première  dénWe  qu'elle  n^annulc  pas  est  d^ ordre 
pair^  la  fonction  f[x)  est  un  minimum  ou  un  maximum, 
selon  que  cette  dériv^ée  est  positivée  ou  négalii^e;  mais  il 
n^y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  la  première  dériy^cc 
qui  ne  s^ annule  pas  est  d'' ordre  impair. 

Celte  règle  s'accorde  avec  celle  que  nous  avons  donnée 
plus  haut  (n°184)5  car  si,  par  exemple,  les  trois  pre- 
mières dérivées  s'annulent,  on  aura,  eu  appliquant  la 
série  de  Taylor  à  la  dérivée, 

Stcrh.  —  j4n,t  î.  12 


1^8  CODAS  d'analyse. 

et  l'on  voit  bien  que^'  (r)  changera  de  signe  avec  /i.  Il 
esl  clair  que  y  (j:)  ne  changerait  pas  de  signe  avec  h  si 
la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  était  d'ordre 
impair. 

APPLICATIONS. 

187.  1**  Minimum  de  af.  Comme  il  revient  au  même 
Je  faire  la  recherche  du  minimum  sur  le  logarithme  né- 
périen de  cette  expression,  posons 

on  aura 


f(x)  =  i-^\x 
Or  si  Ton  fait 


et    /''(^)  =  -. 
^    ^        X 


l-\-\x 


on  a 


Comme 


\x  =:  —  I, 


d'où       J7  =  6f~*r=— • 

e 


f 


■(0  = 


e>o. 


on  en  conclue  que  x'  est  minimum  pour  j:=  -• 

2°  On  donne  deux  points  A  et  B,  situes  dans  deux 
p.  milieux  différent  s  y  séparés  par 

une  surface  plane  P.  Un  mo- 
bile se  meut  dans  le  premier 
milieu  ai^ec  une  vitesse  uni- 
forme Uy  et  dans  le  second  mi~ 
lieu  ai^ec  une  vitesse  uniforme  p'j 
on  demande  le  chemin  AHB 
c/ue  ce  mobile  doit  suis^re  pour 
se  rendre  de  A  en  B  dans  le 
temps  le  plus  court. 

Il  est  clair  d'abord  que  ce  chemin  doit  être  composé 
de  lignes  droites.  Je  dis  ensuite  que  la  ligne  brisée  qui 
résout  le  problème  doit  être  dans  le  plan  ABCD,  con- 


A 

V, 

K 

/■ 

H 

"/ 

/ 

I 

B 
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duil  par  les  perpendiculaires  AC,  BD  au  plan  P.  En  clïel, 
supposons  que  celle  ligne  soît  AGB  et  qu'elle  rencontre 
le  plan  P  au  point  G  non  situé  dans  le  plan  ABCD.  Me- 
nons GL  perpendiculaire  à  CD,  et  joignons  AL  et  BL. 
Les  triangles  AGL  et  BGL  étant  rectangles  en  L.  on  a 
AL  <  AG  et  BL  <^  BG;  par  suite,  le  mobile  ira  plus  ra- 
pidement du  point  A  au  point  B  en  suivant  le  chemin 
ALB  qu'en  suivant  le  chemin  AGB. 

Cherchons  donc,  dans  le  plan  ABCD,  perpendiculaire 
au  plan  P,  la  ligne  AHB,  qui  est  parcourue  par  le  mo- 
bile dans  le  moindre  temps  possible.  Soient 

AC  =  rt,     BD  — 6,     CD  =  c     et     CH=j-; 

le  temps  que  le  mobile  emploie   pour  aller  de  A  en  II 

AH        \/a^  -4-  ^ 
est  —  = 9  et  celui  qu'il  met  pour  aller  de  H 


^       ^    BH        ^b^-^{c--xy  •         1     r        • 

en   D  est   —  = :  par  suite,  la  fonction 

qu'il  s'agit  de  rendre  un  minimum  est 

U  V 

Posons  donc 

f'{x)        ou        — __-_ ; '        —  O, 

U  ^la^  4-  j:'        V  S/ b^  -f-  (c  —  xY 
ou  bien 

X  c  —  .r 


u\ja^-^x'^        ('y/6^-f-(c  —  xy 

Si  l'on  voulait  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  or,  il 
faudrait  en  élever  les  deux  membres  au  carrr .  et  l'on  au- 
rail  ensuite  à  résoudre  une  équation  du  quatrième  degré. 


Mais  comme 

X 


c  —  X 


X' 


=  sinCAH  =  sinAnK, 


=r=sinHBD=:sinBni, 


^ù'-{-  (c—  xY 

l'i. 
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on  voîl  que,  dans  le  cas  du  minimum  [la  fonction  y  (x) 

n'a  pas  évidemment  de  maximum],  on  a 

sin  AHK        sin  BHI  sin  AHK        n 
— ou        .    p„,    —  -- 


Dans  la  théorie  de  la  lumière,  la  quantité  -f  rapport 

des  vitesses  de  la  lumière  dans  les  deux  milieux,  est  l'in- 
dice de  la  réfraction  de  la  lumière,  au  passage  du  premier 
milieu  dans  le  second. 

3°  / (.r  )  z=  f.** -f-  2  cosjc  -+-  er*. 

On  a 

y  [jc)  =z  e* —  2  sin  a:  —  e~*, 

Si  Ton  égaley'(a:)  à  o,  on  a  x  =  o,  valeur  qui,  sub- 
stituée dansy(a:),  donne/(o)  =  4» 

Pour  savoir  si  c'est  un  maximum  ou  un  minimum, 
substituons  o  à  la  place  de  x  dansy'(j:).  Comme 
f"  (o)  =  o,  il  faut  aller  plus  loin.  Or 

/'"{x)  z=e*-\-  2sinj:  — e-*     et     P'' (x)  =  e* -h  2  cosx -h  ^-•', 

d'où  Ton  tire 

/'"(0)r=0       et      /•v(o)=:r4; 

donc  y  (o)  =  4  est  un  minimum  de  y  (j:). 

4°  Tromper  la  disiance  minimum  d^iin  point  donné 
M  (a,  b)  à  une  courbe  dont  on  connaît  V équation 

(0  r=/(^). 

Joignons  MK,  K  étant  un  point  quelconque  de  la 
Courbe.  On  aura 

En  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  cette  expression, 
nous  aurons 
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équation  qui  revient  à 


181 


(^) 


y—b  dy 

•  -;-  +  1=0. 

X  —  a  dx 

dy 


Or  cette  relation  entre  — »  coefficient  angulaire  de  la  tan- 

gente  à  la  courbe  donnée  au  point  (x^y)^  et >  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  MK,  montre  que  ces  deux 
droites  sont  perpendiculaiies  entre  elles.  Donc  la  droite 
minimum  doit  couper  la  courbe  donnée  à  angle  droit. 

Si  la  distance  MK  était  susceptible  d'un  maximum,  on 
le  trouverait  encore  par  la  résolution  des  équations  (1) 
et  (1), 

Considérons  en  particulier  le  cercle  dont  Téquation  est 


x^-f-y^=z  r\ 


df 


On  aura  -—  = »  et  la  relation  (2)  devieDdra 


€ix 


Y —  b    X 

I  —   — — .-  =0, 

.r  —  a  y. 


OU  bien«  après  réduction, 


Fig«  9- 


•^        a 


Ainsi,  pour  déterminer  x 
et  y,^  nous  aurons  les  deux 
équations 


y  =  -x. 


qui,  prises  simultanément, 
représentent  les  points  d'in- 
tersection du  cercle  donné  avec  la  droite  MO.  Alors  KM 
sera  la  distance  minimum,  et  K'M  la  distance  maximum, 
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comme  on  le  verra  facilement  en  considérant  les  dérivées 
suivantes. 

Mais  il  se  présente  ici  une  singularité  que  Ton  peut  ce- 
pendant expliquer  par  la  définition  même  des  maximums 
et  des  minimums. 

Supposons  que  le  point  donné  soit  le  point  N  situé  sur 
Taxe  des  abscisses  à  une  distance  a  du  centre.  Le  carré  de 
la  distance  NH  sera  représenté  par  l'expression 

ou  bien  par 

Or  la  dérivée  de  cette  expression  est  une  quantité  con- 
stante ( —  ia)  qui,  par  conséqut  nt,  ne  peut  être  égalée  à 
zéro.  Ainsi,  quoiqu'il  existe  une  distance  minimum  qui 
est  NA,  on  ne  Tobiient  pas  par  notre  procédé.  Cela  vient 
de  ce  que,  d'après  la  définition,  une  fonction  est  mini- 
mum pour  une  certaine  valeur  de  la  variable,  lorsqu'elle 
augmente  pour  des  valeurs  plus  grandes  et  plus  petites 
de  cette  variable.  Or,  si  NH  est  considérée  comme  une 
fonction  de  x,  NA  n'est  plus  un  minimum  dans  le  sens 
que  nous  venons  de  dire,  puisque  cette  fonction,  réelle 
pour  des  valeurs  de  x  moindres  que  r,  devient  imaginaire 
pour  des  valeurs  plus  grandes. 

Cette  fonction  est  nulle  pour  x  =  o  et  pour  x=^b.  Il 
est  clair  qu'entre  les  deux  valeurs  o  et  fe,  il  y  en  aura  au 
moins  une  pour  laquelle  elle  sera  maximum;  en  prenant 
la  dérivée,  on  aura 

f'[x)  =  maf"-'  [b  —  x)"  —  noT  {ù  —  ar)"-' 
=  j:»*-*  (b  —  j-)""*  {mb  —  mx  —  nx), 

11  faudra  donc  poser 

af*^^[0  —  x)'*^^[mb  —  {m  4-  /ij x]  =  o, 
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ce  qui  donne  les  trois  valeurs 

mb  , 

Xzrz  »      a:  ==  0  y      x=:o, 

m  -+-  n 

A  la  première  correspond  un  maximum,  car  la  dérivée 
passe  évidemment  du  positif  au  négatif  quand  x  dépasse 

11            '"^ 
Ja  valeur • 

m  -\-  n 

Si  m  est  pair,  à  la  valeur  o  correspondra  une  valeur 
minimum  de  la  fonction,  mais  dans  ce  cas  seulement. 
En  effet,  pour  des  valeurs  positives  ou  négatives  très- 
voisines  de  zéro,  les  facteurs  de  la  dérivée,  (b  — j:)"~*  et 
mb  —  (m-hn)x^  sont  toujours  positifs,  tandis  que  le  fac- 
teur x"*""*  passe  du  négatif  au  positif,  puisque  m  est  pair  : 
la  fonction  sera  un  minimum  dans  ce  cas.  Mais  si  m  est 
impair,  aucun  des  facteurs  de  la  dérivée  ne  changera  de 
signe,  et  il  n^y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

On  verra  de  même  qu'à  la  valeur  b  il  correspondra  un 
minimum  si  n  est  pair,  mais  qu'il  n'y  aura  ni  maximum 
ni  minimum  si  n  est  impair. 

MAXIMUMS  ET  MINIMUMS   DES   FONCTIONS   IMPLICITES   o'uNE 

SEULE    VARIABLE    INDÉPENDANTE. 

188.  Soit 

jr^  —  imxy  +  x^  =z  a 

une  équation  qui  détermine  j^  en  fonction  dex.  On  peut 
trouver  les  maximums  et  les  minimums  de  y  sans  la 
résoudre.  En  effet,  la  différenliation  de  cette  équation 
donne 

{jr  —  ,nx)—^mx-hJ:  =  o, 

d'où 

dy        my  —  x 
dx       y  —  mx 
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Comme  les  valeurs  de  x  qui  répondent  à  des  maximums 
ou  à  des  minimums  àe  j  doivent  satisfaire  à  la  coudilion 

on  aura  ces  valeurs  en  résolvant  les  deux  équations 

jr^ — 2mjrj -h  J:'  =  a,     x  —  mjr=2  0, 

189.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  l'on  ait 
trois  équations  entre  quatre  inconnues  : 

(i)  j  <p(^>  Xf  h  '0  =  0, 

L'une  quelconque  des  variables,  x  par  exemple,  étant 
prise  pour  variable  indépendante,  les  trois  autres  seront 
des  fonctions  de  celle-ci.  Considérons  en  particulier  la 
fonction  m.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x,  ainsi  que  Jes 
valeurs  correspondantes  de  j^  et  de  ^,  qui  donnent  des 
maximums  ou  des  minimums  de  Uy  on  observe  que,  dans 
le  cas  ordinaire  du  maximum  ou  du  minimum,  on  a 

du 

ctx 

D'après    cela,    la   différentiation  immédiate   des  équa- 
tions (i)  donne,  en  y  regardant  j^,  z  et  u  comme  des 

fonctions  de  x  et  supprimant  les  termes  où  entre  —  » 

UiJO 


(2) 


Idf^df    dy  _^  df    dz 
dx         dy    dx         dz    dx 

-o, 

]  d^         drf    dy        r/cp    dz 
\  dx         dy    dv         dz    dx 

_0, 

1  d-^        d^   dy        d^   dz 
\  dx        dy    dx        dz    dx 

—  0. 
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On  élimine  -.-  et  -7-  et  Ton  obtient  une  équation, 

dx       dx  *  i 

(3)  F(j:,  j,  z,   tt)  =  o» 

qui,  jointe  aux  équations  (1),  détermine  les  valeurs  de 
X,  j^  z  et  M. 

En  difTérentiant  de  nouveau  les  équations  (i),  on  ob- 

tiendra  -— -•  On  y  substituera  les  valeurs  trouvées  pour 

jc,  y^  z,  1/,  et,  selon  que  le  résultat  sera  positif  ou  néga- 
tif, If  sera  un  minimum  ou  un  maximum. 

dy  diL 

L'élimination  de  —  et  de  —  entre  les  équations  (2) 

peut  se  faire  en  ajoutant  ces  équations  mulipliées. res- 
pectivement par  I,  i  et  jiji,  et  choisissant  les  indétermi- 
nées X  et  |x  de  manière  que  dans  le  résultat  les  coefficients 

de  ~-  et  de  —  soient  nuls.  Ou  remplace  ainsi  les  équa- 
tions (2)  par  celles- ci  : 

df        d(^         d"^ 

clx  dx        ^  dx  ' 


L'élimination  de  X  et  de  fx  conduit  quelquefois  plus  rapi- 

dy  dz 

dément  à  Téquation  (3)  que  celle  de  —  et  de  —entre 

ux  dx 

les  équations  (2). 

190.  Soient  à  déterminer  les  maximums  ou  les  mini- 
mums d'une  fonction  explicite  ¥{x^  j,^  z,  w),  x,  y^  z 
et  a  étant  des  variables  lices  entre  elles  par  les  équations 

(1)  \  <p(j:,  7,    3,    i/)  =  0, 

^[X,   Xy    Z,    w)r=:0. 
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L'une  des  variables,  x  par  exemple,  étant  regardée 
comme  indépendante,  j^  Zy  u,  (F,  a,  j^,  ^,  u)  seront  des 
fonctions  de  x. 

Si  Ton  joint  aux  équations  (i)  la  suivante,. 

on  voit  que  la  nouvelle  queslîon  est  un  cas  particulier  de 
4a  précédente,  savoir  celui  dans  lequel  la  fonction  impli- 
cite f',  dont  on  cherche  les  maximums  et  les  minimums, 
n'entre  que  dans  une  seule  des  équations  (i). 

EXERCICES. 

i .  Quel  est  le  plus  grand  quadrilatère  que  Von  puisse  former 
avec  quatre  côtés  donnés? 

Solution.  —  Le  quadrilatère  inscriptible. 

2.  Trouver  sur  une  circonférence  donnée  un  point  tel,  que  la 
somme  de  ses.  distances  à  deux  points  donnés  soit  un  maximum  ou 
un  minimum. 

Solution.  —  Le  point  de  contact  de  la  circonférence  et  d'une  el- 
lipse, tangente -au  cercle,  ayant  pour  foyers  les  deux  points  donnés. 

3.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  dont  la  surface  to* 
taie  soit  un  maximum. 

Solution.  —  En  désignant  par  x  la  hauteur  du  cône  et  par  r  le 
rayon  de  la  sphère,  on  a 

a3  — /T; 

x  = -^—^r, 

i6 

4.  Circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  dont  le  volume  soit 
un  minimum. 

Solution.  —  Mômes  notations. 

x  =  4r,     vol.  max.  =  -7rr\ 

5.  Parmi  toutes  les  paraboles  que  peuvent  décrire  des  corps 
pesants  partant  d'un  point  donné  avec  une  vitesse  donnée,  trouver 
celle  qui  a  l'aire  la  plus  grande. 

Solution.  —  Parabole  décrite  par  un  corps  lancé  dans  une  di- 
rection inclinée  de  6o  degrés  à  l'horizon. 
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6.  Parmi  toutes  les  cordes  d'une  même  longueur  inscrites  dans 
une  courbe  donnée ^  déterminer  celle  qui  retranche  le  plus  grand  ou 
le  plus  petit  segment. 

Solution.  —  La  corde  doit  faire  des  angles  égaux  avec  les  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  ses  extrémités. 

7.  Deux  rodes  circulaires  extérieures  l'une  à  l'autre  sur  un  même 
plan  tournent  uniformément  autour  de  leurs  centres  fixes,  l'une 
faisant  deux  tours,  l'autre  trois  tours  par  seconde.  Déterminer  les 
époques  et  les  positions  des  deux  roues  pour  lesquelles  dcu  v  points 
marqués  sur  leurs  circonférences  seront  à  la  plus  petite  ou  à  la  plus 
grande  distance  l'un  de  l'autre. 
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MAXIMUM  ET  MINIMUM  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS 

VARIABLES. 

Maximums  et  minimums  des  fotictioDs  explicites  ou  implicites  de  plusieurs 

variables  indépendantes. 


MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DES    FONCTIONS    DE    PLUSIEURS 

VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

191.  On  dît  qu'une  valeur  particulière  et  réelle  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  y  (jr,j^,  z) 
est  un  maximum,  quand  elle  surpasse  toutes  les  valeurs 
voisines  de  cette  fonction ,  c'est-à-dire  celles  qu'on  ob- 
tiendrait en  donnant  aux  variables  des  valeurs  très-peu 
différenles  de  celles  que  Ton  considère.  On  appelle  mini- 
mum d'une  fonction  une  valeur  particulière  moindre  que 
toutes  les  valeurs  voisines.  La  différence 

doit  donc  être  constamment  négati\^e  pour  des  valeurs 
suffisamment  petites  et  aussi  petites  que  Ton  voudra,  de  /i, 
h  et/,  (]\x3indf(x^y^  z)  est  un  maximum,  quels  que  soient 
les  signes  de  A,  k  et  l]  au  contraire,  cette  différence  est 
constamment /705/7/Ve  quaindf(x^j,  z)  est  un  minimum. 
Supposons  que  la  fonction  u  =f(x^j^  z)  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  j:=  a^  y=  b^  2  =  c.  Si  dans 
cette  fonction  on  attribue  à  j^et  à  z  les  valeurs  fixes  b  et  c, 
et  qu'on  ne  fasse  varier  que  x^  elle  sera  encore  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  x  =.  a.  Par  conséquent,  il 

faudra  que,  pour  x  =  a,    j  =  b,   z  =  c,  —  soit  nulle, 
infinie  ou  discontinue.  On  dira  la  même  chose  de  -.—  et 
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de  —  •  Donc  les  valeurs  de  x^jy  z  qui  rendent  u  maxi- 
mum ou  minimum  se  trouvent  parmi  celles  qui  rendent 

,       1  /  .    /      fiu     du    du        n        .    />    .  !• 

les  dérivées  3-»  -^j  -j-  nulles,  intimes  ou  discontinues. 

dx     dy     dz 

192.  En  se  bornant  au  cas  où  ces  dérivées  sont  conti- 
nues, on  peut  recourir  à  la  série  de  Taylor  pour  distin- 
guer, parmi  les  solutions  du  système, 

du  du  du 

;&=*'•   ^  =  '''   ^=*'' 


celles  qui  répondent  à  des  maximums  ou  à  des  mini- 
mums. En  effet,  on  a  Au  ou 

^/         .  .  .V        >./  V       du  ,       du  ,       du  ,     ^ 

/•(x-i-A,^4-^,  zH-/)-/(x,j,z.)  =  — A-f-  — it+^/+R. 

Or  on  peut  toujours  prendre  A,  A  et  /  assez  petits  pour  que 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  qui  contiennent 
hj  k  el  l  au  même  degré  surpasse  la  valeur  absolue  du 
reste  R  correspondant:  d'ailleurs,  dans  la  question  qui 
nous  occupe,  on  doit  regarder  A,  A  et  /  comme  pouvant 
être  plus  petits  que  toute  quantité  donnée,  et  en  même 
temps  comme  ayant  des  signes  quelconques  *,  donc  ;  i°  Au 
doit  avoir  le  même  signe  que 

du  ,        du  ,        du  . 
— /i-S-  37- X- 4-  -7-/; 
dx  dy  dz 

%^  si  Ton  n'avait  pas  à  la  fois 

du  du  du 

-—=0,      -—  =  0,      — =0, 
dx  dy  dz 

f(x^  y^  z)  ne   pourrait  être  ni   un  maximum  ni   un 

minimum,  puisque  en  changeant  simplement  les  signes 

de  A,  h  et  /,  sans  changer  leur  valeur  absolue,  on  changc- 

.    ,      ,  t     du  1        du  ^        du  j  .  ,    . 

rait  le  signe  de  -7- A  H — r-k  -\ — --/,  (  i,  par  suite,  celui 
°  dx  dy  dz   *       ^   ^  '• 
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de  Am.  Nous  retrouvons  ainsi  les  conditions  prëcédem- 
ment  obtenues  (191). 

193.  Cherchons  maintenant  quelles  sont  les  conditions 
nécessaires  et  suffîsantes  pour  que  f(x^  yt  ^)  *^^^  "" 
minimum  ou  un  maximum. 

La  différentielle  totale  du  premier  ordre  étant  n^lle, 
on  aura 

ou  bien     ^  .v  i 

2 

Admettons  d'abord  que  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F, 

qui,  pour  abréger,  désignent  les  dérivées  partielles  du 

second  ordre,  -r-^  >  3*7'  ^^^'j  ^^  soient  pas  tous  nuls  a  la 

fois  pour  les  valeurs  considérées  de  x^y^  z,  c'est-à-dire 
pour  celles  qui  annulent  les  dérivées  du  premier  ordre 
fin    du    du 
dx    fly    dz 

Si  d^u  n'est  pas  identiquement  nulle,  il  peut  arriver 
trois  cas  :i°  d^u  pourra  changer  de  signe,  alors  il  n'y  aura 
ni  maximum  ni  minimum^  2°  d*u  conservera  toujours  le 
même  signe,  alors  //  sera  maximum  ou  minimum  selon 
que  d^u  sera  négative  ou  positive •,  3°  d*  a  sera  nulle  pour 
certaines  valeurs  de  A,  /r,  /,  mais  sans  jamais  changer  de 
signe,  alors  on  ne  peut  dire,  sans  pousser  plus  loin  le 
développement  de  Af£,  si  la  fonction  est  un  maximum 
ou  un  minimum. 

Nous  nous  contenterons  de  chercher  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  que  d'^uon  la  fonction 

A  A»  +  B^2  4- C/^  4- 2  D/iX -f.  2  EÂ/ -f- 2FX7 

soit  constamment  positive,  quels  que  soient  les  signes  do 
//j  A.  /,  pour  de  très-petites  valeurs  de  ces  trois  quantités. 
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Maïs  comme  cette  expression  est  une  fonclion  homogène 
de  A,  k  et  /,  en  la  mettant  sons  la  forme 

^'(A  +  B^+C^+.Dl  +  .Ei  +  .pli), 

on  voit  que,  si  elle  est  positive  pour  Je  Irèspelites  va- 
leurs de  liy  Ar,  /,  elle  le  sera  encore  pour  des  valeurs  aussi 
grandes  que  Ton  voudra  de  ces  variables,  pourvu  que 
leurs  rapports  ne  changent  pas.  Ainsi,  il  sera  nécessaire 
et  suffisant  que  l'expression 

soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A,  k  et  /. 

Observons  maintenant  que  si  Tun  des  coefficients  des 
carrés,  A  par  exemple,  était  nul,  les  coefficients  des 
termes  qui  contiennent  /i,  c'est-à-dire  D  et  E,  seraient 
aussi  nuls.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  a 

en  posant 

P=  2(D^  -f-  E/),     Q  =  BX^  4-  C/'  —  2FX/, 

P  et  Q  étant  indépendants  de  A  ;  si,  après  avoir  donné  des 
valeurs  arbitraires  à  /r  et  à  /^  on  fait 

//  =  —  ^  H-  a,      puis  ensuite     //  =  —  -—  —  a, 

les  résultats  de  cette  substitution  seront  Pa  dans  le  pre- 
mier cas,  et  —  Pa  dans  le  second.  Donc,  si  P  n'était  pas 
nul  identiquement,  d^u  pourrait  changer  de  signe.  Par 
conséquent,  l'égalité  A  =  o  entraîne  les  suivantes  : 

D  =  o,     £  =  0. 

Il  résulte  de  là  que  les  coefficients  A,  B,  C  ne  sont  pas 
nuls  à  la  fois;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la  fonction  d^ a  s'an- 
nulerait d'elle-même,  contrairement  à  notre  supposition. 
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Supposons  donc  que  A,  par  exemple,  ne  soîl  pas  nul  ; 
je  dis  que  A  sera  positif;  car  si  Ton  pose  ^  =  o  et  /  =  o, 
la  fonction  se  réduit  au  terme  A/i*  qui,  pour  être  positif, 
exige  que  A  soit  positif.  Une  première  condition  néces- 
saire dans  le  cas  du  minimum  est  donc 

(i)  A>o.    . 

Maintenant,  on  peut  mettre  d^u  ou  la  fonction 

sous  la  forme 

A  ^A»  +  2 A -?^^-t^^\  4.  BX-» -t- C/^  4- 2  F/7, 

ou  bien  encore,  en  complétant  le  carré  dont  les  deux  pre- 
miers termes  sont  dans  la  parenthèse, 

A(,,+£i+5-')"-2:^iîî»£±I!f!+,,.+c<-+,F« 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

^       D»       ^        ^       E'       ,        ^       ED       „ 
B--=G,      C--=I.      F--=M. 

on  devra  donc  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  Ar,  /, 

A^^-f-  ^^2"^^y+G/»-t-I/»  +  2MA/>o. 

Si  G  était  nul,  la  fonction  considérée  se  réduirait  pour 

__  m  H- E/ 


I/»4-2MX7. 

Ce  binôme  ne  peut  être  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  /  et  de  A  que  si#M  =  o  5  mais  d^u  pouvant  alors  être 
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mis  SOUS  la  forme 


.(„,£iH-Jl')V„, 


celle  différentielle    s'annulerait   pour   la   valeur   /=o 
jointe  à  une  infinité  d^autres  valeurs  de  h  et  de  A,  cas 
particulier  qne  nous  avons  écarté. 
Soit  donc  G  différent  de  o  :  si  Ton  fait 

/^o     et     nz= —  —  A, 

la  fonction  se  réduit  à  GA^*,  et  comme  ce  résultat  doil  être 
positif  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  on  en  déduit  que  G 
doil  être  positif.  Ainsi,  une  seconde  condition,  nécessaire 
dans  le  cas  du  minimum,  est 

(2)  G>o. 

Maintenant,   abstraction   faite  du  premier   terme,   le 
reste  du  polynôme  pourra  s'écrire 

ou 

en  complétant  le  carré  dans  la  parenthèse,  et  posant, 

pour  abréger, 

M' 

Donc  la  différentielle  seconde  d^u  pourra  cire  mise  sous 
la  forme 


(/,  +  ^ 


H-  G     /.  -4-  --  )   -t-  N  /% 


A     y        \       G 

Cl  Ton  reconnaîtra,  comme  plus  haut,  que  l'on  doit  avoir 
(3)  N>o. 


Stdrm.  —  j4n.y  I.  l3 
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Aînsî,  en  général,  trois  condilions^ 

A,>o,     G>o,     ]N>o, 

sont  nécessaires  pour  quey(j:,  j^,  z)  soit  un  minimum. 
Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes;  car,  si  elles 
sont  remplies,  Fexpression 

A  M  H : — 


)Vg(.   .^y+N/^ 


c'est-à-dire  rf'a,  sera  positive  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  A,  kei  L 

19*4.  Sîy^(j:',  ^,  z)  est  un  maximum,  il  faudra,  pouc 
lès  mêmes  raisons,  que  Fbn  ait 

AA^-hBAM-.  ..  -4-2F/7<o, 
ou  bien 

— AA'— BA»— .  ..  —  2FX7;>o 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A,  /r,  L  On  aura  donc 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  du  maximum,  en 
remplaçant,  dans  les  trois  conditions  trouvées  plus  haut, 
A  par  —  A,  B  par  —  B, .  . . ,  F  par  —  F. 

193.  S'il  arrivait  que  les  quotients  différentiels  A,  B, 
C,  D,  E,  F  fussent  tous  nuls,  pour  les  valeurs  de  x^j-  et  z 
tirées  des  équations 

du  du  (hi 

dx  '      dy  dz 

OTi  verrait  faciïemenl  que  tous  lés  quotî-ent^  différentiels 
du  troisième  ordre  devraient  s'annuler  d'eux-mêmes.  Mais 
nous  n'irons  pas  plus  loin,  parce  que  les  conditions  qui, 
dans  le  cas  du  maximum  ou  du  minimum  f[x^  y^  z)j 
doivent  alors  être  remplies  par  les  quotients  différentiels 
du  quatrième  ordre,  deviennent  beaucoup  trop  compli- 
quées. 
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MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DES    FONCTIONS    IMPLICITES    DE 
PLUSIEURS    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

196.  Soient  les  équations 

(  /(^>  r>  «>  ">  «')    ~^y 
(l)  '    9  (a:,  jr,   z,   1/,  c;)  —  o, 

(  ^(-^^  Xy  «>  «>  •')  =o. 

Si  l'on  considère  deux  des  variables,  par  exemple  x 
et  j^,  comme  indépendantes,  z,  u,  y^  seront  des  fonctions 
de  X  vt  de  j^  déterminées  par  ces  équations.  Pour  rendre 
maximum  ou  minimum  la  fonction  v»,  par  exemple,  il 
faut,  d'après  la  règle  donnée  précédemment,  résoudre 
les  équations 

dx         ^     dy         * 

Par  suite,  on  doit  avoir 

dv   ^         dv   ^ 

-—  dx  -{'  —-  djr  ^^  o. 

dx  dy    ^  ' 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  totale  de  p»  doit  être 
nulle. 

Si  TondiOerentie  les  équations  (i)  en  faisant  attention 
que  dv  =  o,  il  viendra 

-^  dx  -h  -^  dr  -h  -r  ^*  -' ^^f*  "  o» 

dx  djr  dz  du 

(a)  J  ^  dx  -^^-^  dy  -h  --■  dz  -^  -^  du  =  o, 

^  ^  dx  dy  dz  du 

—^dx-r--r^dy-h—^dz-h---da  =  o. 
dx  dy  dz:  du 

Dans  ces  équations^.  dXy  dy  sont  des  constantes,  et  dz^ 
du  sont  les  différentielles  totales  de  u  et  de  z  considérées 
comme  des  fonctions  de  x  et  de  /• 

i3. 
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En  éliminant  dz  et  du  entre  les  équations  (2),  on  ob- 
tiendra une  équation  de  la  forme 

Pr/j7  +  Q</r=  o, 

qui  devra  être  vérifiée,  dans  le  cas  du  maximum  comme 
dans  celui  du  minimum,  par  les  valeurs  correspondantes 
des  variables  x  et  y.  Par  suite,  puisque  dx  et  dj  n*ont 
aucune  dépendance  entre  elles,  il  faudra  que  l'on  ait 

(3)  P=:o,     Q  =  o. 

Les  équations  (1)  et  (3)  donneront  les  valeurs  cherchées 
de  x,  j^  z,  M,  V, 

Pour  savoir  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonction 
est  maximum  ou  minimum,  il  restera  à  examiner  si  la 
diflérentielle  totale  d^  v  garde  toujours  le  même  signe. 

197.  Ce  qu'on  vient  de  dire  renferme  comme  cas  par- 
ticulier la  détermination  des  maximums  et  des  minimums 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  liées 
entre  elles  par  un  certain  nombre  d'équations. 

Ainsi,  supposons  qu'il  s'agisse  d'une  fonction 

u  =  ?[x^  J,   z,    u) 
et  que  l'on  ait  en  outre  les  relations 

^(•^>  r>  2>  «)  =  0. 

On  voit  que  cela  revient  à  changer,  dans  la  question 
précédente,  y* (x,  j^  z,  w,  p»)  en  F  [oc^y^  -2,  //)  —  v^^  et 
à  supposer  les  fonctions  (p  et  (|/  indépendantes  de  p». 

EXERCICES. 

\ ,  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dans  l'espace, 
données  par  leurs  équations^ 

Solution.  — Les  équations  des  droites  étant 

\x  =  az-\-p^         ix  =  a'z-\-pft 
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la  plus  courte  distance  est 

v/(rt-rtr')»4-  (^'-  6'")^-h  (c  -  c'y 

2.  Parmi  les  paraUélipipèdes  de  même  surface,  assigner  celui 
.    qui  a  le  plus  grand  volume. 

Solution.  —  Le  cube. 

3.  Mener  par  un  point  donné  la  ligne  droite  la  plus  courte  entre 
deux  courbes  données  dans  un  plan. 

Solution.  —  I^es  normales  aux  extrémités  de  la  droite  minimum 
doivent  rencontrer  au  même  point  la  perpendiculaire  à  celte  droite 
menée  par  le  point  donné. 

4.  Déterminer^  dans  une  surface  du  second  degré  y  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  des  rayons  vecteurs  partant  du  centre, 

5.  Déterminer  dans  l'espace  un  point  tel  y  (pCune  fonction  de  ses 
distances  à  des  points  donnés  soit  an  maximum  ou  un  minimum. 

Solution.  —  S\  p^ p',  /?",...,  sont  les  distances  en  question,  et 
f^=f{P)P'y  p'i-  ")  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimum,  il  faudra  que  le  point  M  reste  en  équilibre  sous  Taction 

de  forces  proportionnelles  à  ^ ?  ^,,  ^/»  •  •  •  >  ©t  dirigées  suivant 

les  droites  /?,  /?',  //^ . . .  [Annales  de  Gergonne^  t.  XIV,  p.  1 18). 
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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  jQIFFËRENTIEL. 

THÉORIE  DES  TANGENTES. 

^nations  de  la  tangente  et  de  la  normale.  — Xton|;ueur vdes  lignes 
appelées  sous-tangente,  sous-normale,  etc.  -^  Degré  de  Téquation  de 
la  tangente.  —  Problèmes  sur  les  tangentes.  — Sens  de' la  concavité  et 
de- la  convexité  des  courbes. 


ÉQUATIONS   DE    LA  TA^TGEUTE  >BT  ^1>E  XA  ITOICIIALB. 

198.  Soit 

rëqiiatîon  d'une  courbe  plane  AMM'.  Si  MT  estla  tan- 
gente au  point'M(x,  j)^)  de  celte  courbe,  on  aura,  en  sup- 
posan  t  les.  axes  >  recta  u  gulaires, 


UngMTo;  =  lim  ^^  =  ^  : 


Fig.  10. 


par  conséquent,  en  désignant 
par  X  et  Y  les  coordonnées  cou- 
rantes d'un  point  quelconque  de 
la  tangente,  l'équation  de  cette 
droite  sera 


dr 
Si  l'on  remplace vi  par  sa  valeur  tirée  de  réqualion 

eue 


delà  couVBe,  l'équation  de  la  tangente  deviendra 

df^ 
dx 

dy 


ou 

(.2) 
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g(X-.)-.|(Y-^)==o. 
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Fig.  II. 


199.  L'<équation  de  la  tangente  conserve  la  même  forme 

lorsque  les  axes  sont  obli- 
ques. En  effet,  si  a:  et  j- 
Bont  les  coordonnées  du 
point  de  contact  M,  d'une 
tangente  MT  à  la  courbe 
AMM',  l'équation  de  cette 
«tangente  -aéra  ;de  la  forme 

Or  la  sécante  M'MS  a  pour  équatioD 

et  a  est  la  limite  de  a',  lorsque  le  .point  M'  se  confond  . 
avec  le  point  M. 

Menons  MP  et  M'P'  parallèles  a  Oy^  et  MQ  parallèle 
a  Ox  \  on  aura 


MQ 


a\ 


Mais 
donc 


M'Q  =  A>^     et     MQ  =r^  A«; 


a' 


^Y 
^x 


De  là  il  suit  que 


Donc 


..hm  -— -     DU     û  =  -— 
À.X  ax 


^-^-ê^'^— ) 


est  dans  tous  'les  cas  rëquatîon  de  la   tangente  au  point 
200.  11  suit  de  là  que,  si  les  aites  sont  rec  langui  ai  rcs^ 
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TéquatioD  de  la  normale  MN  sera 

Si  les  axes  sont  obliques  et  fout  un  angle  0,  l'équation 
de  cette  droite  sera 

dx  -h  dy  ces  0 


Y-r  =  - 


dy  -H  <ilr  cosQ 


(X  — ^), 


LONGUEUR    DES    LIGJSES    ^OMMÉES    SOUS-TÂKGEJVl  E.    ETC. 

201.   ÂttachoDSMiqus  maintenant,  en  particulier,   au 
cas  OÙ  les  axes  sont  rectangulaires. 

Si  Ton  veut  avoir  la  sous -tangente  St=  PT,  on  aura 

PT=MPlangTMP  — jr---, 

J 


lonc 


S,= 


ydx 

djr 


On  trouve  encore  la 
—  valeur  Je  la  sous -tan- 
gente en  la  regardant 
comme  la  lîmile  de  la  sous-sccante,  c'est-à-dire  de  la 
droite  SP.  Or 

SP  =  MP  langSMP  =  j  — , 

dx 
et  cette  expression  a  bien  pour  limite  y  -'— 

Le  triangle  MPN  [Jig.  ii,  p.  198)  donne  pour  la  50W5- 

normale  PN 

rdv 


Sn  = 


dx 


Pour  la  longueur  MT  de  la  tangente,  on  aura 


MT 


/  dx^ 
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Enâii,  pour  la  longueur  MN  de  la  normale,  on  a 


201 


MN 


Exemple. 


-      /         dy' 


y  =  a'. 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a>i.  Cette  couibe, 
Fig.  i3.  nommée  logarithmique,  s'étend 

à  Tinfini  des  deux  côtés  de  Taxe 
des  y^  et  elle  est  asymptote  à 
Taxe  Ox  du  côté  des  x  négatifs. 
On  tire  de  Téquation  y  =  <7^, 

ax 

par  conséquent, 

Y— ^  =  «*1«(X— x) 

est  Téquaiion  de  la  tangente. 

Cette  tangente  peut   être  construite  bien  simpletnent 
à  l'aide  de  la  sous-tangente  TP^  on  a 

djC  (i.T  I 

djr  dy  a*\a 


ou 


TP  =r  --  =:  loge. 


Ainsi  la  sous-tangente  est  constante  et  égale  au  loga- 
rithme de  épris  dans  le  système  dont  la  basé  esta,  cest- 
à'dire  au  module  de  ce  système.  Quand  a  =  e,  la  valeur 
constante  de  la  sous-tangente  est  l'unité. 

DEGRÉ   DE   l'ÉQU-ATIOJV    DE    LA    TAKGEWTE. 

202.  L'équation  de  la  tangente  menée  par  le  point 
(T,y)  peut  être  mise  sous  la  forme 


df^       df  ^      df         df 
dx  dy  dx  dy 
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Si  Téqoa lion  delà  courbées t  al g€brique«et  du  ra**'*' .de- 
gré, il  semble  au  premier  abord.que  —  x  -h  —jasera  une 

fonction  du  m**'"*  degré  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. Mais  ce  degré  s'abaisse  d'une  unité  quand  on  tient 
compte  de  l'équation /*(x,  y )  =  o. 
En  effet,  soit 

yi  jr,  ^)  =  a  -f  tti  "4-  /<2  -h .  .  .  , 

u  étant  l'ensemble  des  termes  du  m"*"*  degré,  Hj  l'en- 
semble de  ceux  du  (m — ,i)**""*,et  ainsi  de  suite.  On  aura 

df 'du      idui      idui 

dx       dx        dx         dx 


d'où 

df 

dy 

du 
dy 

dUi 
dy 

dui 

dy 

H- 

df 
dx 

df 

dy'- 

X  ■ 

du           du 
dx'^^  dy 

H- 

(    tîu, 
\    dx 

^r.dr) 

A 

X  - 
4 

X 


*du^ 


-  7 


ce  qui,  d'après  un  théorènie  (n°  478)  sur  les  fonctions 
homogènes,  donne 

df         df  ,  ^  ,  ^ 

-f^x-h  -y-y^zmu  -f-  (/w  --  i)  «,  -f-  (/M  —  2;w,-t-. . . 
dx  dy 

=  /w(ii  -î-  a, H-  i«i4-...)  —  Wi —  2 «a —  3«,  — .... 
Or,  le  point  (x,  y)  étant  sur  la  courbe,  on  a 

m  (tt  H-  a,  -h  «^,  -+-...)  =  o; 
donc  l'équation  de  la  tangente  (devdent 

-7^X-+--^Y  4-11,  -+-2ih-f-3.iia-f-...=  o, 

dx  dy 

. 

et  ne  contient  plus  (de  termes  du  m'^'^'  degré  .:  ce  ijn'il 
s'agissait  de  démontrer. 

Exemple. 

A^»  H-  Bx^  -h  C*'  H-  D/  4-  Ejc  -f-  r  =  o. 


2o3 
On  a 
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't 

^y  -\-  aCxH-  R 

dx 

2Ay  ■ 

H-15X-+-  L) 

Il  vient  donc,  pour  Téqualion  de  la  tangeuu*, 

{^ky  -+-  B:r  +  D)(;Y  — ^)-f-  (Bj-t-.aCx  -4-  E)(X—  ar)=o, 

ou 

{^Ar  -+-  Bx  -+-  D)  Y  -+-  (B^  -h  2Cx  -+-  E}  X 

=:(2A7-4-Bx-hD)/H-(B/-f-  2Cjr-h  E)jr. 

Simplifiant  au  moyen  de  Téquation  de  la  courbe,  on  a 
finalement 

(2A/-|-BxH-D)Y  +  (B;r^î»Cj:H-E)X-4-Dj-^-.Ex4-2F— G, 

pour  réquation  de  la  tangente  au  point  (o:,^). 

PROBLÈMES    sua    LES   TANGENTES. 

203.  Une  courbe  étant  donnée,  lui  mener  une  tan^ 
genfe  par  un  point  extérieur  (a,  i). 

Qn  aura,  pour  déterminer»  le^^ceordonnées  ineonnuesjr 
et  y  du-pointde  contact,  d'abord  llëquation  delà  fioucbe 

(i)  /(^,r)  =  o, 

et  ensuite  T équation 

df       ,df       df  df 

^    '  dx  dy        du  dy^  ^ 

obtenue  en  mettant  a  et  &  à  la  place  de  X  et  de  Y  dans 
réquation  dje  la  tangente  (198). 

Vj^^  valeurs  de.a:  et  dej^  tirées  des  équations  (j)  et  (2)  dé- 
termineront les  coordonnées  du  pointde  contact.  Si /(j:,j^) 
est  une  fonction  entière  du  m^^^^  degré,  Téquation  (2) 
pourra  se  réduire  au  (m  —  i  )'<?"'<?  degré  ;  par  suite,  le  pro- 
blème proposé  aura  au  plus  m{m  —  i)  solutions.  Pour 
m  =  2,  il  y  a  au  plus  deux  tangentes  ;  il  y  en  a  au  plus 
six,  pour  m  =  3^  et  ainsi  de  suite. 

L'équation  (2),  réduite  en  ayant  égard  à  l'équation  (i). 
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représente  un  lieu  géométrique  qui  contient  les  points 
de  contact  et  qui  est  du  (m  —  lyème  degré  au  plus. 

204,  Mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  dont 
Véquation  est  Y  =  aX, 

L*équation  de  la  tangente  cherchée  étant 


^-•''=|(^— )' 


on  doit  avoir 


± 
fix 


a. 


équation  qui,  jointe  à  celle  de  la  courbe,  déterminera 
les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Comme  Téqualion  -—  =  a  revient  à 


dx  ,      df 

r>=  «>      OU  à      — 

df         '  dx 


df 
dx 


qui  est  dir  (m  —  i)**»»*  degré,  s\f(Xjj)  est  du  m'**"'  degré, 
le  problèin'e  admettra  au  plus  m  (th  —  i)  solutions. 


DE    LA    CONCAVITÉ    ET   DE    LA    CONVEXITÉ    DES    COURBES 

PLANES. 

205.  Nous  allons  maintenant  comparer  les  ordonnées 


Fig.  14. 


d'une  courbe  à  celles  de  sa  tan- 
gente, pour  une  même  abscisse, 
dans  les  environs  du  point  de 
contact.  Soit  IMT  une  tangente 
à  la  courbe  MM';  soient  x=OP, 
y  =  MP  les  coordonnées  du 
point  de  contact.  En  désignant 
PP'  par  hj  on  aura 


dx 


d^r    h" 


dx^    l .  2 


H, 
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L'équation  de  la  tangenle  étani 


Y-r^'£iX-.r), 


on  aura,  pour  le  point  dont  Tabscisse  est  x  -{-  li^ 
et,  par  suite,  rordonnée  correspondante  sera 


d'où 


M'Rr=M'P'— P'R  =  -4  — -  ^-R. 


On  a  démontré,  à  roccasion  de  la  formule  de  Taylor,  que  si 

d^ 

dx' 


d^Y 
h  est  assez  petit  et  si  la  dérivée  seconde  -7^  est  différente 


de  o,  la  valeur  absolue  de  --^ surpasse  celle  de  R; 

'  dx'  1.2^ 

par  conséquent,  dans  ce  cas,  la  différence  M' P' — P'R, 
pour  un  point  M'  de  la  courbe,  suffisamment  rapproché, 

soit  d'un  côté,  soit  de  l'autre,  du  point  M,  aura  le  même 

d'y 
signe  que— . 

Donc,  si  l'on  a 

les  ordonnées  de  la  courbe  sont  plus  grandes  que  celles  de 
la  tang;ente  dans  les  environs  du  point  M,  de  part  et 
d'autre  de  ce  point.  Si,  au  contraire,  on  a 

les  ordonnées  de  là  tangente  surpassent  celles  de  la 
courbe. 

Dans  le  premier  cas  que   représente  \di  Jig,   i5,  la 
courbe,  aux  environs  du  point  M,  tourne  sa  concavité 
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du  côté  des  y  positifs;  dans  le  second  cas,  la  concavité 
est  tournée  du  côté  des  y  négatifs.   La  convexité  est 

toujours  tournée  vers  Taxe  des  x^  quand  j^  et  -^  ont  le 

même  signe,  les  axes  étant  rectangulaires. 

206.  Nous  avons  supposé,  jusqu'à  présent,  que  -j^ 

conservait  le  même  signe  pour  des  points  situés  de  part 

et  d'autre  du  point  M;  mais  il  peut  arriver  que  -r^  soit 

positive  un  peu  avant  que  x  devienne  égal  à  OP,  et 
Fig»  ï^'  négative   après   que  x  a 

dépassé  cette  valeur,  ou 
vice  versa.  Alors  la 
courbe,  convexe'  ou  con- 
cave vers  les  j/'  positifs 
à  gauche  du  point-  M, 
devient  concave  ou  con- 
vexe à  droite  de  ce  point.  On  dit  alors  que  la  courbe 
a  une  inflexion  au  point  M>  qui  est:dit  un  jooi/i^rf'm- 
flexion.  Ces  points  remarquables  s'obtiennent  donc 
en  cherchant  les  valeurs  de  x  et  de  y^   qui,   rendant 

-T-^ nulle  ou  infinie,  lui  font  en  même  temps  changer 

de  signe. 

EXERCICES. 

i.   Trouver  la  sous-tangçnte  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 
Solution. 

2.  Im  courbe  qui  a  pour  équation 

1        J         1 

JF*  +^*  =  a^ 

est  constamment  touchée  par  une  droite  de  longueur  invariable  qui 
glisse  en  s*appuyant  sur  les  axes  coordonnés. 
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3.    Trouver  les  points  d'inflexion    de  la  courbe  qui  a  pour 
équation 

Solution.  —  Il  y  a  deux  points  d'inflexion  dont  Tabscisse 
est  a. 
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THÉORÈMES  SUR  LES  AIRES  ET  LES  ARCS  DES  COURBES 

PLANES. 

Diffcrentielle  de  Taire  d'une  courbe  plane.  —  Des  aires  considérées  comme 
limites  d'une  somme  de  parallélo^^rammes.  —  Applications.  —  Rectifica- 
tion d'un  arc  de  courbe  plane.  —  Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  — 
Limite  du  rapport  de  Tare  à  sa  corde.  -~  Nouveaux  théorèmes  sur  les 
arcst  de  courbe  considérés  comme  limites. 


0 


P   p' 


DIFFÉRENTIELLE    DE    l'aIRE    d'uWE    COURBE    PLANE. 

207.    L'aire  comprise  entre  une  courbe  plane  CM, 

une  ordonnée  fixe  CA,  une  ordonnée  quelconque  MP  et 

Fig- 16.  Taxe  des  abscisses  Ojc,  est  une 

ti  w    ^  fonction  de  l'abscisse OP^jc du 

point  M,  puisqu'elle  varie  quand 
on  change  le  point  P.  Proposons- 
nous  d'en  clierclier  la  différen- 
— ^  tielle.  Soit  CAMP  =  u.  Nom- 
mons A  a  la  surface  MM'PP', 
répondant  à  un  accroissement  très-petit  PV  =.  Ax  de 
Tabscisse.  Si  Ton  mène  les  droites  MI  et  M'K  parallèles 
à  Ox  et  terminées  aux  ordonnées  MP  et  M'P',  comme 
on  peut  toujours  prendre  le  point  M'  assez  rapproché  du 
point  M  pour  que  les  ordonnées  st)icnt  constamment 
croissantes  ou  décroissanles  de  M  en  M'  (et  ici,  pour  fixer 
les  idées,  nous  les  avons  supposées  croissantes),  on  aura 

PMM'P'>PMIP'     et     PMM'P'<PKlvrP', 

c'est-à-dire 

A«>jAa:     et      Att  <^(j -f- A/)Aa:, 
OU 

^u 
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De  là,  en  passant  à  la  limite, 

du 

-—  =  JTf       OU       du  z=jrdx. 
dx 

208.  Quoiqu'on  puisse  parfaitement  admettre  qu'en 
prenant  le  point  M'  assez  voisin  du  point  M  les  ordon* 
nées  seront  toujours  consiamment  croissantes  ou  décrois- 
santes de  M  en  M',  celte  hypothèse  n'est  pas  nécessaire 
à  la  démonstration.  Il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  re- 
prendre les  raisonnements  en  remplaçant  partout  y^  et 
Y  -h  ^y  par  j^i  et  j^j, j^i  étant  la  plus  petite  et  j^j  la  plus 
grande  des  ordonnées,  dans  l'intervalle  où  l'on  fait  varier 
l'abscisse. 

209.  Le  même  mode  de  démonstration  convient  au  cas 
des  axes  obliques,  avec  cette  seule  différence  que  l'ac- 
croissement Ali  est  alors  compris  entre  les  aires  de  deux 
parallélogrammes  dont  les  côiés  sont  parallèles  aux  axes, 
et  comme  l'aire  d'un  parallélogramme  est  égale  au  pro- 
duit de  deux  côtés  adjacents  multiplié  par  le  sinus  de 
l'angle  qu'ils  font  entre  eux^   on  a,  d  désignant  l'angle 

des  axes, 

du  ■=ijrdxîÀïi^, 

DES    AIRES    CONSIDÉKÉES    COMME    LIMITES    d'i]3(E    SOMME 

DE    PARALLÉLOGRAMMES. 


210.  Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  la  surface 
ABCD  est  la  limite  d'une  somme  de  rectangles  intérieurs, 

formés  en  menant  par  les  points 
C,  E,  F,. . .,  M,  M',  etc.,  pris 
sur  la  courbe,  des  parallèles  à 
Ox  telles,  que  chacune  soit  ter- 
minée à  l'ordonnée  du  point 
suivant  (l'un  de  ces  rectangles 
serait,  par  exemple,  MIP'P),  et  l'on  suppose  que  ces 

Sturm.  —  An,,  I.  I^ 
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points  se  rapprochent  indéfiniment  les  uns  des  autres,  en 
môme  temps  que  leur  nombre  augmente  sans  limite. 

Supposons  d'abord  que  les  ordonnées  soient  constam- 
ment croissantes  du  point  C  au  point  D.  Soient  x  cl  y 
les  coordonnées  de  Tun  quelconque  des  points  de  la 
courbe,  M  par  exemple^  soient  x-\-^x^  y+i^y  les 
coordonnées  du  point  suivant  M'.  On  aura 

et  si  Ton  désigne  par  ^[y/^x]  la  somme  de  tous  les 
termes  analogues  à  y^x^  c'est-à-dîre  la  somme  de 
tous  les  rectangles  intérieurs  de  CA  à  BD,  en  posant 
surf  ACDB  =  m  on  a  évidemment 

Maintenant,  si  Von  mène,  par  chacun  des  points  con- 
sidérés sur  la  courbe,  des  parallèles  à  Ox,  terminées  aux 
ordonnées  des  points  précédents,  on  formera  des  rectan- 
gles extérieurs  analogues  à 

PKM'P'  =  (j  -h  ^x)'tiX=zyLx  4-  A^-Aar; 

et  comme  ABCD  a  une  surface  plus  petite  que  la  somme" 
de  ces  rectangles,  on  a 

par  conséqucjnt, 

u  —  'L{x^x)  <;  2(  AjAj:). 

Mais  comme,  à  mesure  que  le  nombre  des  divisions  aug- 
mente, ^y  tend  vers  zéro,  il  résulte  d'un  principe  dé- 
montré (16)  que  2(A^  Ax)  tend  aussi  vers  zéro  ;  donc 

!«=  lim[2(xAa:)]. 

On  démontrerait  de  même  que  u  est  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  extérieurs. 

Le  raisonnement  reste  le  même  lorsque  les  ordonnées 
sont  constamment  décroissantes  depuis  C  jusqu'à  D;  le 
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tlidorèmé  que  nous  venons  de  démontrer  est  donc  vrai 
quand  les  ordonnées  varient  d'une  manière  quelconque^ 
car  on  pourra  toujours  partager  Taire  totale  en  parties 
dans  lesquelles  les  ordonnées  soient  assujetties  à  con- 
stamment augmenter  ou  diminuer. 


APPLICATIONS. 

211.   i«  Soit 

^2  =  ipx 

Téquation  d'une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet. 

Si  surf  OMP  =  a,  on  a 

\_ 


Or, 


Donc 


X^  .dx  ^=   rrd,X^  • 


2 
3 


duzzz  —^ipd.X^  =r«/(-  sj^p  .X 

De  là  il  suit  que 


Fig.  i8. 


u  =  -T^^px^  -+-  C; 

mais,  pour  x  =  o,  on  doit  avoir 
w  =  o  ^  on  a  donc  C  =.o,  et 

2     I 2 


c'est-à-dire  que  le  segment  OMP  est  égal  aux  deux  tiers 
du  rectangle  OPMQ. 

Il  est  également  facile  d'évaluer  la  surface  comprise 
entre  un  arc  MCM'  de  parabole  et  sa  corde.  En  eilel,  si 
Ton  mène  la  tangente  CT  parallèle  à  MM',  et^  par  le 
point  de  contact  C,  le  diamètre  CDL,  on  trouvera  par 
la   même    méthode,  en    posant   CD  =  a:,   MD  =  j^    et 

i4. 


212 

TCL  =  e, 

d'où 
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surf  CMD  =  I  jcjr  sin  0  r=  2:  CDMT, 


i  2 

snrf  MCM'  =  |  ^/  sin  0  =  -  MTSM'. 

6  3 


2°  Soît  xy  =  m*  réquation  d'une  hyperbole  rapportée 

à  ses  asymptotes.  Nommons  u  l'aîre  du  segment  ACMP, 

Fig,  ig.  symptote   Ox,  l'ordonnée  CA 

du  sommet,  et  l'ordonnée  va* 
riable  MP.  On  aura 

dx 

du  =  ^  sin  0^x  =  m}  sin  0  — 

X 

Donc  u  et  m'sînô.lj:  ne  peuvent  différer  que  par  une 
constante  Q\  par  conséquent, 

u  —r  m^siuBAx  ~{-  C. 
Pour  trouver  C,  faisons  x  =  OA  =  m*,  on  aura 

u  =  o     ou     o  = /w'sinô.l/w -h  C; 

donc 

C  =  —  /w*  sin  0 . 1  /w , 

et,  par  suite,  on  aura 

u  =  /Tî'sinO.lor  —  m^sïnQAm=L  /w»sin0.1  (  —  )• 

Si  Ton  avait  /w  =  i  et  6  =  90  degrés,  Phyperbole  serait 
équilatère,  et  l'on  aurait  w  =  Ix,  c'est-à-dire  que  les 
aires  considérées  seraient  les  logarithmes  népériens  des 
abscisses  correspondantes, 

DIFFÉRENTIELLE    d'uN    ARC    DE    COURBE. 

212.  On  ne  peut  se  faire  une  idée  nette  et  précise  de 
la  longueur  d'une  courbe  qu'en  nommant  ainsi  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'une  ligne  brisée  inscrite 
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dans  cette  courbe,  lorsque  ses  côtés  sont  de  plus  en  plus 
petits,  et  que  leur  nombre  croît  jusqu'à  l'infini.  Il  de- 
vient alors  nécessaire  de  démontrer  que  ce  périmètre  a 
réellement  une  limite  déterminée  dans  tous  les  cas. 
Soit  CD  un  arc  de  courbe  plane,   rapportée  à  deux 

axes  rectangulaires  Ox  et 
O^.  Inscrivons  dans  cet 
arc  un  contour  polygonal 
CEF...MM'...D;  soient 
OP  =  x^  MP  =j  les  coor- 
données du  sommet  M,  et 
x-f- Aj:,  j^-h  Aj^  celles  du 
sommet  suivant  M':  on  a 


Fig.  ao. 


MM'=:  v^Ax»-+-Aj»=  Ax  i/l-h  (— )  ' 


Si  l'on  faisait  Aj?  ou  PP'=  o,  —  deviendrait  -j-'   On 
doit  donc  avoir 


A.r 


dx 


vMi)'=\/-iS) 


a  s'évanouissant  avec  Ax;  par  conséquent, 


MM'nrAar  i/ 


i-h  (  --)  -4-aAx. 


En  remplaçant  successivement,  dans  cette  équation, 
xely  par  les  coordonnées  de  tous  les  sommets  du  con- 
tour polygonal^  depuis  le  point  C  jusqu'au  point  D,  on 
aura  les  longueurs  des  côtés  correspondants.  De  là  ré- 
sulte, si  l'on  appelle  P  le  périmètre  de  cette  ligne  brisée, 


Pour  avoir  la  limite  de  P  ou  la  longueur  de  Tare  CD,  re- 


•2!  4  COURS    d'analyse. 

marquons  d'abord  que,  a  étant  une  quantité  infiniment- 
petite  et  ^  ^x  ayant  une  valeur  finie  qui  est  AB,  il  ré- 
sulte du  théorème  démontré  au  n°  16  que 

lira  \^  [oL^x]  =  o. 


Maintenant  V/  *  "+"  (^  )   ^^t  une  fonction  de  x,  qiie 

l'on  peut  regarder  comme  la  longueur  de  l'ordonnée  NP 
d'un  point  N  répondant  à  la  même  abscisse  x  ^  OP.  Si 
l'on  fait  la  même  construction  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  CD,  on  aura  une  courbe  GNH,  dont  l'équation  est 

d'après  cela,  on  a 

2:[-\/'^]=2<''"'. 

et,  par  suite,  à  cause  de  lim  ^^(aAx)  =  o, 

Or  51  i^^*^)    *  ""®  limite   déterminée  qui    est   l'aire 

AGNHB.  Ainsi  le  même  nombre  exprime  la  longueur  de 
TarcCD  et  l'aire  AGNHB. 

213.  Considérons  maintenant  l'abscisse OP  =  a:  comme 
variable.  La  longueur  de  l'arc  CM  est  une  fonction  de  a: 
dont  on  peut  chercher  la  différentielle. 

Soit  donc  CM  =  5;  comme  s  =  airoAGNP,  on  a 


rf,  =  Yrfx  =  rfxy/.+  (|)', 


OU  enfin 


DIX-SEPTIEME    LEÇON.  21  5 

Cette  valeur  de  ds  permet  crcxpriiner  très-simplement 
le  sinus  et  le  cosinus  de  Tangle  que  la  tangente  au  point  M 
fait  avec  Taxe  des  x.  En  effet,  si  a  désigne  cet  anglo,  on 

a  tanga  =  —  •  Par  conséquent, 


sina  = 


dr 


^dx^  ■\-  djr^ 


dY_ 

ds 


d.r. 


ces  a  = 


yV/x'  -f-  dy"^ 


d.r 
ds 


LIMITE  nu  RAPPORT  DE  L  ARC  A  SA  CORDE.  —  WOUVEAl'X 
THÉORÈMES  SUR  LES  ARCS  COMSIDÉUÉS  COMME  LIMITES 
DE    POLYGONES. 

214.  La  limite  du  rapport  d*un  arc  quelconque  à  sa 
corde  est  V  unité. 

En  effet,  considérons  un  accroissement  quelconque  de 
l'arc  CM  [jig.  22,  p.  217).  Soit  MM'=  A5,  on  aura 


arcMM^ 
MM' 


Aj 


^s 
A.r 


v/a. 


^x' 


as 


Lorsque  Ax  s'annule,  -i—  et 


deviennent 


V 


H_(g)  ;  donc 


,.     are  MM' 


215.  Si  ce/*. .  .^est  un  contour  polygonal  d'un  même 
P*6-  ^''  nombre  de  côt'és  que  le  contour  . 

CEF. . .  D  ',  si,  à  mesure  que  les 
sommets  C,  E,  F, . .  . ,  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus,  les 
côtés  ce,  efy  etc.,  tendent  de 
plus  en  plus  à  devenir  égaux 
aux  côtés  correspondants  CE,  EF,  etc.,  en  môme  temps 
que  le  nombre  de  ces  côtés  va  en  augmentant  jusqu'à 


2l6  COURS    d'analyse. 

Tinfini,  le  contour  polygonal  cef,  ,  .  d  aura  même  limite 
que  le  contour  CEF...D,  c'esi-à-dîre  la  longueur  de 
Tare  CD. 

En  effet,  soient  «,  |3,  y,.*  •  ^  ^  '^s  côtés  du  contour  poly- 
gonal cef,.,d^  et  a',  |3',  y', ... ,  X'  les  côtés  correspondants 
du  contour  CEF...D.  Appelons  L  la  longueur  de  cef.,^d 

et  L'  celle  de  CEF.  .  .D.  Soient  -7  le  plus  petit  et  -7  le 

U  A, 

plus  grand  des  rapports  entre  les  côtés  correspondants  des 
deux  contours  polygonaux.  On  sait  que  la  valeur  du 
rapport 

p-h7 


a'H-p'-f-7'-4-...-4-y 

est   toujours  comprise   entre  ~7  ^^  "77'  c'est-à-dire   que 
l'on  a 

a'  ^  L'  ^  A' 

Or,  lim  — -  =  I  et  lim  -7  =  1,  Donc  lim  ---  ==  i ,  ou 
a  A  li 

limL  =  limL'. 

2t6.  Voici  encore  un  théorème  du  même  genre,  et  que 
l'on  démontrerait  d'une  manière  analogue  :  Si  l'on  mène 
entre  les  deux  ordonnées  extrêmes  CA,  DB  un  nombre 
indéfini  de  parallèles  à  l'axe  des  ^,  puis  que  l'on  inscrive 
entre  ces  parallèles  d'autres  lignes  droites,  tangentes  à  la 
courbe,  la  somme  de  ces  dernières  tend  vers  une  limite  qui 
est  encore  la  longueur  de  la  courbe  donnée,  même  quand 
elles  ne  forment  pas  une  ligne  brisée  continue. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

DES  COURBES  PLANES  RAPPORTÉES  A  DES  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

Détermination  de  la  tangente.  —  Longueur  des  lignes  nommées  sous- 
tangente,  sous-normale.  —  Différentielle  de  l'aire  d'un  secteur.  — 
Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  —  Applications.  —  Des  coordonnées 
bipolaires. 


DÉTEIIM1JVÂ.TI0JV    DE    LA    TANGENTE. 

217.  Soient  O  le  pôle,  OL  l'axe  polaire,  et  M'MC  une 
Fig.  22.  courbe,  représentée  par  Téqua- 

tiony  (/',  0)  =  o.  Pour  mener  la 
tangente  MT  à  celte  courbe  par 
le  point  M,  il  suffit  de  connaître 
Tangle  OIVlT=-fjt.  Soient  donc  r 
et  0  îes  coordonnées  du  point  M, 
et  /•  4-  Ar,  0  4-  A0  celles  d'un 
point  voisin  M' pris  sur  la  même 
courbe.  Décrivons,  du  point  O  comme  centre,  l'arc  MI. 

Dans  le  triangle  M' MI  on  a 


sinlM'M        MI 


MI 


arc  MI 


MI 


sin  M' MI 


M'I       arc  MI  ^     M'I  arc  MI 


X 


Si  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M, 
l'angle  IM'M  devient  OMT  ou  fx,  l'angle  M' MI  devient 
90**  —  fx,  et  l'on  a 

(i)  lang^  = 


dr 


On  tire  de  là 


(2)       COSft  = 


dr 


sldi 


r^dQ^ 


sinfx  = 


rdB 


s/dr^-^r'dB^ 


2l8  COURS    d'analyse. 

Comme  fx  est  compris  entre  o  et  i8o  degrés,  il  faut 
que  sinjui  soît  positif.  Quant  à  cos|ul,  il  sera  positif  ou  né- 
gatif, suivant  que  l'angle  fx  sera  aigu  ou  obtus. 


218.    On  parvient  encore  à  la   formule  (i)  par  une 
^*8-  23.  transformation  de  coordonnées. 

Prenons  Taxe  polaire  Ox  pour 
axe  des  abscisses,  et  une  per- 
pendiculaire Oy  pour  axe  des 
ordonnées.  Soient  OP  =  x  et 
MP=j'^  on  aura 


Mais 


donc 


Or,  on  a 


donc 


tangOMÏ  =  tang  (UTx  —  MOar). 


tangîVlTx  =  ^     et     tangMOj:  =  -, 


tang  OMT  = 


dx        X 


xdy  —  ydx 


14- 


ydy        xdx  -\-  ydy 
xdx 


j:  =  rcos0     et     ^'=rsin0; 


fJxzzzdrcosQ  —  rdQsinB,     dy=z  dr siuB  -\-'rd6  cosB. 


On  en  tire 

rcosÔ  (drs\ï\B-hrdQcosQ)—rs\nQ(drcosQ—rdBs\nB) 
^^^^^^^^rcosQ(drcosB—rdQsm9)-^rsmQ[drsinB'^rdQcosB) 

et,  toutes  réductions  faîtes,  il  viendra 


rV/0 
tangOMT  = -^  = 


rdB 
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LONGUEUR    DES    LIGUES    KOMMÉES    SOUS-TANGEKTE, 

SOUS  NORMALE. 

219.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  la  sous  tan- 
gente est  la  perpendiculaire  OT  [fig.  28,  p.  217)  menée 
au  rayon  vecteur  OM  par  l'origine,  et  terminée  à  la  tan- 
gente MT.  La  sous-normale  ON  se  mesure  sur  la  même 
droite,  â  partir  du  pôle  O,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  nor- 
male MN  au  point  N.  D'après  ces  définitions^  S<  et  S» 
désignant  ces  deux  droites,  on  aura 

S,  =  OT  =1  r  tangfit  =:  — -— , 

iir 

_  r  dr 

S„  =  ON=:^  =  --. 

langfA        dQ 

DIFFÉRENTIELLE    o'uN    SECTEUR. 

220.  Désignons  para  (^g'.  28,  p.  21 7)  un  secteur  POM, 
compris  entre  deux  rayons  vecteurs  OP  et  OM.  Soit 
MOM'  =  Ali.  Prenons  l'arc  MM'  assez  petit  pour  que, 
de  M  en  M',  les  rayons  vecteurs  soient  constamment 
croissants  ou  décroissants.  Pour  fixer  les  idées,  suppo- 
sons-les croissants.  Décrivons  du  point  M,  comme  cen- 
tre, les  arcs  de  cercle  MI,  M'K,  terminés  aux  rayons 
vecteurs  OM  =  r  et  OM'  =  r'  :  on  aura 

OMI<Aa<OM'K, 
ou  bien,  comme  OMI  =  i  r*  A0  et  OM'  K'  =  -  /-"  A0, 

ir»Ae<Aii<ir'^AO,      OU      - '*  <  t^  < -/•"• 

Or,  à  la  limite,  r'  devient  égal  à  r\  donc 

du        i    ^  .         ï    , jA 

—  r=  -  r',      ou      du=:  -  r^dO, 

dB        OL  2 


2i8  COURS  d'analyse. 

Comme  fx  est  compris  entre  o  et  i8o  degrés,  îl  faut 
que  sîn|Li  soît  positif.  Quant  à  cos|ul,  il  sera  positif  ou  né- 
gatif, suivant  que  Tangle  fx  sera  aigu  ou  obtus. 


218.    On  parvient  encore  à  la   formule   (i)  par  une 
^*S-  2^-  transformation  de  coordonnées. 

Prenons  Taxe  polaire  Ox  pour 
axe  des  abscisses,  et  une  per- 
pendiculaire Oy  pour  axe  des 
ordonnées.  Soient  OP  =  x  et 
MP  =  j^  •,  on  aura 


Mais 


donc 


Or,  on  a 


donc 


tangOMÏ  =  tang  {UTx  —  MOar) 


tangMTx^:^^     et     tangMOj:  =  -, 
eue  X 


tang  OMT  = 


dx        X 


xdy  —  ydx 


1  + 


ydy        xdx  -\-  ydy 
xdx 


x^=rcosB     et     ^'=:rsin0; 


dx  =  dr cosB  —  rd9  sin 0,     dy  =:  dr  sin  0  -h'rdB  cosô. 


On  en  tire 


rcosô  (dr  sin  B-^rdQ  cosO)  —  rsin9(r/rcosQ — rd  9  s\nB) 
*"^  ~"  rcosQ(drcosB—rdQsmQ)-{-rsinB{drsinQ'i-rdQcosB) 

et,  toutes  réductions  faites,  il  viendra 


rV/0        rdB 
tangOMT  :=  ——  =  -r-* 
°  rcir  dr 
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LONGUEUR    DES    LIGUES    NOMMÉES    SOUS-TANGENTE, 

SOUS  NORMALE. 

219.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  la  sous  tan- 
gente est  la  perpendiculaire  OT  [fig*  28,  p.  21^)  menée 
au  rayon  vecteur  OM  par  l'origine,  et  terminée  à  la  tan- 
gente MT.  La  sous-normale  ON  se  mesure  sur  la  même 
droite,  à  partir  du  pôle  O,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  nor- 
male MN  au  point  N.  D'après  ces  définitions^  S<  et  S» 
désignant  ces  deux  droites,  on  aura 

S,  =  OT  =  r  tangfit  1=  — — , 

lir 

_                r  dr 

S^rrrONz^:- =  --. 

langfA        d^ 

DIFFÉRENTIELLE    o'uN    SECTEUR. 

220.  Désignons  par  u  [fig*  28,  p.  21 7)  un  secteur  POM, 
compris  entre  deux  rayons  vecteurs  OP  et  OM.  Soit 
MOM'  =  Ali.  Prenons  l'arc  MM'  assez  petit  pour  que, 
de  M  en  M',  les  rayons  vecteurs  soient  constamment 
croissants  ou  décroissants.  Pour  fixer  les  idées,  suppo- 
sons-les croissants.  Décrivons  du  point  M,  comme  cen- 
tre, les  arcs  de  cercle  MI,  M'K,  terminés  aux  rayons 
vecteurs  OM  =  r  et  OM'  =  r'  :  on  aura 

OMI<Aa<OM'K, 

ou  bien,  comme OMI  =  ir*  A9  et  OM'K'=  -r'*  A0, 

'  2  2 

iHA0<  An  <ir'»A9,      ou      -/'*<T^<-/•'^ 
2  ^^2  '  2^A9^2 

Or,  à  la  limite,  r'  devient  égal  à  r-,  donc 

du       \    .  ,         I    ,  ,^ 

—  =  —  r',      ou      du=  —  r'rtô, 
dQ        QL  2 


210  COURS    D  ANALYSE. 

2^1.   Ce  calcul  conduit  à  une  couséquence  souvent 
utile.  On  a  trouvé  plus  haut  (n°  218) 

xdx  -\-  yay 

et  aussi  (n°217) 

tangOMT=3  —  ; 

on  aura  donc 

xdy  —  ydx        r^dQ 
_— — — —  ^^^  — _-_^  • 

xdx-\-ydy         rdr 
Mais,  à  cause  de 

on  a 

xdx  -\-  ydy  z=z  rdr\ 

donc 

xdy  —  ydx  =  r'^dB. 

Or  -r^dO  est  la  différentiel  le   du  secteur  LOM  :  donc 
2  ' 

cette  différentielle  est  aussi  égale  à  --  [xdy — ydx). 

On  pourrait  d'ailleurs  obtenir  ce  résultat  de  la  manière 
suivante.  On  a 

-r=tange;     d'où     — '^—t^ —  =  — rr> 
X  ^   ^  x^  cos'ô 


ou 


Or  on  a 
donc 


xdy  -  ydx  =  — ^g  ^9. 


x^  •=:  r'  cos'  0  ; 


-  [xdy  —  ydx)  =  —  r*d9. 


DIFFÉRENTIELLE    d'uN    ARC    DE    COI^RBE. 

222.  Considérons  Tare  CM  =  5  {^g.  a3,  p.  217),  et 
soit  MM'  =  As  son  accroissement. 


DIX-HUITIÈME    LEÇON. 

Dans  le  triangle  M' MI  on  a 

MM'        sînMIM' 


MI 


sinMM'l 


d'où,  à  cause  de  MI  =  arsîn  -  A0, 


1221 


MM^ 
arc  M  M' 


et,  en  passant  à  la  limite, 


arsm  -  A0      . 

2  sinMTM 


A5  'sinMM'l' 


1=— r— •-; — 9      d  OÙ      as  =  - — ; 


ds     siii  ^ 
donc  [(217),  formules  (a)] 


&lDfA 


De  là  résulte 


rdQ  dr 

8inpi  =  — —j      cosa=-T- 

^  ds  ^         ds 


223.  On  arrive  encore  à  la  différentielle  de  Tare  par 
une  transformation  de  coordonnées  ^  on  a 


ds  =  ^dx*  -4-  df^ 

=  ^{dr  cosQ  —  rdOsïnBy  -h  {^rsinô  -\- rdBcosB)*y 


OU 


dsz=^dr^-hr*dB', 
APPLICATIONS. 


224.   i^  L'équation  d^une  ellipse,  quand  on  prend  pour 
Fig.  24.  P^'®  '®  foyer  de  droite  F  et  le 

grand  axe  pour  axe  polaire,  est 


T  I-f-CCOS0 

De  là  on  tire 


epsmBdB  dB  (i-h^cos9)'^ 

(i-^ecoiBY       dr  epsinB       ' 


222 

d'où 


COURS    D  ANALYSE. 


-—  =tangFMT=- 
ar 


ecos^ 


esinO 


2**  La  spirale  d^uirchimède. 


La  courbe  part  du  pôle  et  touche  en  ce  poiut  Taxe 

polaire.  Pour  la  construire,  du  pôle  comme  centre  avec 

Fig. 25.  l'unité  pour  rayon,   on  décrit 

un  cercle,  dont  Tare  compris 
entre  un  rayon  vecteur  et  Taxe 
polaire  a  pour  longueur  0.  En 
portant  celte  longueur^  multi- 
pliée par  a,  sur  le  rayon  vecteur 
à  partir  du  centre,  on  aura  un 
point  de  la  courbe. 
Comme  r  croît  indéfiniment  avec  0,  la  courbe  fait  une 
infinité  de  révolutions  autour  du  pôle. 
On  ai  dr=  add,  d'où 

dQ        rdQ         r 
tangp==r— =  -— =  -  =  0 


fir        adQ 
dB 


a 


S,  =  OT  =  r'  —  =aB\ 

dr 

t 

Ainsi   la  sous-normale  est  constante,  ce  qui  offre  un 

moyen  très-simple  de  construire  la  tangente. 

3°  La  spirale  Iiyperbolique,  ainsi  nommée  parce  que 

son  équation 

rô  =  û, 

est  analogue  à  celle  de  l'hyperbole  xj  =  m*. 

De  Téquation  de  la  courbe  on  tire  r=  -  ;  pour©  =  o, 
on  a  r=r  Qo  ,•  pour  des  valeurs  très-petites  de  0,  r  est  fort 
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grand,  et  dimin  ue  à  mesure  que  9  augmente  •,  pour  6  =  oo , 

on  a  r=  o.  Par  conséquent,  la  courbe  fait  une  infinité  de 

pj    2g  révolutions  autour  du  point  O 

sans  jamais  pouvoir  l'atteindre; 
ce  point  est  un  point  asymptote. 
La  courbe  a  une  droite  asym- 
ptote parallèle  à  OA;  car  si,  d'un 
point  M  pris  sur  la  courbe,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  l'axe  polaire,  on  aura 

MP=:OMsin0  =  rsinO  =  a  — r— • 

6 

Donc,  lorsque  6  tend  vers  o,  la  distance  MP  tend  vers  a, 
puisque  -—  tend  vers  1  unité. 
On  a  ensuite 

tang^=^--V=-^' 

ar 

La  sous-tangente  est  donc  constante.  Cette  propriété 
offre  un  moyen  commode  pour  mener  la  tangente  par  un 
point  pris  sur  la  courbe. 

4°  La  spirale  logarithmique,  dont  l'équation  est 

r=zalf  . 

En  changeant  l'axe  polaire  sans  changer  le  pôle,  on 
peut  mettre  l'équation  sous  la  forme 

En  effet,  posons  a  =  e^^  b  =  e'",  alors 

«  «  m   fô-h— ) 


224  COURS    d'analyse. 

Soient  OA  le  premier  axe  polaire,  et  M  un  point  de  la 

courbe.  Prenons  un  axe  polaire 
OA',  qui  fasse  avec  le  premier 

un  angle  AOA'  =  —  •  Alors,  si 


MOA=  0 j  en  posant  0  -h  -  =  0', 


Téquation  deviendra 


=  e"^^\ 


Considérons  donc  réqualion  r  =  e'"^  :  pour  0  =r  o,  on 
aura  r  =  i ,  et  si  Ton  fait  croître  Q  indéfiniment,  r  croîtra 
indéfiniment.  Par  conséquent,  la  courbe  fera,  à  partir  du 
point  A  (Jig<  3o),  pour  lequel  OA  =  i,  une  infinité  de 
révolutions.  En  donnant  à  6  des  valeurs  négatives, 
r  diminuera  indéfiniment;  donc  la  courbe  fera  encore 
à  partir  du  point  A,  mais  dans  l'autre  sens,  une  infinité 
de  révolutions,  en  s' approchant  toujours  du  pôle. 

On  aura  rfr=  me'"^dd  =  mrdO]  par  suite,  tangjui  =  —, 

quantité  constante.  Donc,  dans 
la  spirale  logarithmique,  la  taji" 
gente  fait  un  angle  constant 
ai^ec  le  rayon  vecteur  guipasse 
par  le  point  de  contact. 

La  sous-tangente  sera  — ?  et  la  sous-normale  mr, 

m 

L'extrémité  T  de  la  sous-tangente  décrit  une  spirale 

égale  à   la  première^   mais   située  différemment.  Soit 

OT  =  p,  on  a 


p=^ 


jnS 


m 


Or,  en  posant TOA=  —  0',  on  aura  6»  =  6'  -f- 


n 


-•  Par  suite, 

2 


P  = 


m 


= ; z=:e     \  2        mj 
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et,  en  prenant  un  nouvel  axe  polaire  incliné  sur  le  pre- 


.  îr. 


\m 


mîer  d'un  angle  égal  à  -" 9  puis  posant 


2         m 


on  aura  Téquation 


,me" 


qui  représente  une  spirale  égale  à  la  première. 

L'extrémité  de  la  normale  décrit  aussi  une   spirale 
égale  à  la  première. 


DES    COORDONNÉES    BIPOLAIRES. 

225.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  la  position  d'un 
point  sur  un  plan  se  détermine  par  les  distances  r  et  /*'  de 
ce  point  à  deux  points  fixes  A  et  B. 

Soity(r,  r')  =  o  l'équation  de  la  courbe  CM,  et  pro- 
Fig.  29.  posons-nous  de  lui  mener  une 

tangente  au  point  M. 

Considérons,   pour  cela,    la 
sécante    M'MS.    Menons    MH 
perpendiculaire  à  AM'. 
Soient 

AM=ry     BM=:r';     AM'=rrr-4-Ar,     BM'=/'-hAr'; 
MAM'rzzAe,     arcMlVr  =  A5,     AMT  =  a,     BMT  =  §. 

On  aura 


,^,,„       M' H        M' H        arc  MM' 
cosAM'M  z=  — —  =:  -— -  X     „.,,    > 
MM'  ^s  MM 


ou  bien 


Ar  -I-  2rsin^  -  A  9 

cosAM'M= — 

As 


X 


arc  MM' 
MM' 


Or 


2rsin*-AÔ  , 

lira =  o,      limAM  M  =  a,      liiu  -,.,77—  =1; 

MM' 


As 
Stiirm.  —  An.,  l. 


10 
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donc 

dr 
cosa  m  — -• 
as 

Pour  la  même  raison, 

dr' 

COSê  =  -7-« 

ds 

Par  suite,  on  a 

cosa dr 

cosê        rfr' 
ce  qui  détermine  la  tangente  MT. 

226.  En  prenant  les  deux  foyers  d'une  ellipse  pour 
points  fixes,  Tëquation  de  cette  courbe  sera 

dr 
De  là  on  tire  dr  -f-  dr'  =  o  :  d'où  -7-^  =  —  1  ;  donc 

dr 

cosa 

cosê  ' 

ou 

cosa  =:  —  COSê. 

Donc  les  rayons  vecteurs  d\ui  point  de  l^ ellipse  Jor-- 
ment  as^ec  la  tangente^  d^itn  même  côté  de  cette  droite^ 
deux  angles  supplémentaires. 

On  trouverait  de  même,  pour  Thyperbolc,  cosa  =  cosS. 
Pour  une  courbe  dont  l'équation  serait  r  zb  mr' -=.  a,  on 
aurait  cosa  =  zp  w  cos6. 

EXERCICES. 

i.  Une  coutbe  est  donnée  par  une  relation  entre  les  distances  r 
et  r'  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes.  Trouver  l'expres- 
sion de  la  différentielle  de  son  arc  en  fonction  des  distances  ret  r' 
et  de  leurs  différentielles.  Application  aux  sections  coniques. 

Solution. 
^,_        ^rr'[rr'(dr'''\-dr'^)  -  [r^+r'^ -  a^)drdr'^ 

~  [r-{-r'-\-a)[r-^r'  —  a]Ui-\-r—r']  («-f-/-'— r)' 

a  désigne  la  distance  des  deux  pôles. 
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2.  Une  courbe  est  donnée  par  une  relation  entre  deux  angles  9 
et  6'  que  les  droites  menées  d'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe 
à  deux  points  fixes  A  et  ^  font  avec  la  droite  AB.  Déterminer  la 
tangente  à  cette  courbe  et  exprimer  la  différentielle  de  son  arc  en 
fonction  des  angles  0  et  6'  et  de  leurs  différentielles. 

Appliquer  les  résultats  à  la  courbe  décrite  par  l'intersection  de 
deux  droites  mobiles  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  avec 
des  ^vitesses  de  rotation  uniformes. 

Solution.  —  Si  fx  et  \x'  désignent  les  angles  que  la  normale  fait 
avec  les  rayons  vecteurs  MA  et  MB,  on  aura 

cos|x  _  sinô'ûTO 
cos{jl'  ~~  8in6c?6' 


a 


^  =   ♦  ,/ft  .  A.x  /sin«  e'éjW»  -h  sin«  ^d^'^  —  2  8:nesine'cos(6H-  6')rfB  d^\ 

Dans  le  cas  particulier,  n  et  n'  étant  les  vitesses  angulaires  des 
deux  mouvements,  on  a 

cos  [A  __  /ï  sin  6' 
cos  {jl'  ~"  /i'sin6* 

3.  Les  ovales  de  Descartes,  représentés  en  coordonnées  bipo- 
laires par  les  équations 

r  -i-  nr'  =  a, 

/  —  nr  =6, 

se  coupent  à  aogle  droit,  quels  que  soient  a  et  ê. 

f. 


i5. 


a-îS 
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THÉORIE  DU  CONTACT  DES  COURBES  PLANES. 

Contact  de  divers  ordres  des  courbes  planes.  —  L^ordre  de  ce  contact  est 
indépendant  du  choix  des  axes.  —  Caractères  distinctifs  des  contacts 
d^ordrepair  ou  d'ordre  impair.  —  Des  courbes  osculatrices.  —  Du  cercle 
osculateur.  —  Application  aux  sections  coniques. 


CONTACT  DE  DIVERS  ORDRES  DES  COURBES  PLANES. 

227.  SoîeDl  àeu%  courbes  CMN,  C'M'N^  ayant  pour 
équations 

y  etj'élantdes  fonctions  explicites  ou  implicites  de  x. 
Supposons  que  ces  deux  courbes  aient  en  M  un  point 
commun,  et  comparons  les  ordonnées  QN  et  QN'  des 
deux  courbes,  répondant  à  une  même  abscisse,  dans  le 
voisinage  du  point  M.  Soient  OP  =  j:  et  PQ  =  h  :  on  a. 


QN  =/{a:  -^  h),      QN'  =  ç(x  -h  h). 


Donc 


NN'=/(a:-h  h)  —  fsi[x -^  h). 


Fig.  3o. 


et  l'on  aura,  d'après  la  série  de 
Tavlor, 


-f- 


I  .  2  \  dx^         (Ix^  ) 


Or,   on  peut  mettre  R  sous  la 
forme a,  a  devenant  nul  avec  h  \  et  comme  le  point  M 


1  .2 


est  commun  aux  deux  courbes,  ce  qui  donne  y^=:y\ 
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on  a 

\dx        dx  j        i  .i\dx^         dx*  J 

Maintenant,  si  Ton  suppose  que  les  deux  courbes  aient 
au  point  M  une  tangente  commune  MT,  on  aura  en  outre 

--f-  =  -j-9  et  l'égalité  précédente  deviendra 


dx        dx 


1 .  2  \  dx^  dx*  I 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  courbe  MN'  approche 
plus  de  la  courbe  MN  que  toute  autre  courbe  MN'^qui, 
passant  par  le  point  M,  ne  serait  pas  tangente  à  MT. 

En  effet,  ^o\i  y"  =  ^[x)  Téquation  de  MN'^;  on  aura 


NN"  =  i4(:^~^  -+-6 

dx 


) 


6  s'annulant  avec  A;  donc 


m^__  1.2  Wx'       dx'        ) 

dx         dx 


Donc,  quand  h  tend  vers  o,  on  a 

Ce  qui^  montre  qu'en  se  plaçant  suffisamment  près  du 
point  M,  NN'  est  moindre  que  NN'^,  et  par  suite  que  la 
courbe  MN'  est  située  entre  MN  et  MN''. 

228.  Généralement,  supposons  que  l'on  ail 

dy__df     cPx^^d^         d"y _  d'y 


aSo  COURS    D'ANALYSE. 

Il  en  rësuUe 


NN'=: 


l  .2.  .  .(/i  -4- 

a  étant  une  quantité  qui  devient  nulle  en  même  temps 
que  h.  Je  dis  que,  dans  les  environs  du  point  M,  la 
courbe  MN'  qui  remplit  les  conditions  (a)  approche  plus 
de  MN  que  toute  autre  courbe  MN'^  qui  ne  les  remplirait 
pas  toutes. 

En  effet,  son  j"  ==  ^  [x)  l'équation  de  MN",  et  sup- 
posons que  les  m  premières  dérivées  de  j)^'' soient  égales 
aux  m  premières  dérivées  dej^,  m  étant  moindre  que  n  : 
on  aura 

^  ^  1.1.  ,  .[m-^i)\daf"-^'         djf-^' 

6  étant  une  quantité  qui  devient  nulle  en  même  temps 
que  h.  Il  résulte  de  là  que 

X 


a 


% 


Or,  comme  h  décroît  jusqu'à  o,  a  et  S  tendent  de  plus 
en  plus  vers  celte  limite^  il  s'ensuit  que,  lorsque  A  est 

assez  petit,  le  rapport  -— — ;  est  sensiblement  proportionnel 

à  A"~'",  et,  par  conséquent,  peut  devenir  plus  petit  que 
toute  quantité  donnée,  puisque  n  est  plus  grand  que  m. 
Si  l'on  convient  de  dire  que  hs  deux  courbes  MN'  et 
MN  07it  un  contact  de  l'ordre  w,  et  par  suite  que  les 
Jeux  courbes  MN  et  MN''  ont  un  contact  de  l'ordre  m, 
les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  peuvent 
s'énoncer  en  disant  que,  par  un  point  commun  à  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  de  V ordre  /i,  on  ne  peut 
faire  pnsser  entre  ces  deux  courbes  aucune  autre  courbe 
ayant ^  av^ec  l'une  des  deiuc  proposées,  un  contact  d^un 
ordre  inférieur  au  n'* 


leme 
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L^ORDRE    DU    CONTACT    EST    INDÉPENDANT    DU    CHOIX 

DES    AXES. 

229.  Uordre  du  contact  est  indépendant  de  la  direc- 
tion des  axes,  pourvu  que  Taxe  des  ordonnées  ne' soit  pas 
parallèle  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

On  pourrait  démontrer  ce  lliéorème  en  employant  les 
formules  générales  de  la  transformation  des  coordonnées, 
et  faisant  voir  que  les  dérivées  des  ordonnées  des  deux 
courbes  sont  encore  égales  dans  le  nouveau  système 
d'axes  jusqu'au  «**'"' ordre,  si  n  éi$iit  Tordre  de  contact 
dans  le  premier  système.  Mais  on  peut  y  parvenir  plus 
simplement  par  des  considérations  géométriques. 

Soient  CMN,  C  IVl'N'les  deux  courbes  tangentes  en  M. 

Par  le  point  M  menons  une 
droite  quelconque  Mn^\  mais 
•différente  de  la  tangente  au 
point  M.  Son  équation  sera 

X"  =  ax-h  b. 
Soient 

les  équations  des  deux  courbes.  Considérons  les  ordon- 
nées de  ces  trois  lignes  correspondant  à  un  point  N  pris 
sur  la  première*,  on  aura  encore 

^^  ~~  i.2.3...(/i-f-i)  \lhf^'  ~   r/a:«+'    "^  7  ' 

et  puisque,  par  supposition,  la  droite  menée  par  le  point 
M  est  différente  de  la  tangente, 

Par  suite, 

NN'  dx^^^  ~  d.vn-r\  "^  ^  , 


(NN")«-»-»  /  dy  ^\«+i     i.2.3...(/i-4-j) 
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Or,  quand  h  tend  vers  zéro,  ,  a  et  ê  tendent  aussi  vers 

NN' 
zéro.  On  voit  donc  que  le  rapport  .    ^„  .^^  tendra  vers 

une  limite  finie. 

On  peut  donp  dire  que  si  le  contact  est  du  «**"**  ordre, 

NN' 
le  rapport  :j^^  sera  un  infiniment  petit  du  7i**'"'  ordre. 

La  réciproque  est  d'ailleurs  évidente. 

230.  Supposons  maintenant  que  Ion  rapporte  la  courbe 

à  d'autres  axes*,  par  le  point  N  menons  une  parallèle  au 

nouvel  axe  des  y.  Soient  n'  le  point  ou  celte  parallèle 

coupe  la  courbe  j'  =  y  (x)  et  n"  le  point  où  elle  coupe  la 

droite  M«''.  Pour  démontrer  que  Tordre  du  contact  ne 

N/i' 
change  pas,  il  suffit  de  prouver  que  le  rapport         ,,    _^^ 

[rin   ) 

tend  vers  une  limite  finie.  Car  -rz—r,  sera,  dans  ce  cas,  un 

infiniment  petit  du  »**"**  ordre,  et,  par  suite,  le  contact 
sera  encore  de  l'ordre  n. 

Or,  si  Ton  mène  N'/i',  le  triangle  NN'/t'  donnera 

NN'        sin  n' 


N  n!        sin  N' 

Le  point  N  s'approcliant  indéfiniment  de  M,  le  point  N' 
tendra  vers  N,  ainsi  que  le  point  w',  et,  par  conséquent,  N' 
et  n'  se  confondront  à  la  limile.  Donc  w'  N'  tendra  vers  la 
tangente  au  point  M,  et,  par  suite,  le  rapport  des  sinus 
des  angles  /i' et  W  aura  une  limite  finie.  D'ailleurs,  le 

NN" 
rapport        ^,  reste  constant  quand  le  point  N  s'approche 

du  point  M,  puisque  le  triangle  variable  '^n"^"  reste 
toujours  semblable  à  lui-même. 
On  a 

NN'=N/2'-^— -     et     NN"=:N/2" -^—7;. 
smN'  smN'' 
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233 


Delà 


sin  n' 


NJN' 


N/i' 


fNN'^jM-i'         (IS /!'';«+• 


X 


sin 
siii 


inJN'7 


N/i' 


d'où  l*on  déduit  que  le  rapport         „        lend  vers  une 
limite  finie;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

CARACTÈRES    GÉOMÉTRIQUES   d'uN   CONTACT   d'oRDRE   PAIR 

OU  d'ordre  impair. 

231.  Si  les  deux  courbes  CMN,  C'M'N',  qui  ont  res- 
pectivement pour  équations 

ont   au  point  M(jc,  y)  un   contact  de  Tordre  »,  les 
/i  -H- 1  conditions  suivantes  seront  remplies  : 


y  =Xy 


dx        dx         dx'^        dx^ 


ï  • 


dx" 


djc^ 


Dans  ce  cas,  on  a,  comme  nous  l'avons  vu, 


dx"- 


•) 


Fig.  32. 


««-Q«-Q«-T-....(«H-0V/x- 

Mais,  jusqu'à  présent,  nous  n'avons  fait  attention  qu'à 
la  valeur  absolue  de  NN'ou  de  QN —  QN'.  Nous  allons 
maintenant  avoir  égard  au  signe  de  celte  différence. 
Si  n  est  pair,  w -i- i  étant  impair,  /i"+*,  et  par  suite 

QN —  QN',  changera  de  signe 
avec  /i,  et  l'on  en  conclut  que 
celle  des  deux  courbes  qui  est 
au-dessous  de  l'autre,  à  gaudie 
du  point  de  cou  lad,  est  située 
an -dessus  à  droite  de  ce  point, 
en  sorte  qu'eu  ce  point  les  deux 
courbes  se  traversent  mutuellement,  comme  on  le  voit 
dans  la  figure. 
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Si  n  est  impair,  alors  n  H-  i  étant  pair,  en  prenant  h 

assez  petit,  le  signe  de  QN  —  QN'  ne  changera  pas  avec 

Fig-  33.  celui  de  A,  c'est -a-dire  qu'aux 

environs  du   point  M  les  deux 
courbes  ne  se  traversent  pas. 

Donc,  quand  deux  courbes 
ont  entre  elles  un  contact  d'or- 
dre  iMPAiB,  Vune  des  deux  em- 
brasse Vautre^  et  deux  courbes 
se  tra^^erserit  mutuellement  au  point  de  contact^  quand 
elles  ont  un  contact  d^ ordre  .pair. 

Une  ligne  droite  tangente  à  une  courbe  a  en  général 
avec  elle  un  contact  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  d'ordre 
impair;  aussi  est-elle,  au  point  de  contact,  tout  entière 
d'un  côté  de  la  courbe.  Si  le  point  de  contact  est  un 
point  d'inflexion,  alors  le  contact  devient  d'ordre  pair, 
et  la  tangente  traverse  la  courbe. 


DES    COTTRBES    OSCULATRICES. 

232.  Soit 

(l)  ^{Xyy'y   a,  ^,   C,.  .  .,  /)  —  O 

une  équation  renfermant  n  +  i  constantes  arbitraires, 
a^  b^  c^, . .  ^  Ij  et  qui,  suivant  les  valeurs  attribuées  à  ces 
constantes,  convient  à  une  infinité  de  courbes  différentes. 
On  peut  disposer  des  indéterminées  «,  è,  c,...,  /,  de  ma- 
nière que  la  courbe  (i)  ait  un  contact  d'un  ordre  déter- 
miné, du  n**"*' au  plus,  en  un  point  donné  [x^j)^  avec 
une  courbe  donnée  par  l'équation 


(^) 


r=/l-^)- 


Si  le  contact  est  du  72*^'"'  ordre,  les  // 
suivantes  seront  remplies  : 


(a)   y  =  7, 


dx 


fiy       d^y'  _  d^ 
(ix        dx^  dx'' 


I  conditions 


flnyï  flny. 


dx" 


fÙC* 


DIX-NEVVIÈME    LEÇON.  2.55 

On  obtiendra  -—-)  -t4-v«'i  -7 — t  en  difTérentîant  n  fois 

€lx     dx*  rtr" 

de  suite  Téquatiou  (i),  et  —•>  -r-^^"'>  3-7»  ©n  différen- 

tiant  /i  fois  de  suite  l'équation  (2).  Les  n -\- i  équa- 
tions (a)  détermineront  les  /ï  -f-i  constantes  inconnues, 
â,  &,  r,  . . . ,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  de 
contact  et  des  coefficients  de  l'équation  (2). 

Quand  on  détermine  les  constantes  a,  &,  c, .  . .,  /,  de 
manière  à  obtenir  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  pos- 
sible, qui  est  égal  au  nombre  des  constantes  moins  1,  on 
dit  que  parmi  toutes  les  courbes  de  même  espèce  repré- 
sentées par  Téquation  (1)  celle  qui  répond  à  ces  valeurs 
des  constantes  est  osculatrice  à  la  courbe j^  =y*(jr). 

233.  Comme  première  application,  considérons  la 
droite 

(i)  y  =  ax'^b^ 

et  la  courbe j^  z=f(^x). 

L'équation  de  la  droite  ne  renfermant  que  deux  con- 
stantes arbitraires,  on  ne  pourra  établir  qu'un  contact 
du  premier  ordre.  Il  faudra  pour  cela  satisfaire  aux  deux 

équations 

j  dy'  dy 

/=^      et     —      «u      a  =  -. 

Si  Ton  remplace^'par j^  dans  Téquation  (i),  on  aura 

y  zzz  ax  -^  by 


d'où  l'on  tire 


0  :=  y  —  ax  z=  Y 7-  ^» 

dx 


L'équation  (i)  deviendra  alors 

dy    ,  dy  ,  dy ,    , 

ce  qui  est  bien  l'équation  de  la  tangente  au  point  (jtr,  j). 


î>.36  cou  as  d'analyse. 


DU    CERCLE    OSCULATEUR. 

234.  Appliquons  encore  les  mêmes  considérations  au 
cercle.  Soit  en  coordonnées  reclangulaires 

Téquation  d'une  courbe.  Puisque  Téqualion  gé.nérale  du 
cercle  contient  trois  constantes  arbitraires,  le  cercle oscu- 
lateur  sera  celui  qui  aura  avec  la  courbe  donnée  un  con- 
tact du  second  ordre.  Soit  donc 

(i)  ^^^^y^(y^r,y^p. 

l'équation  de  ce  cercle  inconnu. 

On  en  tire  par  deux  différentiations  successives  : 

(^)  ^- $  +  (/-«)  ^=o, 

(3)         .-.g^(/-«)g:=o. 

Comme  on  doit  avoir 

•^        ^^       dx         dx^       dx'         dx^^ 

siTon  remplace  danç  les  relations  (i),  (2)  et  (i)  j\  — > 

f^V  '  dy  d^Y 

-—•5  respectivement  par  j),  ^1  ^-^>  on  aura  pour  déter- 
miner \y  >î,  jo  les  trois  équations 

(4)  (;c~?)>-f-(r-„)^=zpS 

(5)  (^_ç)+(_y_,)g  =  o, 

X  ^\  y  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 
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On  tire  de  ces  équations  : 


dx'        ^  dx  \         dx' 

d^  d^y 

dx"  IJ^ 

€t  enfin 


P'  = 


d*où 


( 


3^ 
dY^\   2 

1-4-    -^ 


/    X  I      '  d.v 

(7)  P  =  ±-^ 


d'y 

dx"" 

235.  Le  numératenr  de  cette  expression  étant  positif, 
il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que 

d'^y 

-—  est  positif  ou  négatif,  si  Ton  veut  avoir  la  valeur  ab- 
solue de  jS. 

L'équation  (6)  montre  que  rj — j^  et —^  sont  toujours 

de  même  signe.  Comme  yï  — j^  est  la  différence  entre  l'or- 
donnée du  centre  du  cercle  et  l'ordonnée  du  point  de 
contact,  il  en  résulte  que  le  centre  du  cercle  osculateur 
est  toujours  dans  la  concavité  de  la  courbe. 

La  courbe  et  le  cercle  osculateur  ayant  la  même  tanr 
gen.te,  le  centre  du  cercle  osculateur  est  sur  la  normale  à 
la  courbe  au  point  [x^  j)  ;  on  peut  encore  le  conclure  de 
l'équation  (5)  mise  sous  la  forme 

d'où  résulte  que  la  droite  dont  le  coefficient  angulaire  est 
" -y  c'est-à-dire  la  droite  qui  unit  le  point  de  contact 

JC         ç 
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au  centre  du  cercle  osculaleur,  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  ayant  avec  la  courbe  un  contact 
du  second  ordre  en  général,  par  conséquent  d'ordre  pair, 
il  s'ensuit  qu'il  traverse  la  courbe,  excepté  en  certains 
points  particuliers  où  le  contact  est  d'un  ordre  supérieur 
au  second.  Dans  ce  dernier  cas,  si  le  contact  est  d'ordre 
impair,  la  courbe  et  son  cercle  osculateur  sont  du  même 
côté  de  la  tangente  commune. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  cour^ 
bure  i  son  centre  et  son  rayon  centre  et  rayon  de  cour^ 
bure.  Nous  en  verrons  plus  tard  la  raison. 


Fie.  34. 


236,  Gomme  exemple,  proposons-nous  d'obtenir  le 

rayon  de  courbure  MK  d'uhe 
section  conique,  en  un  point 
quelconque. 

Cette  courbe  rapportée  à  l'un 
de  ses  axes  de  figure  et  à  la  tan- 
^        gente  au  sommet  a  pour  équa- 
tion 


(0 


j^  z=  2px  -h  qx^ 


En  différentiant  deux  fois  cette  équation,  on  trouve 


dx 
dx' 

dy 


qx 


{£)■= 


R> 


et,  en  mettant  pour  —  sa  valeur, 


dx 


ou  enfin 


/ 


^'j      p^  -^  '^pq^  -^  7*-^  


dx' 


=  qy 


dx^ 
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Par  suite  on  a,  en  valeur  absolue, 


2\    i 
I  et  r 


p' 


Le  numérateur  de  p  est  le  cube  de  la  normale  MN.  Eu 
effet,  le  triangle  rectangle  MNP  donne 


— 2  dr"^  I        df^ 


d'où 


^('+£0="'- 


Donc 


(3)  P  =  ^- 

Ainsi,  en' tout  point  d^une  section  coni^ue^  le  rajon 
de  courbure  est  égal  au  cube  de  la  normale,  divisé  par 
le  carré  du  demi-paramètre. 

Il  est,  du  reste,  facile  d'obtenir  la  valeur  de  p  en  fonc- 
tion seulement  de  Tabscisse  du  point  M.  En  effet, 

Y^=  ipx  -I-  qx^     et      ^  —  =  /?  -+-  qx\ 


dx 


on  a,  par  suite, 

n^=:^px-\-qx^-\-(p-^qxyz={q-^q^)x^-^1ipqx-^2px-\-p^. 

Donc 

[{q^q^)x'-hip(l-hq)x-{-p^Y 
p=  y. 
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VINGTIÈME  LEÇON. 

DÉVELOPPÉES  ET  ENVELOPPES  DE  COURBES  PLANES. 

Développées  et  développantes  des  courbes  planes.  —  Propriétés  générales 
des  développées.  —  Application  à  la  parabole,  à  Tellipse,  à  Thyperbole. 
—  Enveloppe  d'une  courbe  mobile. 


DÉVELOPPÉES  ET  DÉVELOPPANTES. 

237.  Les  coordonnées  ^  et  y?  du  centre  de  courbure 
correspondant  au  point  M  de  la  courbe  CM  sont  déter- 
minées, comme  on  l'a  vu,  par  les  équations 


(1) 
(a) 


dy 


'+;i^'-^(^-'') 


Les  centres  de  courbure  K,  Kj, . .  . ,  forment  une  nou- 

Fig.  35. 


velle  courbe  FF'  que  l'on  ap- 
pelle la  développée  de  la  courbe 
CM,  et  celle-ci  est  appelée  la 
déi'eloppante  de  FF';  nous  ver- 
rons bientôt  la  raison  de  ces 
dénominations. 

Puisque  les  équations  (i)  et  (a) 
avec  Téqualion  de  la  courbe  donnée  CM 

(3)  /(x,j)  =  o 

déterminent  les  coordonnées  ^  et  ig  du  centre  de  cour- 
bure K,  relatif  au  point  donné  M  (x,  i  )  de  la  courbe  CM, 
on  aura  Téquation  du  lieu  des  points  K  en  éliminant  x 
eij  entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3). 
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PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DE    LÀ    DÉVELOPPÉE. 

238.  La  développée  d'une  courbe  jouît  de  propriétés 
générales  très -remarquables. 

En  premier  lieu,  les  normales  à  la  dév^eloppante  tou- 
chent la  développée  aux  centres  de  courbure. 

En  effet,  sî  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante, 
et  que  Ton  différentie  l'équatîon  (i),  en  y  regardant  j^, 

-—t  S  et  ^  comme  les  fonctions  de  x,  on  a 
dx    ^  ' 


ou 


ou  bien,  à  cause  de  Téquation  (2), 


dl-hd-n 

dl 

dx 
dy 

ou  enfin 

(4) 

Celte  dernière  relation  montre  que  la  tangente  à  la 
développée  menée  par  le  point  K  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  menée  par  le  point  M  à  la  courbe  CM.  Donc  la 
droite  KM  est  tangente  à  la  développée. 

239.  Une  conséquence  immédiate  de  cette  propriété, 
c'est  que  la  développée  d\ine  courbe  est  le  lieu  des  in- 
tersections successives  des  normales  à  cette  courbe.  En 
effet,  considérons  les  deux  normales  MK  et  M,  Kj  qui 
touchent  la  développée  aux  points  K  et  K,.  Soit  Ile  point 
où  elles  se  coupent  :  quand  Mi  se  rapproche  indéfiniment 
de  M,  la  normale  Mi  Ki  se  rapproche  de  MK,  et  Tangle 
K|IK  tend  vers  deux  angles  droits.  Donc  KiK  est  le  plus 

Sturu.  —  An.^  I.  16         * 


2/\2  COURS    D^ÀNÀLYSB. 

grand  côlé  du  triangle  KjIK.,  et  comme  ce  côté  tend  vers 
zéro,  il  en  sera  de  même  de  IK.  Par  conséquent  le  point  I 
se  meut  sur  la  droite  fixe  MK  en  se  rapprochant  indéfi- 
niment de  K,  que  Ton  peut  considérer  comme  le  point 
d'intersection  de  la  normale  MK  et  de  la  normale  infini- 
ment voisine. 

240.  La  différence  entre  deux  rayons  de  courbure 
MK  et  MiK,  est  égale  à  l'arc  K,  K  de  la  déi^eloppée, 
compris  entre  les  deux  centres  de  courbure  correspon- 
dants. 

Pour  le  démontrer,  différentions  l'équation 

en  y  regardant  j^,  ^,  y?  et  p  comme  des  fonctions  de  la  va- 
riabl<i  indépendante  x.  Il  vient  ainsi 

p^p=  [jc — Ç)  [dx  —  dl)  H-  (r  —  ^)  {^X  —  ^^)^ 
OU 

îe  qui,  d'après  l'équation  (i)  du  n**  237,  se  réduit  à 

d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  a  l'arc  FK, 

dp        ï  —  X    dl^       n  —y    dm 


U(7  p         d(T  p         de 

Mais  le  second  membre  est  le  cosinus  de  l'angle  que  la 
droite  MK  fait  avec  la  tangente  à  la  développée  au  point 
K.  Comme  cet  angle  est  nul,  son  cosinus  est  égal  à  Tu- 
nité,  et  Ton  a 

dp  z=z  d(T. 
De  cette  équation  on  conclut 

p  =  (I  -t"  C, 
G  désignant  une  constante*,  on  aura  de  même 

pi=  (Ti-\-  C: 


donc 
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p  —  pi^v  —  ff,=:arcFK. —  arcFK,  =  arcKK,. 
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241.  On  peut  aussi  concevoir  celte  propriété  comme 
une  conséquence  de  ce  que  \^  développée  est  le  lîeu  des 

Fig.36.  intersections  successives  des  normales  à  la 
courbe  donnée.  En  effet,  remplaçons  un 
petit  arc  KKi  de  la  développée  par  sa  corde, 
et  supposons  que  celte  ligne  prolongée 
rencontre  la  courbe  en  M.  La  d  roi  le  KM 
différera  très-peu  de  la  normale  KN  menée 
par  le  point  K,  ei  KjM  irès-peu  de  la  nor- 
male Kl  Ni  menée  par  le  point  Ki,  en  sorte  qu'on  aura, 
en  négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 

KK.  =  KM  —  K,  IVI  r=  KN  —  K,  N, . 

C'est  cette  propriété  de  la  courbe  FK  qui   lui  a  fait 
donner  le  nom  de  développée.  En  effet,   imaginons  un 
fil  dont  une  partie  soit  enroulée  sur  FK,  et  dont  Tautre 
f»&- 37.  partie,  tendue  suivant  la  tan- 

gente K,jMi,  se  termine  en  Mj 
sur  la  courbe  CM.  Je  dis  que  si 
l'on  déroule  ce  fil  rn  le  tenant 
toujours  lendu,  son  extrémité 
décrira  la  courbe  CM.  Car  sup- 
posons que  la  partie  recli ligne 
soit  maintenant  dirigée  suivant  la  tangente  KM,  et  que 
l'extrémité  aboutisse  au  point  G  :  on  a 

GK  =  M,K,-hK,K, 

puisque  K,  K  est  la  partie  qui  est  devenue  rectiligne.  Mais 
d'ailleurs  on  a  aussi  MK  =  M,  Kj  H-  KjK.  On  aura  donc 
GK=  MK  et  G  coïncidera  avec  le  point  M  sur  la  courbe 
CM  :  donc  l'extrémilé  du  fil  décrira  la  courbe  CM. 

242.  Une  même  courbe  FK  a  une  infinité  de  dévelop- 
pantes, et  pour  les  décrire  il  suffira  d'allonger  ou  de  di- 

16 


»^^^ 

- 

y 

M^ 

\g 

f" 

kA 

k\ 

0 

' 

X 
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tîiinucr  le  (il  d'une  quantité  arbitraire.  Les  tangentes  à 
la  rourbc  FK  sont  normales  à  toutes  les  développantes, 
d'où  il  suit  que  celles-ci  ont  les  mêmes  normales  et  les 
meincH  centres  de  courbure^  et  comme  elles  inlerceptent 
sur  leurs  normales  communes  des  longueurs  constantes, 
on  peut,  au  moyen  d'une  développante,  obtenir  toutes  les 
autres. 

2i3.  Si  une  courbe  est  algébrique,  les  rayons  de  ses 
cercles  osculateurs  auront  aussi  une  expression  algébrique 
d'après  \v$  formules  trouvées  précédemment  :  par  consé- 
quent, un  arc  de  la  développée,  qui  est  la  différence  de 
doux  de  rcs  rayons,  aura,  dans  ce  cas,  une  expression 
algél)ri(|ue,  et  cette  courbe  sera  rectifiable. 

HAYON  DB  COURBURE  ET  DÉVELOPPÉE  DE  LA  PARABOLE. 

âli.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  la  parabole 

dont  Téquation  est 

Nous  avons  trouvé,  en  désignant 
par  n  la  normale  IVIN,  et  par  p 
le  rayon  de  courbure  au  point  M, 

p^  ^       ' 

Si  Ton  veut  exprimer  ce  rayon  en  fonction  des  coor- 
doiuuv^  du  point  M«  il  faudra  diflerentier  deux  fois  Té- 
quâtiou  ^i  *.=  if\t\  co  qui  douue 


r 


<:*  »• 


»» 
/' 


•  î 


IVm\c  on  A*  on  vAÎo«r  iKîs>!«<\ 


1 
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Pour  avoir  Téquation  de  la  développée,  substituons  les 
valeurs  de  -f-  et  de  -7--  dans  les  équations 

il  vient 


^—  ?  +  (7  —  75)  ^  =  O,        I  -f-  C.  _  (^  _  ^)  i_  :=,  o. 


L'élimination  de.r  et  Aej  entre  ces  équations  et  celle  de 
la  courbe  conduit  à  l'équation  de  la  développée.  De  la 
seconde  on  tire 

,+  /i;_'4+/^^0      d'où      «=:-^. 

ji         yi  yi  p2 

En  mettant  cette  valeur  de  ri  dans  la  première,  on  aura 

«—  ?  -\- p  -f- —  =0, 

P 

d'où 

Ç  — /?  =  3x. 

On  a  donc 


j3  — --/?2>î,      j;=r-(ç— /?)      et     j»=2y;r, 


d'où 
et 

Donc 


n'=  —  (i-p)\ 

2,r]p 

Si  Ton  .transporte  Taxe^des  ordonnées  parallèlement  à 
lui-même  jusqu'au  point  O,  tel  que  AO  =  p,  l'équation 


et 
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Û 

prend  la  forme  plus  simple  yj'H 5'',  ou  simplement 


^=±\J 


Celle  courbe  a  la  forme  ROL  {fig.  Sg,  p.  244)«  Elle 
est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses,  ce  qui 
était  évident  à  priori,  et  s'étend  à  Tinfini  du  côté  des  x 
positifs. 

En.différentiant,  on  trouve 


—  =  -  i  / 


—  =  -1/— .s"^  =  -^.-. 
di^     4  V  27/?  ^^p  ^ç 

Le  signe  de  -^  est  le  même  que  celui  de  yj-,  par  consé- 
quent, la  courbe  est  partout  convexe  vers  l'axe  des  ab- 
scisses. 


RAYON    DE    COURBURE    ET    DÉVELOPPÉE    DE    l'eLLIPSE. 

245.  Soit 

Téquation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes.  On  en  tire 

dy h^x        d^y h^ 

dx  a}  y        dx^  a^y^ 

Cela  posé,  la  formule  connue  du  rayon  de  courbure 
donne 

I-f- 


• 


rt^J* 


Pour  avoir  la  développée  de  l'ellipse,  reprenons  les 
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deux  équations 

(Iy  '  <i'^  Y 

Quand  on  remplace^  ^^~T1  P^*'  leurs  valeurs,  l'équa- 
lion  (i)  devient 

OU 


a 


'b' 


=  i »—^ y; 

et  posant  «*  —  i*  =  c*,  il  viendra 


ou  enfin 

(3)  .=- 


c»^^ 


En  permutant  dans  la  relation  ('d)xetj^aeib,ce 
qui  change  c*  en  —  c*,  on  aura 


c'j:^ 


(4^  $=-  — 


c' 


Par  conséquent,  si  l'on  pose,   pour  abréger,—  =  A  et 


c» 


-.  =  B,  on  a 
o 


3  -»/•  -  /   ^    \    3 


En  substituant  ces  valeurs  dans  réquatîon  de  l'ellipse, 
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mise  sous  la  forme 


©"*©■=■• 


on  a,  pour  Téquation  de  la  développée. 


(«) 


(f 


2 

3 


n 
B 


I. 


La  courbe  représentée  par  celle  équation  est  symé- 
trique par  rapport  aux  axes 
de  Tellipse,  comme,  du 
rrste,  on  pouvait  le  pré- 
voir. Pour  y}  =  o,  on  a 


A=±:-, 


ce  qui  donne  deux  poi  n  t  s  G, 
G',  situés  sur  l'axe  des  x 

entre  les  foyers.  On  obtiendra  de  même  les  points  H,  H', 

011  la  développée  rencontre  l'axe  des  y. 

En  différenliant  l'équation  (a)  deux  fois  de  suite,  on  a 


3  \A 
De  là  on  tire 


1? 


-     - 
3  \B 


4 


B 


B 


1 


n 


=:0. 


'^n        \a)       A^~^\bJ      B' U^ 


r/H 


{^•^ 


Or  -j—  est  de  même  signe  que  le  dénominateur,  puisque 
le  numérateur  est  positif.  Par  suite,  cette  dérivée  a  le . 


VINGTIÈME    LEÇON.  2/ig 

même  signe  que  y?.  Donc  la  courbe  tourne  partout  sa 
convexité  vers  l'axe  des  x. 
On  a  ensuite 


celte  dérivée  étant  nulle  pour  yj  ==  o  et  infinie  pour  ^  =  o, 
on  en  conclut  que  les  axes  sont  tangents  à  la  courbe  aux 
points  G,  G',  H  et  H',  qui,  à  cause  de  la  symétrie  de  la 
figure,  doivent  être  des  points  de  rebroussement. 

RAYON    DE    COURBURE    ET    DÉVELOPPÉE    DE    l'hYPERBOLE. 

246.  Le  rayon  de  courbure  et  la  développée  de  Thy- 
perbole  peuvent  se  déduire  de  ce  qui  précède  en  chan- 
geant i*  en  — i'.  On  a  ainsi  pour  le  rayon  de  courbure 

s 

et,  pour  l'équation  de  la  développée. 


ir -(!)'=■• 


•«  =  a»  +  t%  -  =  Aet-^  =  15. 

a 


en  posant  C .-5       — , 

La   développée  de   l'hyperbole  se  compose  de  deux 

branches  infinies  HGK, 
H'G'K',  symétriques  par 
rapport  aux  deux  axes;  elle 
a  deux  points  de  rebrousse- 
ment G  et  G'  situés  sur  Taxe 
transverse  au  delà  des  foyers 
par- rapport  au  centre,  et 
elle  tourne  partout  sa  con- 
vexité vers  Taxe  transverse. 


"iJO  COURS    D  ANALYSE. 

ENVELOPPE    d'une    COURBE    MOBILE. 

247.  Quand  une  courbe  se  meut  sur  un  plan,  en  chan- 
geant de  forme  suivant  une  loi  déterminée,  en  général 
elle  touche  constamment  une  courbe  fixe  qu'on  nomme 
,  son  enveloppe.  On  peut  supposer  que  la  courbe  mobile 
est  représentée  par  une  équation 

(i)  F(ar,  7,  c)  —  0, 

dans  laquelle  c  est  un  paramètre  que  Ton  fait  varier  d'une 
manière  continue.  Si  l'on  donne  à  ce  paramètre  deux  va- 
leurs successives  c  et  c  -î-  ^c^  les  courbes  représentées 
par  les  équations 

F{^,X,  c)  =  o,       F(x, /,  c-f-Ac)  =  o, 

se  couperont  en  un  point  (oc^y)^  pour  lequel  on  aura 

F(:r,  j,  c-f- Ar)  —  F(:r,  j,  c)  =  o, 
et,  par  suite, 

•  F(37,  j,  c-4-Ac)—  F(.r,  j,  c)  _  ^ 

^   ^  ^c 

Si  Ac  diminue  indéfiniment,  les  coordonnées  du  point 
(Xyj)  qui  ne  cessent  pas  de  satisfaire  aux  équations  (i) 
et  (2)  vérifieront,  à  la  limite,  les  équations 

(û  F(j7, /,  c)  =  o,       ^  =  0' 

On  obtiendra  donc  le  point  limite  M  de  l'intersection  de 
la  courbe  (i)  et  de  la  courbe  infiniment  voisine,  en  résol- 
vant les  équations  (3).  Si  maintenant  on  élimine  c  t;ntre 
ces  équations,  on  aura  le  lieu  des  points  M,  c'est-à-dire  le 
lieu  ries  intersections  successiv^es  des  courbes  représentées 
par  l'équation  (1). . 

Je  dis  que  ce  lieu  est  T enveloppe  cherchée.  En  effet, 
une  courbe  A  représentée  par  l'équation  (i)  est  coupée 
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par  celle  qui  la  prccède,  B,  et  par  celle  qui  la  suit,  C,  en 
deux  points  qui  finissent  par  se  confondre.  La  droite  qui 
joint  ces  deux  points  tend  donc  à  devenir  tangente  à  la 
courbe  A.  Elle  tend  d'ailleurs  évidemment  à  devenir 
tangente  au  lieu  des  intersections  successives.  Dom:  ce 
lieu  est  tangent  à  toutes  les  courbes  représentées  par 
Téquation  (i). 

EXERCICES. 

i .  Développée  de  la  courbe 
Solution. 

2.  Développée  de  la  courbe 

x*H-/'  =  a\ 
Solution. 

3.  Enveloppe  des  ellipses  concentriques  dont  les  axes  ont  les 
mêmes  directions ,  et  pour  lesquelles  la  somme  de  ces  axes  est  con- 
stante. 


Solution. 


3  3  1 


On  trouve  le  môme  lieu  quand  on  cherche  l'enveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  (^),  qui  se  meut  en  s*appuyant  sur  deux 
droites  rectangulaires. 
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.  ÉTUDE  PARTICCLIÈRE  DE  LA  CYCLOIDE. 


DÉFIMTION    ET    ÉQUATION    DE    LA    CVCLOÏDE. 

248.  La  cycloïtie  est  le  lieu  des  positions  d'un  point  M 
donné  sur  un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite 
indéfiuie  Ax. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  la  droite  Ajr,  pourori- 
gîne  le  point  A,  où  se  trouve  le  point  générateur  M  à 
l'origine  du  mouvement,  et  pour  axe  des  ordonnées  la 
perpendiculaire  Aj. 

Ou  reconnaît,  à  priori,  que  l'ordonnée  est  maximum 

au  poiutC,  correspondant  k  l'abscisse  AD=  -  cire.  OM; 

que  la  courbe  rencontre  de  nouveau  l'axe  des  x  en  un 
point  A'  dont  l'abscisse 
est  égale  à  la  longueur 
de  la  circonférence  gé- 
nératrice, ei  que  la  por- 
tion CA'de  la  courbe  est 
symétrique  de  l'arc  CA 
par  rapport  à  CD;  en- 
suite    qu'au     delà      du 

point  A',  comme  à  gauche  lîu  point  A,  il  existe  uue  inû- 

uité  d'arcs  identiques  à  ACA', 

Cheiebons  maintenant  l'équation  de  la  courbe.  Soient  ■ 

AP  ^  j:,  WP  =}  les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu, 

MO  =  rt  et  MOH  =  u;  joignons  MO  cl  menons  MI  per- 


Fig.  41. 


pe 


BàGH. 
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D'après  le  mode  même  de  génération ,  Tare  de  cercle  MH 
est  égal  à  la  portion  de  droite  AH.  On  a 

^  =  Ali  —  PH  =  arcMIl  -^  m=:aft  —  asm  u  =  a(u  —  sin«), 
7  =  011  —  I0z=a  —  a  cos  u  =  a  {i  —  cos«). 

Il  ne  s'agit  donc  plus,  pour  avoir  Téquation  de  la  cy- 
cloïde,  que  d'éliminer  u  entre  les  deux  équations 

(i)  jr=:a{u  —  sinrt), 

(2)  •  ,  ^  =:a[i  —  cosw). 

Or  la  dernière  donne 

a  —  X  «  —  r 

cosa= ou      «  =  arc  cos  ^> 

a  a 

d'où  


sin  II  =  dr 


a 


Portant  ces  valeurs  dans  Féquation  (i),  on  a  Téquatîon 
de  la  cycloïde, 


a  —  r 


(3)  j7  =  aarccos —"^sjiay-r-y^* 

m 

Pour  expliquer  le  double  signe  du  radical  ou  de  sinu, 
on  remarque  que  si  le  point  M  est  sur  l'arc  AC,  on  a 
Il  <^  TT  et  sinu^  o.  Mais  si  le  point  M  était  sur  l'arc  CA', 
on  aurait  u^tz  et  sinu<^o.  Donc  le  signe  supérieur 
convient  à  l'arc  AC,  et  le  signe  inférieur  à  l'arc  CA'. 

TAKGENTE    ET    NORMALE. 

//y 

249.  Pour  obtenir  -^9  on  pourrait  differenlier  l'équa- 

tion  (3),  mais  il  est  plus  simple  de  differenlier  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  dans  lesquelles  x  et  j)^  sont  fonctions  de 
la  variable  indépendante  i/,  ce  qui  donne 

dx  ^=  adu[i  —  cos // )  =  ^r//^ , 


dX  z=i  a  du  sm  u  =:  du  y/  2  aj  —  j 


2 
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Divisant  membre  à  membre,  îl  vient 


La  sous-normale  au  point  M  ayant  pour  valeur  -^ — > 
on  voit  qu'elle  est  égale  à  \/2aj  —  y*.  Or 


V^a^j  — j2=:y/7(2a— j)  r=  v^m  xIG  =  lVII     ou     PH. 

Donc  MH  est  la  normale  au  point  M,  et,  par  suite,  MG, 
perpendiculaire  à  MH,  est  la  tangente  en  ce  point. 

De  là  résulte  un  moyen  très-simple  de  mener  une  tan- 
gente a  la  cvcloïde  par  un  point  M  de  cette  courbe.  Sup- 
posons le  cercle  CmD  décrit  sur  l'ordonnée  maximum 
comme  diamètre;  menons  Mm  parallèle  à  Ax  :  une 
parallèle  à  Cm,  menée  par  le  point  M,  sera  la  tangente 
cherchée. 

250.  La  longueur  de  la  normale,  au  point  M,  a  pour 
expression 


V 


Or  CiH  =  'la,  IH  =  r.  Cette  longueur  est  donc  moyenne 
proportionnelle  entre  IH  et  GH;  c'est  donc  la  ligne  MH 
elle-même. 

RAYON  ET  CE>TRE  DU  CERCLE  OSCULATEUR. 


do 


251. 

On  a 

r             V    .r 

ne 

ify^        2fl 

>ù 

• 
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OU 

d'^X  a 

dy  d^  Y 

Substituant  ces  valeurs  de  —  et  de  — -  dans  l'expression 

connue  du  rayon  de  courbure,  on  trouve 


_[r]__Sn^r, 


? 

Mais 

v/2^=/GH  X1H=:MH, 

donc  le  rayon  de  courbure  est  double  de  MH,  et  puisque 
d'ailleurs  MH  est  la  normale  au  point  M,  on  aura  le 
centre  de  courbure  en  prenant  sur  la  direction  de  MH 
un  point  N  tel  que  MN  =  i  MH. 

DÉVELOPPÉE    DE    LA    CYCLOÏUE. 

252.  Ce  résultat  donne  très-simplement  la  développée 
de  la  cycloïde. 

Soit  HNL  un  cercle  égal  an  cercle  OM,  tangent  au 
point  H  à  Taxe  Ax,  au-dessous  de  celle  droite  5  menons 
LE  parallèle  à  Aa:,  et  prolongeons  le  diamèlre  CD  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  E  avec  LE  5  les  arcs  MH  et  NH  étant 

^gaux.  on  a 

arcNH  =  AH; 

d'ailleurs 

arcHJNL  =  AD. 

Donc 

arcNL  =  AD  —  AH  =  DH  =  LR. 

Ainsi  la  développée  de  la  cycloïde  est  engendrée  par 
le  mouvement  d'un  point  N  placé  sur  la  circonférence 
d'un  cercle  égal  au  cercle  OM,  mais  qui  roulerait  sur 
une  parallèle  LE  à  Ax^  au-dessous  de  celle  droile,  et  à 
une  distance  de  celle-ci  égale  au  diamètre  du  cercle  mo- 
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bile.  Celle  développée  est  donc  une  cycloïde  égale  à  la 
première. 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  sans  connaître  la  lon- 
gueur du  rayon  de  courbure.  En  effet,  de  même  que  MG 
est  tangente  à  AMC  en  M,  NH  ou  MN  est  la  tangente  en 
N  à  la  cycloïde  ANE.  Donc  cette  dernière  courbe  est  le 
lieu  des  intersections  successives  des  normales  consécu- 
tives à  la  cycloïde  ACA',  et  par  conséquent  elle  en  est  la 
développée. 

253.  On  retrouve  le  même  résultat  par  le  calcul. 

On  a  

d^X  a 


Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations 

dr^        ,  ,  d^Y 

La  première  équation  donne 
(X  —  >î)~=ro     ou  bien     a  «j  —  a  {y  —  iq  )  =  o, 

ou  enfin 

(0  j^  —  'î- 

On  tire  de  la  seconde  équation 


^  —  Ç  H- (jr  —  «)  1/ —  —  I  =  o, 

ou,  en  remplaçant^  par  sa  valeur  et  transposant^ 


a       /  2  ri 

.r  =  Ç  H-  2u  4/ I, 


ou  enfin,  en  faisant  passer  yi  sous  le  radical,  dont  le  signe 


▼inoT  ET  UHiiME  LEçoH.  a;>- 

doit  être  changé  puisque  v  esl  négatif, 

(a)  ^=S  — 3  ^— 2o>i  — n'. 

Substituant  les  valeurs  (i)  et  (a)  dans  l'équation  de  la 
cycloïde, 

(3)  x  =  fl  arc  coi ^  —  y/a  ty  —  7', 

on  aj  pour  l'équation  de  la  développée, 

(4) 


5==«arceos  - 


-vPTîïir 


Supposons  mainlenant   qu'on    prenne  pour  axes   les 
droites  Ej;'  et  Ey'j  nommons  a:'  et^'  les  nouvelles  coor- 
PiB-43-  données  d'un  point  quelconque 

N  de  la  développée  ;  puisque 


S 

9     * 

y 

/^ 

^ 

r 

V 

0"  p 

B 

AD  =  jriI, 

DE  = 

sa, 

aura 

5=AD^ 

DI 

=  i.« 

— -r". 

n  =  HR- 

IR 

=  r' 

—  2fl 

Substituant  ces  valeurs  de  Ç  et  de  n  dans  l'équation  (4), 
l'équation  de  la  développée  par  rapport  aux  nouveaux 
axes  devient 


h^/aar'  —  y. 


on  enfin,  comme  deux  arcs  supplémentaires  ont  des  co- 
sinus égaux  et  de  signes  contraires, 

Cette  équation,  comparée  à  l'équation  (3),  montre  que 
Stubm.  — in.,  I.  17 
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\a  (lëv<*Iopp<^e  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  égale,  placée 
par  rapport  aux  axes  Ex\  Ej^',  comme  la  proposée  par 
rapport  aux  axes  primitifs. 

LONGUEUR    d'un    ARC    DE    CYCLOÏDE. 

2»^)  l.  I.a  ligue  MN,  double  de  HN,'est  le  rayon  de  cour- 
bure correspondant  au  point  M  de  la  cycloïde  dévelop- 
pante, ou  la  tangente  menée  par  le  point  N  à  la  cycloïde 
ANK développée  de  la  première.  De  plus,  au  point  A,  le 
rayon  de  courbure  est  nul  puisque  la  normale  M  H  devient 
nulle  pour  ce  point.  Donc,  comme  un  arc  de  développée 
est  égal  a  la  différence  des  rayons  de  courbure  extrêmes, 
on  a 

arcAN  =  MN  =  aNH. 

Rn  revenant  à  la  cycloïde  pit>posée,  on  peut  dire  que  Tare 
CM  est  égal  à  aMG. 

FAprimons  maintenant  cet  arc  en  fonction  des  coor- 
données de  son  cxtréiaité. 

On  a  

arrCM  i- aMG  =  a\  a* .MQ, 

ou  bien,  puisque  MQ  =  sin  — ji\ 


^vi.  On  |HMit  encv^re  |>arvenir  à  ce  résultat  par  le 
caKuL 

Kn  otlV^U  soit  Oi  =  5  un  arc  compté  à  partir  du  sona- 
luei  C  ;  i>ii  aura 

O»  ou  A 


.  j 


_     V 
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Maïs  Tare  CM  diminue  lorsque  j  augmente  \  on  doit  donc 
prendre  le  signe  — ,  et  écrire 

ds  z:=  —  df  -===  =:d\7.  ^ia^2.a  —  /), 
donc 


s=:^i  sj^n  \Jia  — j'  +  C, 
OU 

5  =  2  v/4  ^'  —  lay  -\-C 

C  est  une  constante  que  Ion  détermine  en  faisantj^  =  aa, 
cequi  donne  5  =  0,  et,  par  suite,  C  =  o.  On  a  donc,  comme 
plus  haut, 

arc  CM  :=isj^a^  —  2  ay, 

256.  Si  l'on  suppose  ^  =  o,  on  aura 

areCA  =  4^» 
et,  par  suite, 

arcACA'=:8a. 

Ainsi  Varc  entier  de  la  cjcloïde  est  égal  à  quatre  fois 
le  diamètre  du  cercle  générateur, 

EXERCICES. 

\.  Quand  une  courbe  plane  C  roule  sans  glisser  sur- une  autre 
courbe  fixe  C,  chaque  point  du  plan  de  la  première  décrit  une 
courbe  dont  la  normale  passe  à  chaque  instant  par  le  point  de  con- 
tact de  C  et  de  C. 

2.  Discuter  la  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se  meut  d'un 
mouvement  uniforme  sur  un  cercle  dont  le  centre  se  meut  aussi 
d*un  mouvement  uniforme  et  en  ligne  droite. 

3.  Le  lieu  des  points  d^où  Ton  peut  mener  à  une  cycloïde  deux 
tangentes  formant  un  angle  droit  est  une  cycloïde  raccourcio 
(courbe  du  n**  2,  quand  la  vitesse  du  centre  est  moindre  que  cello 
du  point  décrivant). 


'7< 
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COURBURE  DES  COURBES  PLANES. 

Expression  du  rayon  de  courbure  quand  la  variable  indépendante  est 
quelconque.  —  Application  aux  coordonnées  polaires.  —  Théorie  de  la 
courbure  des  courbes  planes.  —  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du 
cercle  osculateur.  —  Applications. 


EXPKESSIO:^    DU    RAYON    DE    COURBURE    QUAND    LA     VARIABLE 
INDÉPENDANTE    EST    QUELCONQUE. 

257.  En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  nous 
avons  trouvé 


( 


dy 


2\  » 


d'y 

dx" 

Supposons  maintenant  que  x  ^X.  y  soient  fonctions 
d'une  autre  variable  f,  et  cherchons,  dans  cette  hypothèse, 

l'expression  de  p.  On  sait  (92)  que  -j-  conserve  la  même 

/7 3 y                                               f/jT d' Y  ■"""  dv d^  JC 
forme,  et  que  -j^  doit  être  remplacé  par -^ • 

On  aura  donc 

df 


8 


"^d.^ 


r^ 


ou  bien 


dxd'^y  —  dyd'x 


s 


{dx'^dy^) 

(0  p  = 


dxd'y  —  dyd^:p 

expression  dans  laquelle  les  difFérentielles  de  x  et  àe  y 
sont  prises  en  regardant  t  comme  variable  indépendante- 
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Exemple.  —  La  cycloïde  est  représentée  par  F  ensemble 
des  deux  équations 

a:r=/i(//  —  sinu),      j'-=za[i  —  cosm). 

De  là  on  déduit,  en  prenant  u  pour  variable  indépen- 
dante, 

dx=a(i  —  cosu)fiUj      d^x  =z  a  sinudu*, 

djr  ■=.  a  ^\x\  u  du  ^  d^y  =  a  cos  u  du '. 

Par  conséquent, 

dx}  -h  dy"*  =  (r  —  2  costt  -f-  cos^«  -f-  sin'a)a»û?tt*, 
dcd'^y  —  dyd'^x  =  [cosu  —  cos'«  —  s\n^  u)  a^  du^ , 

OU 

dx^  -h  djr*  =2(1  —  ces  u  )  a}  du^y 

dxd^y  —  dyd^xz=^  —  (l  —  i'0%u)a}du^. 
Par  suite, 


Or, 


\i\  —  i:osufa^du^  r-  *  1 

(I  —  cos«)a'f/a*  ' 


Donc 


y 

I  —  cosw  =  -• 
a 

pz=^a  y 2  \/ -  =  2  sf^ay, 

EXPRESSION    DU    RAYON    DE    COURBURE    EN    COORDONNÉES 

POLAIRES. 

258.  La  formule  (i)  conduit  à  l'expression  du  rayon 
Fig^3  de    courbure    au   point   M,    en 

fonction  des  coordonnées  po- 
laires de  ce  point.  Pour  cela, 
menons  par  le  pôle  deux  axes 
rectangulaires  Ox  et  Oy.  Soient 

a:OA  =  a,      OP-rj:,      MP  =  j, 
OM  =  r,      MO  A  =  0, 
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on  aura 

xz=rcos{9  —  a),      ^r=:rsin(0  —  a), 

OU  en  posant,  pour  abréger,  0  —  a  =  9', 

^i=rcosô',     x=:  rs\nB\ 
De  là  on  tire,  en  observant  que  dO^  =  dO^ 

dx  =  dr  cosO'  —  rd^  sin  9', 

dy  =  dr  sin  9'  -f  rdh  cos9', 
r/2a;  =  ^Vcos9'—  2r/rr/9sin9'  —  r^/9^cos9', 
<^2^z=r/2,.sinô'  -f-  2f/r^9cos9'~n/9»sine'. 

On  aura  donc 

dx"  -¥  dx^=  dr^  cos'9'-4-  r'sin'  9'  ^9»  H-  dr"" sin' 9'  H-  /•»cos'9V0» 
=  ^/r»(sin'9' -hcos'9') -I- /•'£/9'(sin»9'  + cos»9'), 

et,  toutes  réductions  faites, 

(2)  €/x'  -h  d)^  =  dr^  -h  r»f/9». 

De  même, 

dxd'^j' —  dyd'^.r. 

=  [drœs 9'—  rû?9 sin 9')  (c^'r sin 6' -{-idrd^ cosB'—rdB^ sin 9') 

—  (^rsin9'-f-rf/0cos9')(^/'rcos9'— 2^r^9sin9'— /^/9Uos9') 

=  ^V(^rsin  9'  cosQ'—rdB  sin' 9'—  ^rsin  9'  cos9'—  rrf9  cos'9') 

-f-2r/r»(rf9cos29'-fr/9sin»9')-l-/'^(sin'9V93-|-cos'9'rf9»), 

ou,  en  simplifiant, 

(3)  dxd'y  —  £//^»j;  =:  2  rfr'^9  —  r^9rf'r  -+-  r^dB\ 

Substituant  les  valeurs  (2)  et  (3)  dans  la  formule  (i),  on 
obtient 

(dr'^  rdB^y 


^        2dr'dB  —  rd^rdB  -f-  r^dB^' 


ou  bi 


len 


r» 


dr'\^ 


(4)  ?  = 


dr^  d^r 

dB'  '~^d¥ 


r'  -h  2 r 
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Ce  résultat  s'obtient  d^ailleurs  plus  simplement  en  fai- 
sant coïncider  l'axe  Ox  avec  OM.  II  faut  faire  alors  a  =  0, 

et  l'on  a 

dx  =  dry     dy  =  rdB , 

d^.K=  d'r—  rdB^y     d'y  =  2dfdB. 

259.  On  introduit  quelquefois,  au  lieu  du  rayon  vec- 
teur r,  sa  valeur  inverse  dans  l'expression  du  rayon  de 
courbure.  Soit 


I 
u 


il  en  résulte 


1             ^^          »•         i>.du^ — nd^u 
drz=L 9        d^rz=z -• 

Donc 

1  1 

I  I    du'^\  *  /  I  I    du}  \  * 


1   du^        ud'u  —  idu"*  I  I    d^  u 


OU  enfîn 


«2 


2 


,^.  .  dO 

(5)  p  = 


^e^ 


260.  Exemples.  i°  Courbes  du  second  degré»  L'équa- 
tion générale  des  couibes  du  second  degré,  rapportées  à 
l'un  des  foyers  et  à  Taxe  focal,  est 


I  -i-  ecosô 
On  aura,  dans  ce  cas, 


I  -h  ecosB 

ou        u  :=. 


du=  —  ^  sin9r/G,      d^u  =  —  -  cosQdfiK 
P  P 
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et  la  formule  (5)  donnera 

r(n-ecosô)^    e^  ,  ,  n^ 


(i  H-^cosô 


OU  bien 


'i:- 


^cosô 


^«•rj 


s 

,2\r 


(i -h  a^cosô-he-) 


p=/? 


(l  +  tf  COS0)' 


a*^  Spirale  logarithmique  :  r  =  ae"^^. 
On  tire  de  cette  équation  : 


dr 


mae       ^  /wr, 


<f*r        mdr 


m^r. 


dQ       '"" '      d9^         dB^ 

Substituant  ces  v.^leurs  dans  la  formule  (4)9  on  a 

[r'(i-f-/;/2)f 
ou  bien 


Soient  MKla  normale  et  OK  la  sous-normale  du  point 
p.     ,,  considéré.  Le  triangle  rectangle 

ROM  donne 


MK 


V/om' 


OK 


doni 


=  v/r'-hrnang'OMK. 
^     Or,  on  a 

tangOMK  =  cof  OMT  =  m , 


MK  =  ry^i  -+-  m^=:  p. 


Ainsi  Textrémité  K  de  la  sous-normale  est  le  centré  de 
courbure. 

Pour  trouver  Téquatiou  de  la  développée,  prenons  un 
nouvel  axe  polaire  OB,  incliné  d'un  angle  a  sur  le  pre- 
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mier.  K  étant  l'un  quelconque  des  points  du  lieu,  soient 
OK  =  r'  et  KOB  =  9',  on  aura 

^^^  /  '  zzr  mr  =z  niae'"  ^  : 

maïs  ô'  -4-  a  =  0  H — ;  donc  Téquaiion  de  la  développée 


r'  =  mae 


m^'  +  nifa j 

ou  bien 

r'  =  ae^^'  X  me 


.,(a-^) 


Comme  a  est  arbitraire,  déterminons  cette  quantité 
de  telle  sorte  que  Ton  ait 


ce  qui  donne 


me 


I/iî-h/wla )=o,      ou      a= 


2  /// 


l'équation  de  la  développée  deviendra 


r'  =  ae'"^\ 


On  voit  que  la  développée  est  une  spirale  logarithmique 
égale  à  la  première^  mais  différem>inent  placée. 

DE  LA  COURBURE  DES  COURBES  PLANES. 

261.  On  doit  considérer  la  courbure  d'une  circonfé- 
rence comme  étant  la  même  en  tous  ses  points,  et  d'au- 
tant plus  grande  que  son  rayon  R  est  plus  petit,  ou  que 

la  valeur  inverse  —  est  plus  grande.  Il  est  donc  naturel  de 

prendre  —  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle. 

On  conçoit  mieux  cette  déOnition  si  l'on  considère  un 
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cercle  tangent  à  une  droite  en  un  point,  et  si  l'oa 
éloigne  de  plus  en  plus  le  centre  sur  la  perpendiculaire 
à  cette  droite  en  ce  point.  Le  cercle  mobile,  dans  une  de 
ses  positions,  sera  compris  entre  la  droite  fixe  et  le  cercle 
précédent,  et,  par  conséquent,  il  s'approchera  d'autant 
plus  de  la  droite  que  son  rayon  sera  plus  grand. 

Soient  MT  et  M'T'  deux  tangentes  à  une  circonférence 

dont  le  rayon  MR  est  égal  à  R, 
et  soit  HIM'  =:  w.  On  aura 


Fig.  45. 


arcMM'=:R», 

puisque  l'angle  MKîVl'  est  égal 
à  HIM';  donc 


6) 


Il       arc  MM' 

Ainsi  la  courbure  d'iiu  cercle  est  égale  à  l'angle  de 
deux  tangentes  divisé  par  l'arc  compris  entre  les  points 
de  contact. 

262.  Considérons  maintenant  une  courbe  quelconque 
CiVIM'U.  C  étant  un  point  fixe  pris  sur  cette  courbe,  soient 
CM  =  5,  MM'  =  A5;  T  l'angle  MTx,  t'  l'angle  M'T'x, 
formés  par  les  tangentes  MT  et  M'T'  avec  Ox,  et  At  la 
dilîérence  de  ces  angles,  c'est-à-dire  Tangle  HIM'. 

Si  la  courbe  était  une  circonférence  de  cercle,  —  serait 

'  As 

ï^ig-  ^6-  sa  courbure  au  point  M,  et  ce 

rapport  serait  indépendant  de 
/^s.  Quand  la  courbe  est  quel- 

conque,  le  rapport  —  ?  qui  va- 
rie avec  A5,  est  appelé  la  cour- 
bure moyenne  de  l'arc  MM',  et 
l'on  nomme  rayon  de  courbure 
moyenne  le  rayon  d'un  cercle  dans  lequel  les  tangentes 
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menées  aux  extrémités  d* un  arc  égal  à  A5  font  entre  elles 
un  angle  égal  à  A  t.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  — 

Supposons  maintenant  que  le  point  M'  se  rappioche 
indéfiniment  du  point  M  :  le  rapport  —  convergera  vers 

—  5  qui  sera  dit  la  courbure  de  la  courbe  au  point  M. 

Concevons  un  cercle  ayant  la  même  courbure,  et  soît  p 
son  rayon  :  on  aura 


i       dr  (/s 

0         ds  "        dr 


Si  Ton  prend  sur  la  partie  intérieure  de  la  normale  une 
longueur  MK  =  p,  le  cercle  décrit  du  point  R  comme 
cenlre  avec  MK  comme  rayon  sera  le  cercle  de  courbure^ 
le  rayon  et  le  centre  de  ce  cercle  seront  le  raj  on  et  le 
centime  de  courbure  correspondant  au  point  M. 

On  appelle  angle  de  contingence  l'angle  dx  formé  par 
les  tangentes  menées  aux  extrémités  d'un  aro  infiniment 
petit.  On  peut  donc  dire  que  la  courbure  d'une  courbe 
en  un  point  est  égale  à  V angle  de  contingence  di\^isé 
par  la  différenlielle  de  l'arc, 

IDENTITÉ    DU    CERCLE    DE    COURBURE    ET     DU    CERCLE 

OSCULATEUR. 

263.  Le  cercle  de  courbure  est  le  même  que  le  cercle 
osculateur,  déterminé  par  la  théorie  des  contacts  5  en 
effet,  on  a 


y  dx^ 


I  arx  ax 


^  \  dx 

l-t- 


dx 


s 
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donc 

ds 
dx' 

de 

dx 

ou 

dx^ 

0 


ce  qui  montre  bien  que  p,  on  /e  rayon  de  courbure^  est 
égal  au  rayon  du  cercle  osculateur^  et,  par  suite,  que  le 
cercle  de  courbure  se  confond  auec  le  cercle  osculateur. 

264.  On  peut  démontrer  ce  théorème  par  la  géométrie. 

Soient  MK  et  M'G  (Jig*  49?  P*  266)  les  normales  en  M  et 

en  M'  à  la  courbe  donnée,  G  leur  point  d'intersection, 

et  MK  le  rayon  de  courbure  au  point  M.  Joignons  MM'; 

on  a 

MG  :  Mivr  =  sin  MM'  G  :  sin  G , 

d'où 

MM' sin  MM' G 

MG  = 7-7^ \ 

sin  G 

ou  bien 

MM'  G  arcMM'     ^   .   „^,,^ 

MG  =  rrrr-,  X  t-x  X  —7^ —  X  sinMM'G. 

arc  MM'        smG  G 

A  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  coïncider  avec  M, 
là  droite  MM'  devient  tangente  :  par  suite  l'angle  MM'G 
devient  droit,  et  son  sinus  a  pour  valeur  Tunité.  On  a 
d^ailleurs 

MM'  ..       G 

arc  MM'  sin  G 

,.     arc  MM'        ,.     Aj        ds 
lim  — - —  =  lim  —  =  --  : 
G  Ar        dr 
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donc 

limMG  =  4^  =:MK. 
ar 

Ainsi  le  centre  de  courbure  K  est  rhilerseclion  de  deux 
normales  infiniment  voisines  :  donc  il  se  confond  avec 
le  centre  du  cercle  osculateur;  el,  par  suite,  le  rayon  de 
courbure  (262)  est  aussi  le  rayon  du  cercle  osculateur. 

265.  Nous  avons  démontré  l'identité  du  rayon  de  cour- 
bure et  du  rayon  du  cercle  osculateur  en  déduisant  la 
valeur  de  ce  dernier  de  celle  du  rayon  de  courbure  :  nous 
pouvons  parvenir  au  même  résultat  en  suivant  une  mar- 
che inverse,  c'est-à-dire  en  déduisant  la  valeur  du  rayon 
de  courbure  de  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur. 

En  effet,  le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est 


P 


djc 


d)2 

dx^  dx^ 


Or, 


«te  i/  H-  ^j  =  \/clx'  +  rf/»  =  ds. 


d'^ 


zzndL 


—  -^  '  arc  tang  ■—  )  r=  att; 


dy"^  \  ^  dx 


dx 


don( 


ds 


EXPRESSION    DC    HAYON    DE    COIJRBURE    EN    COORDONNÉES 

POLAIRES. 

266.  Pour  obtenir  l'expression  du  rayon  de  courbure 
en  coordonnées  polaires,  nous  partirons  de  la  formule 
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ds  , 

p  =  — •  Soit  [k  Tangle  que  la  tangente  au  point  M  fait 

avec  le  rayon  vecteur  :  on  aura 

^  mais 

donc 

(l)  COtT— ô     =-— . 

^  '  ^  ^        r  dQ 

On  en  déduit 

dQ  —  dr  ^fi  dr\         dr  .,,  nx  ^  />   ^''X 

sin^ÎT  — Ô)  \rdB)        d&  ^  'dQ\rdej 

Maïs  l'équation  (i)  donne 

sinnT-9)=  [  ; 

donc 

dr  __    ^"^  \r  Tb)   "^  dB  \r   dB/ 

D'ailleurs  nous  avons 

/dr^ 

ds  =  s/'dr^  -i-  r^dB^  =z  r  ^  —^  ^  dB^ , 

ou  bien, 

Donc,  en  divisant  Téquation  (3)  par  Téquation  (2),  on 
aura 


<^'    j« 


(-£• 


2 


^  "  ^  ~"  ~,  dr^  d^r 

r'  4-  2 r 

formule  déjà  trouvée  (n°  258). 
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267.   Appliquons  ce  résultat  à  la  spirale  logarithmique 

Soient  MO  ==.r  et  MOL  =  6  les  coordonnées  polaires  du 
point  M.  On  a 

OU  bien,  à  cause  de  -rr  =  mr^ 

dQ  ' 


Maintenant  on  a,  en  posant  Tangle  OMT  =  fx, 

T  =  0  -h  f*. 

Fig-48-  Or,    dans    la    spirale    logarith- 

mique, fx  étant  constant,  puis- 

^  I 

que  tang/x  =  — j  on  a  cît  =  dO. 

Par  suite 

ds  I ^ 

comme  on  l'a  déjà  trouve  (n®  260,  2,^). 

EXERCICES. 

Rayons  de  courbure  des  courbes  suivantes  •* 

1.         3a/=2;r',  p»=i 5-5—^ 


3«'        '^• 


2.  r 

•^       a  ^  '        '         c 

3 

/  A    .      X  (5:+=  4  0086)"^ 

^  '*        *^         3(3±acoâ0) 

4,  r*=a'co82  0,  p  = --. 
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DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 

Équations  de  la  tangente.  —  Angles  de  la  tangente  avec  les  axes  des  cooiv 
données.  —  Plan  normal .  —  DifTérentielle  d^un  arc  de  courbe >  — Limite 
du  rapport  d'un  arc  à  sa  corde. 


ÉQUATIONS    DE    LA    TANGENTE. 

268.  On  appelle  courbes  à  double  courbure  celles  dont 
tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Une  courbe  à  double  courbure  est  représentée,  comme 
on  le  sait,  par  deux  équations 

(l)  f[^y  y 7   2)=:0, 

(2)  t(^>  y>  2)  =  o, 

qui  appartiennent  à  deux  surfaces  dont  celte  courbe  est 
Tinterseclion. 

On  choisit  ordinairement  pour  surfaces  auxiliaires  des 
cylindres  parallèles  aux  axes,  et  alors  la  courbe  est  re- 
présentée par  deux  équations  dont  chacune  ne  renferme 
que  deux  variables. 

269.  Pour  obtenir  les  équations  de  la  tangente  menée  à 

une  courbe  par  un  point  M,  nous 
chercherons  d'abord  les  équa- 
tions d'une  sécante  MM'.  Soient 
j7,  j^  z  les  coordonnées  du 
point  M,  et  a:  -h  A x,  y  4-  Ajs 
z  -h  ^^  celles  du  point  M'.  Les 
équations  de  la  sécante  MM'  sont 


Fig. 

49 

. 

z 

M 

y 

B 

/ 

c 

^ 

X 

) 

P' 

Y-r=g(x-x). 


"  =  ïJ(^-*'' 


X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 


vihgt-troisième  leçon.  •         273 

Or,  si  le  point  M' se  rapproche  indéfiniment  du  point  M, 
la  sécante  MM'  devient  à  la  limite  tangente  à  la  courbe 

A  Y       «A  <» 

au  point  M,  les  coefficients  angulaires  t— '  t—'  tendent 
vers  -T-  et  —5  et  l'on  a  les  équations  de  la  tangente, 


OÙ  -^  et  —  sont  les  dérivées  de  j^  et  de  ^  par  rapport 

à  or;  en  les  divisant  membre  k  membre,  on  a  Téquation 
de  la  projection  de  la  tangente  sur  le  plan  j^^, 

La  forme  de  ces  équations  montre  que  la  projection 
de  la  tangente  sur  chaque  plan  coordonné  est  tangente 
à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan,  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  de  ce  qu'au  moment  où  le  point  M'  se  réunit 
au  point  M,  le  point  P'  se  réunit  au  point  P. 

270.  Les  coefficients  différentiels  ~-  et  -7-  s'obtiennent 

dx       dx 

par  la  difTérentiation  des  équations  (i)  et  (2),  qui  donne 


(«) 


dx 

df  dy 
dy  dx 

dz 

dz 
dx 

", 

dff 
dx 

d<f  dy 
dy  dx 

-s 

dz 
dx 

0. 

En  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  -r-  et 

*  dx 

dz 
de  — »  et  les  substituant  dans  les  équations  (r/),  on  aurait 

les  équations  de  la  tangente.  Mais  il  revient  au  mêmç 

StDRM.    —    y/re.,    I.  '  18 
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d'ëlîmîner  -j-  ^^  -j-  entre  les  quatre  éc|ualions  (a)  el  («)• 

(\x         eue 

Or,  de  (fl)  on  lire 

/// Y  —  y       dz  Z  —  z 

dx        X  —  X       dx        X  —  X 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a),  on  a  enGn 


On  obtient  donc  les  équations  de  la  tangente  en  rempla- 
çant^ dans  les  équations  différentielles, 

df  ^        df  ^        df  ^ 
dx  djr    "         dz 

as  do  d  o 

-L  dx'^-ji-dy'^  ^dz  =  Oy 

dx  dy  dz 

les  différentielles  dx^  dy  et  dz  par  les  différences  X  —  x, 
Y  ~jj  Z  —  z. 


ANGLES  DE  LA  TANGENTE  AVEC  LES  AXES. 

271 .  Supposons  maintenant  que  les  axes  soient  rectan- 
gulaires, et  nommons  a,  S  et  y  les  angles  formés  par  la 
tangente  avec  les  trois  axes  coordonnés  Ox,  Ojr  et  Oz. 

Dans  le  trapèze  MPP'M',  dont  les  côtés  parallèles  sont 
MP  =  r  et  M'P'=z  + Az,  menons  WH  parallèle  à  FF', 
Soit  y'  Tangle  MM' H,  c'est-à-dire  Tangle  que  la  sécante 
MM'  fait  avec  Taxe  Oz.  Le  triangle  rectangle  MM'H 
donne 

As  Az 

COS7'  =  ^="77  =     ■— 
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Si  /  est  la  variable  indépendante,  on  peut  écrire 


ces  7  = 


Â7 


\/m'-m<T)' 


Or,  quand  M'  vient  se  confondre  avec  le  point  M,  la 
sécante  devient  tangente,  y'  devient  y,  et  Ton  a 


C0S7  = 


dz 
dt 


làx"        dy^        d^ 
\    dF'^  dF  ~^dP 


OU  bien 


dz 
ces  7  = 


^dx^  -h  dy^  +  dz^ 

Si  dz  est  >o,  c'est-à-dire  si  z  croit  avec  la  variable 
indépendante  ^,  on  a  cosy^o  et  y  <[  -•,  sî,  au  contraire, 

dz  est  <^o,  on  a  cosy  <;;o  et  y  ^  -• 

On  trouve  de  môme  cosa  et  cosiS,  de  sorte  que  les 
trois  angles  cherchés  sont  donnés  par  les  formules . 

dx 
cosa  = 


(c)  (  ces  6  = 


ces  7  = 


^dx^-hdy^-hdz^ 

\/da^  -f-  «fj'  H-  dz^ 
dz 


\  ^ dx^ -^  dy^ -^  dz^ 

Si  Tare  înGniment  petit  MM'  est  désigné  par  ds^  on 
aura,  comme  nous  le  verrons  bientôt  (ii°  27S), 


ds  =  y/rfx'  -h  dy^  -h  dz" . 

18. 
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et  les  formules  précédentes  deviendront 


w 


ci.r  dy 

ces  a  =  — -  »      CCS  6  =  -—  j 
ds  ds 


COS7  =  -r 


dz 
7s 


PLAN    NORMAL. 

272.  Le  plan  normal  k  la  courbe  CM  est  le  plan  per- 
pendiculaire  à  la  tangente  MT,  mené  par  le  point  M.  En 
nommant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes,  Téquation 
de  ce  plan  sera  de  la  forme 

A(X -- x) -h  B  (Y  —  r)  4- C(Z  —  i)  =  o. 
Les  équations  de  la  tangente  MT  étant 

pour  que  le  plan  soit  perpendiculaire  à  cette  droite,  il 
faut  que  Ton  ait 

B  _^dy        C  __dz 

A        da:        A         d.v 

ce  qui  donne  pour  Téquation  du  plan  normal 

(e)  (X  —  a:)da:  -h  {Y  —  y)  dy  -h  (Z  —  z)dz  z=i  o, 

273.  Voici  un  autre  moyen  d'obtenir  cette  équation. 
Soit  N  un  point  quelconque  de  ce  plan;  appelons  X, 

Y,  Z  ses  coordonnées,  et  a',  (3',  y',  les  angles  que  fait  MN 

avec  les  axes  Ox,  Oj^,  Oz.  On  a 


Fig.  5o. 


,       X  —  X 

COS«^—  , 

MN 

COSp'r=^~"*^ 


COS7' 


MN 

Z  — z 

MN~ 


Si  «,  j3,  y  sont  les  angles  que  fait  la  tangente  MT  avec 
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les  axes,  on  a  [formules  (df)]     ^ 
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dx  _        dy  dz 

cosa=— )       COSp  =  -7-ï       COS7=i  — 


ds 


ds 


ds 


Or, 


cosTMN  =  ces  a  cosa'  -h  ces  p  ces  p'  -f-  ces  7  cos  7', 


D'un  autre  côte,  on  doit  avoir  cosTMN  =  o,  puisque 
r angle  TMN  est  droit;  l'équation  du  plan  normal  est 
donc 

Jl^x  dx       Y  — j^  dy       Z  —  z  dz  __ 

MN     ds  "^     MN     ^  "^    MN     Js'^^^ 

qui  revient  à  l'équation  (e). 


DIFFÉRENTIELLE    DE    L^ARC    d'uNE    COURBE    A    DOUBLE 

COURBURE.  ' 

STi.  Prenons,  d'une  manière  arbitraire  et  en  nombre 

quelconque,  des  points  E,  F, . . . ,  M,  M', . . . ,  sur  l'arc  de 

^*fiî*  ^''  courbe  C  M  D,  et  considérons 

le  polygone  gauche  CEF... 
MM'...D,  inscrit  dans  Tare 
CMD.  Je  dis  que  le  péri- 
mètre de  ce  polygone  tend 
vers  une  limite  déterminée 
quand  ses  sommets  vSe  rap- 
prochent tous  indéfiniment 
les  uns  des  autres,  en  même  temps  que  leur  nombre  aug- 
mente jusqu'à  rinfîni;  après  l'avoir  démontré,  nous 
conviendrons  de  prendre  cette  limite  pour  la  longueur 
de  Tare  CD« 

Soient  donc  x,j^,  z  les  coordonnées  de  Tun  quelconque 
des  sommets  M,  et  a:  -h  Ax,  j  +  Aj,  z  -^  Az  celles 
du  sommet  suivant  M';  on  a 


MM'=v'Ax'H- Aj^-t-Az'^Ajpi/i-h  (^ 


Az 
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Donc,  si  nous  désignons  par  P  le  périinèire  du  polygone, 
on  a 

Si  Ax  décroît  jusqu^à  o,  —  et  —  tendent  vers  — 
dz  I,  ,     , 

et  —  >  et  1  on  peut  écrire 


\/-(gy-(sy=\A^(ir- '-'-'■ 


fdz 
\dx 


a  étant  une  fonction  qui  s'annule  avec  Aj:.  De  là  résulte 

Mais,  d'après  un  principe  démontré  (n^  16),  on  a 

liiïiy  (aAj?)  =.  o, 
doue 

B.P=«.2['V'*(£)"-(ê)"} 


Supposons  niainlenant  que  x  soit  la  variable  indépeu- 
dx 


daute*,  alors  ~-> 


dz  I  idyY        fdzY 

être  regardés  comme  des  fonctions  de  x,  considérons, 
dans  un  système  de  cooixionnées  rectangulaires,  la 
courbe  e/*,  qui  a  pour  équation 


^=\/-(gr-(s)" 

Soient  O  g  =  Oj  O  h  =  b  )  on  aura,  en  supposant  que  x 
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varie  depuis  a  jusqu'à  &, 


^-79 


2['V-(l)'-(i)1=2'""- 


Fig.  52. 


m 


î— - 


/ 


0  q  h 


Or  2  (YAx)  a  pour  limite  l'aire 

efgh  :  donc  la  limite  de  P  et 
Taire  efgh  sont  exprimées  par  le 
même  nombre.  C'est  ce  nombre 
qui  représente  la  longueur  de 
l'arc  CD. 


275.  Soit  maintenant  arc  CM  =  5.  Si   Oq  =  Xy  on 
aura  numériquement 

arc  CM  =  aire  ff/n^^; 
par  conséquent 


ds  =^  d(tàreemgg)  =  dx  i/  ï  -^-  (  ;r-  ) 


-  (sv. 


OU 


ds  =  V  r/A"*  -f-  û[)^*  -f-  dz^. 


LIMITE  nu  RAPPORT  D  UN  ARC  A  SA  CORDE. 

276.  On  conclut  facilement  de  là,  comme  nous  Tavons 
déjà  démontré  pour  les  courbes  planes,  que  la  limite  du 
rapport  d^un  arc  à  sa  corde  est  V unité.  En  eflet,  soit 
l'arc  MM'=  A5,  on  a 

arcMM'  ^s  ^x 


MM' 


\/Aa:»-hA^'-t- A«2 


Mais  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  dernier  membre 
ont  pour  limite  commune  i/ I  4-  (-^j  -h  (^)  :  donc 


.     arc  MM' 
MM' 


28o 
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DES  SURFACES  œURBES  ET  DES  LIGNES  A  DOUBLE 

œURBURE. 

équation  du  plan  tangent.—  Équations  de  la  normale. — Degré  de  Téqua- 
tion  du  plan  tangent.  —  Problèmes  relatifs  aux  plans  tangents.  —  Plan 
osculateur.  —  Angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans  coordonnés. 
—  Normale  principale. 


ÉQUATION  DU  PLAN  TANGENT. 

277.  Soîi  M  (x^j-^  z)  un  point  quelcooque'd^une  sur- 
face représentée  par  inéquation 


(') 


/(x,  jr,z)=o: 


Fig.  53. 


o 


on  peut,  par  ce  point,  imaginer  une  infinité  de  courbes 
tracées  sur  la  surface.  Toutes  les  tangentes  à  ces  courbes 

menées  par  le  point  M  sont  con- 
tenues dans  un  même  plan,  que 
nous  appellerons  le  plan    tan- 
gent de  la  surface  au  point  M. 
En  effet,  soit 

Téquation  d'une  nouvelle  sur- 
face passant  par  le  point  M. 
L'intersection  des  surfaces  (i)  et  (îi)  est  une  courbe CMD, 
dont  la  tangente  MT  au  point  M  est,  d'aprè^  ce  que  nous 
avons  vu  dans  la  Leçon  précédente,  représentée  par  le 
système  des  deux  équations 


^p 


(3) 


^(X-x)  +  ^(Y-^)  +  |(Z-.)=o, 


dx 


(4)      ê(x--)  + 


d(f 
dy 


(Y-r)-f-^(Z-z)  =  o. 
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Or  l'équation  (3),  considérée  isolément,  représente 
un  plan  qui  passe  toujours  par  la  tangente  MT,  quelle 
que  soit  cette  tangente,  puisque  l'équation  de  ce  plan 
ne  dépend  nullement  de  la  fonction  cp.  Donc  toutes  les 
tangentes  menées  à  la  surface  (i),  parle  point  M,  sont 
contenues  dans  le  plan  (3),  qui  est  le  plan  tangent  à  la 
surface  aii  point  M. 

•  •  •  • 

ÉQUATIONS    DE    LA    NORMALE. 

278.  La  normale  à  la  surface  au  point  M  est  la  per- 
pendiculaire menée  par  ce  point  au  plan  tangent.  Cette 
droite,  passant  par  le  point  M  (^,  J^,  z),  aura  deux  équa- 
tions de  la  forme 

X  —  X      Y — y      Z  —  z 


abc 

Pour  que  cette  droite  soit  perpendiculaire  au  plan 
tangent,  représenté  par  l'équation  (3),  il  faut  qu'on 
ait,  en  supposant  les  axes  coordonnés  rectangulaires, 

a   _    6   _    c 

dx       dy         dz 

Si  l'on  remplace  a,  6,  c  par  les  dérivées  auxquelles 
elles  sont  proportionnelles,  les  équations  de  la  normale 
prendront  la  forme 

...  y^  —  x  _  Y— r  _  Z— z 

^  El  .^     "  ^    ' 

dx  dy  dz 

279.  On  peut  donner  à  l'équation  du  plan  tangent  et 
à  celles  de  la  normale  une  autre  forme.  En  regardant  z 
comme  une  fonction  de  x  et  de  y^  appelons  p  ^\.  q  les 
dérivé'es  partielles  de  z  par  rapport  à  ^  et  à  /",  c'est- 
à-dire  posons 

dz  _  dz  _ 
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■ 

En  dîfférentiant  l'équation 

successivement  par  rapport  à  x^  puis  par  rapport  à^, 
on  aura 

df  .        df  ^  df  ,        df  , 


d'où  l'on  tire 


=  _^.f^      o  =  _f^.C 


dx'  dz^     ^  dy'dz 

Alors  Téquation  du  plan  tangent  (3)  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

et  les  équations  .(5),  qui  représentent  la  normale,  don- 
neront par  la  substitution 

(  X  — a:-h/?(Z  — ^)  =  o, 

280.  Si  Ton  nomme  îx,  jâ,  y  les  angles  que  la  normale 
fait  avec  les  axes,  on  aura 

cosa  = —     ^       — ,     cosp= ^      — )      cosY  = 


^p'^-\-q'^-r-\  ^p^-^q^-\-i  //>*-t-^*-l-i 

DEGRÉ     DE     L*ÉQUATION    DU    PLAN    TANGENT,    PAR    RAPPORT 
AUX    COORDONNÉES    DU    POINT    DE    CONTACT. 

281.  L'équation  du  plan  tangent  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

df^       df^       df„  df         df  df 

dx  dy  dz  dx     ^  dy  dz 

Si  l'équation  de  la  surface  est  algébrique  et  du  degré  m^ 
les  dérivées  -^j  -^>  -j-  sont  des  fonctions  algébriques  du 
degré  m  —  i .  Le  premier  membre  sera  donc  une  fonc- 


VINGT-QUATRIÈME    LEÇON.  283 

tion  du  degré  m  —  i  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. Quant  au  second  membre,  il  semble  être  du  degré 
m  par  rapport  à  ces  coordonnées  ;  mais  on  peut  le  ré- 
duire au  degré  m  -r-  i,  en  tenant  compte  de  Téquation 
de  la  surface. 
En  effet,  soit 

« 

u  représentant  la  somme  des  termes  du  degré  m^  Ut  celle 
des  termes  du  degré  m  —  1,^2  cellç  des  termes  du  degré 
m  —  2,  et  ainsi  de  suite  :  on  a 

dui       dui 


dx 

du 
'  dx 

dy 

du 
-dy 

df_ 

du 

dz 

dz 

dx        dx 
dux       dui 


dy        dy 
du\       dui 


dz        dz 


Si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  par  x^y 
et  z,  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  on  aura 


dfdfdf/     du 


du  du  \ 

dy  dz  J 


dx  dy         dz       \     dx 

(     du\ 

■^Vd^^y-3^-^' 

/     du2  duî  du2\ 

\     dx  dy  dz  J 


/     dui  dui  dui 

'      dx  dy  dz 


ou,   d'après   une   propriété    des   fonctions  homogènes 
(n«  178), 

df         df         ^' 
dx      ^  dy  dz 

=  mu  -{-(m  —  i)wiH-(m  —  2)  U2-\-  . , , 

=  m  (  a  -+-  ai  -f-  M2  -i-  . . .  )  —  Ui  —  2  ^2  —  3  ^3  — .... 

Mais  le  point  (^,  y,  z)  étant  sur  la  surface,  on  a 

u  -\-  Ui  -h  u-i  -h  , . ,  =0; 
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donc  l'équation  précédente  devient 

df         df         df 

Il  en  résulte  que  l'équation  du  plan  tangent  se  réduit  à 

-/-X-+--fY-h-/z-+-wiH-2Wi-i-3w3-4-...  =o, 
dx  dy  dz 

équation  qui  est  du  (m  —  i)'^'"^ degré  par  rapport  aux 
coordonnées  du  point  de  contact. 

SURFACES    ENVELOPPES. 

282.   Soit  une  équation  de  la  forme 

(i)  ^ipc.y,  z,  c)  =  o, 

qui  renferme  un  paramètre  arbitraire  c  \  si  l'on  donne 
à  c  une  infinité  de  valeurs,  J'équation  pourra  repré- 
senter une  infinité  de  surfaces.  Dans  ce  faisceau,  con- 
sidérons les  surfaces  S  et  S'  qui  correspondent  aux 
valeurs  c  et  c  +  Ac  du  paramètre  :  leur  intersection  sera 
représentée  par  l'équa'ion  (i)  et  par  l'équation 

¥-  •  »    X       Ï-.       dY  ^  I  fl?*F  .    . 

^      *^  •  '  de  1  dc^ 

qui,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i),  donne 

• 

^F       irf^F, 

.4-  _  Ac  -4-  . . .  =  o. 

de       1  dc^ 

Si  Ac  tend  vers  zéro,  l'intersection  de  la  surface  S 
avec  la  surface  S'  tendra  vers  une  ligne  C,  représentée 
par  Téquation  (1)  et  par 

(  X  ^  ^^ — -, ^ —  =  o. 

de 

Supposons  maintenant  que  nous  donnions  à  c  di- 
verses valeurs;  les  courbes  correspondantes  C  engen- 
dreront une  certaine  surface   qui  est  Xenveloppe  des 
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surfaces  du  faisceau  (i);  celles-ci  sont  les  enveloppées, 
et  les  courbes  G  sont  les  caractéristiques  de  l'enve- 
loppe. Chacune  de  ces  courbes  coupe  la  courbe  infini- 
ment voisine  en  un  point  dont  le  lieu  peut  être  regardé 
comme  la  courbe  enveloppe  des  caractéristiques  et  est 
appelé  arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe. 
On  peut  aussi  considérer  des  surfaces  dontTéquation 

(3)  ^{oc,y,  z,  c,  c')  =  o 

renferme  deux  paramètres  arbitraires  :  on  reconnaît  que 
l'une  de  ces  surfaces  coupe  toutes  les  surfaces  infiniment 
voisines  en  un  ou  plusieurs  points  dont  les  coordonnées 
sont  données  par  Téquation  (3)  et  les  suivantes 

d¥  dF 

le  lieu  de  ces  points  constitue  Tenveloppe  des  surfaces  (3). 

283.  Cherchons  le  plan  langent  en  un  point  M  de 
l'enveloppe  que  nous  avons  déterminée  en  premier 
lieu.  Le  premier  membre /(j:,v,  s)  de  Téquation  de 
cette  enveloppe  peut  être  obtenu  en  remplaçant  dans 
F(^,y,  ^,  c)c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2);  or 
nous  pouvons  prendre  les  dérivées  partielles  de  /  sans 
effectuer  la  substitution  :  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3)  du  n**  277  devient 


(4)  I  T7Î:-+-  —  :7^J(X -^) -+-••.  =0; 


de  dx 


mais  l'expression  de  c  en  fonction  de  x^y^  z  annule 

identiquement  -3-;  il  en  résulte  que  l'équation  (4)  se 

réduit  à  celle  du  plan  tangent  à  Uenveloppée  (i)  au  point 
M.  Donc  la  surface  enveloppe  touche  chacune  de  ses 
enveloppées  towt  le  long  de  la  caractéristique  correspon- 
dante. Les  enveloppes  du  second  genre  touchent  chacune 
de  leurs  enveloppées  en  un  nombre  limité  de  points. 
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PLAN    OSCULATEUB. 


284.  Soit  CML  une  courbe  quelconque  dans  l'espace. 
Soient  M  et  M'  deux  points  très  rapprochés  sur  cette 
courbe.  La  tangente  MT  à  la  courbe  an  point  M  et  le 
point  M'  déterminent  un  plan.  On  appelle  p/an  oscilla- 
teur la  limite  du  plan  MTM',  quand  le  point  M'  vient  se 
confondre  avec  le  point  M. 

On  peut  encore  dire  que  le  plan  osculateur  au  point  M 

est  le  plan  qui  passe  par  le  point 
M  et  par  les  deux  points  m  et 
M'  voisins  du  point  M  sur  la 
courbe,  quand  ces  deux  derniers 
points  viennent  se  confondre 
avec  M.  Celte  définition  s'ac- 
corde avec  la  première,  puisque 
la  ligne  Mm  tend  à  devenir  tan- 
gente au  point  M  lorsque  les  trois  points  se  rapprochent. 

285.  Le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  M,  dont 
les  coordonnées  sont  x^j^  z,  devant  passer  par  ce  point, 
aura  une  équation  de  la  forme 

(i)  A  ( X  —  :r)  4-  B  (  Y  —  j)  -+-  C  (Z  —  z)  =  o. 

D'ailleurs  les  équations  de  la  tangente  sont 


dx 


dx 


Comme  cette  droite  doit  être  tout  entière  dans  le  plan 
osculateur,  on  doit  avoir,  quel  que  soit  X  ou  (X  — x), 

A  (X  -  07)  -h  B  ^  (X  -  ^)  -h  C  ^  (X  —  j:)  =  o, 


dx 


dx 


ou  bien 


(3)  Ar/x-hBr/j-f-C^2  =  o. 

Soient    maintenant  x  -\-  Ax,  y  -h  Aj^,    r  H-  Az  les 
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coordonnées  du  point  M'  :  en  substituant  ces  coordon- 
nées dans  l'éqttation  (i)  à  la  place  de  X,  Y,  Z,  oq  aura 

(4)  AAj?-hBAj-t-CA«  =  o. 

Or  on  peut  considérer  x,  y^  z  comme  des  fonctions 
d'une  certaine  variable  indépendante  t^  et  si  a,  S,  y  dési- 
gnent des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Ar,  on  aura 

dx       àt^  (d^x         \ 

dt         1.2  \rff»  / 

dy         M*  /d*Y        ^\ 

Aj=A^-fH --£.-4-6], 

^    .  dt         i,2\dr  / 

dz        àt'  (d^z  \ 

Par  suite  Féquation  (4)  devient 

*  [t.  "-  ^  (^  -  •)]  . 

Vdz  A/«  fd-^z  Xn 

-  « 

ou  bien,  à  cause  de  Téquation  (3),  et  en  divisant  les  deux 
membres,  par  -  A  t ' , 

A  la  limite,  a,  6,  y  s'évanouissent,  et  alors,  en  mul.li- 
pliant  les  deux  membres  par  dt^^  on  a      . 


(5)  A^»ar4-Bfl?»j4-Crf*zr=o, 

équation  qui,  jointe  à  Téquation  (  3),  servira  à  déterminer 
A    B 
C  C 


A     R 

les  rapports  p?  p*  Eliminant  B  entre  ces  deux  équations, 
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il  vient 

• 

A 

[dxd^y 

dyd^ 

x)  4- C  (e/zé/»7  ■— 

dyd* 

s)=o, 

d'où 

l'or 

i  tire 

A 
C  "" 

djrd^Z  — 
dxd^jr  — 

-  dzd^x 
•  dyd^x 

On  ; 

aura 

de  même 

B 

dzd^x  — 

dxd^z 

C        dxd^y  —  dyd^x 

L'un  des  coefGcientâ  A,  B,  C  étant  arbitraire,  je  prendrai 

C  =  dxd^y  —  dyd^x  ^ 

d'où 

A  ==  dyd^z  —  dzd^y,     B  =  dzd^x  —  dxd^Zy 
et  Ton  aura  enfin,  pour  équation  du  plan  osculateur, 

i{dyd''z  —  dzd-'y)  (IL— x) 
-h  [dzd^x  —  dxd^z)  (Y  —y) 
4-  [dxd^y  —  dyd^x)  (Z  —  z)  =  o. 

Voici  un  moyen  mnémonique  pour  retrouver  cette 
équation^  on  écrit  les  fractions 

dx  dy  dz  dx 

d^x       d^y        d^z        d^x 

et  Ton  retranche  chacune  de  ces  fractions  de  la  précé- 
dente :  les  numérateurs  de  ces  différences  sont  respecti- 
vement les  coefficients  de  Z  —  2,  X  —  x^Y  — j, 

ANGLES  DU    PLAN  OSCULATEUR  AVEC  LES  PLANS   COORDONNÉS. 

286.  Soient  X,  |ui  et  v  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
Ox^  Oy^  Oz,  une  perpendiculaire  MP  au  plan  oscula- 
teur,  angles  respectivement  égaux  à  ceux  que  ce  dernier 
plan  forme  avec  les  plans  j^r,  zx  et  xj.  On  a 

i   \  ^        A  B  C 

(a)  cosA=-»     cosfx=--5      cosv  =  --, 
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en  posant 
c'est-à-dire 

\'"'         I  ^^dxd^y  —  dyd^xy. 

287.  La  valeur  de  D*  peut  être  mise  sous  d'autres  for- 
mes :  posons,  pour  abréger, 

dx  -zna^        ily  z=^bj        dz  =1  Cy 

d^x  =  a\     d^y=h\     dH  =  dy 
on  aura 

D»=  [hc'-^ch'Y  -f-  {ca}  —  aé^-^  {ah' ^  ba')\ 
ou 

D»=:  (/7»4-  b^+c^)  (fl'»+  b'^  -f-  c'»)  —  [aa'  -h  ^^'  4-  ce')'. 

Or,  en  appelant  ds  la  différentielle  de  Tare  qui  aboulît 
au  point  M,  on  a 

ds^:=dx^-irdy^A-dz^z=  a^  -\-  6'-+-^», 

ce  qui  donne,  en  différenliant  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  f,  et  divisant  par  2, 

dsd^s  =  dxd^x  -i-  dyd^y  -h  dzd^z  =  aaf -h  bb'  -4-  cc'\ 

il  vient  donc 

li^=ds^[[d^xY^[d^yY-^{d*zY^{d's)'\, 

OU  enfin 


On  peut  encore  écrire 

iy=:s][tJsd^x-^dxd'sY^  [dsd''y—dyd^sY-f-[dsdH'-dzU^sY, 
ce  qu'on  Vérifie  en  développant,  ou  bien 


--vCI)' 


Sturm.  —  ^n.f  I.  ig 


ago  COURS  d  analyse. 

Dans  toutes  ces  expressions  la  variable  indépendante  est 
quelconque. 


NORMALE    PRINCIPALE. 


288.  On  appelle  normale  principale  celle  qui  est  située 
dans  le  plan  osculateur. 

Cette  droite  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  MT 
et  à  la  normale  MP.  Or  de  Tidentilé 


(sy+(i)'-(s)"=- 


on  déduit 


,   .  dx     dx       dy     dy        dz     dz 

ds      ds        ds      ds         ds     ds 

D'autre  part,  Téquation 

Kd^x  -4-  B^'j  -h  C 6?»3  =  o 
peut  s'écrire  ainsi  : 


(2)  Arf^+Brf^  +  Crf^=o. 

^    '  ds  ds  ds 

Les  équations  (i)  et  (2)  montrent  que  la  droite  qui  fait 
•    avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportion- 
nels à 

dx  dy  dz 

rf-— 9      a-j-^     a-7-9 
ds  as  ds 

est  perpendiculaire  à  la  tangente  MT  et  à  la  normale  MP; 
c'est  donc  la  droite  cherchée. 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  de  la  normale  princi- 
pale sont 

/ov  y.  —  x  _Y  —  X  _Z  —  z 

ds  ds  ds 
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EXERCICES. 

i .  Une  courbe  tracée  sur  la  surface  dUin  cône  droit  a  pour  pro* 
Jeciion  orthogonale  y  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vnxe  du  cône  y 

une  spirale  logarithmique,  r  =  c"*^,  dont  ce  sommet  est  le  pôle.  On 
demande  les  équations  de  la  tangente  à  cette  courbe  et  Péquation 
de  son  plan  normal  en  un  point  donné.  Prouver  que  cette  courbe 
coupe  toutes  les  arêtes  du  cône  sous  un  angle  constant. 

Solution.  —  L'angle  du  cône  étant  a,  la  tangente  à  la  courbe  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

m cosO  —  sin 0       /w  sin  0  H- cos 0  m  cota 

9 


v/'-^iS^  v/'+i£^   \/ 


1+ 


m' 
sin^a 


La  tangente  fait  avec  Tarête  du  cône  un  angle  dont  la  cotangente  est 
-: — •  L'équation  du  plan  normal  est 

(X  —  jc]  (mx  — /)  4-(Y  —  j^)  (////  + x)  4-  {Z  —  z)  /wz  =^  o. 

2.  Une  courbe  est  donnée  par  deux  relations  entre  la  distance  r 
d*un  quelconque  de  ses  points  M  à  un  point  fixe  0,  V angle  0  que 
le  rayon  vecteur  OMfait  avec  une  droite  fixe  Ox,  et  l'angle  <f  que 
le  plan  VLOx  fait  avec  un  plan  fixe  xOjr  :  trouver  la  différentielle 
de  son  arc  en  fonction  des  quantités  r,  Q  et  (f  et  de  leurs  différen- 
tielles» 

Solution.  

ds  =  )/dr^-^  r^dB^-^-  r^sm^Qdf. 

3.  Trouver  l'équation  du  lieu  des  normales  à  In  surface 

a^y^=x^b'-z') 
menées  par  tous  les  points  de  la  droite 

z  =  X-,     ax=:  X  yjb^  —  A% 
qui  est  tout  entière  sur  la  surface. 
Solution.  —  Le  paraboloïde  hyperbolique 

ah  [ax  -^y  \/b''-k^)  [x}/b''  -  A'  -  ay) 
4.  (,>^_  b' -  A'Y  [/¥^^'  (z  -  -^)  =  o. 


w 
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VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 

COURBURE  DES  UGNES  DANS  L'ESPACE.  -  HÉUCE. 

Courbure  des  lignes  dans  Tespace.  —  Cercïè  osculateur.  -«-  Rayon  de  tor- 
sion ou  de  seconde  courbure.  —  Équations  de  l'hélice.  —  Tangente.  — 
Rayon  et  centre  de  courbure.  —  Lieu  des  centres  de  courbure.  —  Plan 
osculateur  et  angle  de  torsion. 


COURBURE    DES  LIGNES    DANS    L  ESPACE. 

289.  On  nomme  angle  de  contingence,    dans  une 
Fig.  5S.  courbe  gauche,  comme  dans 

une  courbe  plane,  l'angle  w 
que  font  entre  elles  les  deux 
tangentes  menées  aux  extré- 
mités d'un  arc  MM'=  A5, 
quidevientinfinimentpetit; 
et  courbure  au  point  M,  la 

limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  j  quand  As  dîmi- 


^s 


b) 


nue  indéfiniment.  Cetle  limite  est  représentée  par  — 


L'inverse  de  la  courbure,  ou  —  9  est  dit  le  raj'on  de  cour^ 

bure  au  point  M.  Nous  le  désignerons  par  p. 

290.  Pour  évaluer  co,  menons  par  le  point  O  les  droites 
ON  et  ON'  égales  à  l'unité  de  longueur  et  respectivement 
parallèles  aux  tangentes  MT  et  M'T'.  Soient 

€lx         .        ily  àz 

as  as  as 

les  cosinus  des  angles  que  MT  ou  ON  fait  avec  les  axe.s, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  coordonnées  du  point  N  5 


VINGT-CINQUIÈME    LEÇON.  !?.()3 

soienta',i',c' les  coordonnées  du  point  N'.  L'angle  NON' 
sera  égal  à  gû,  et  Fon  aura 

NN'=  2 ON sin  -i  «  =  sl[a'-^aY-^  [b' —  bY -\- {d  —  c)\ 
OU,  puisque  ON  =  i, 

2  sin  -  «  =  V^Afl'-f- A6»4-  Ac». 

2 

En  passant  à  la  limite  et  remplaçant  le  sinus  de  Tangle 
~  tù  par  cet  angle* lui-même,  on  aura 


d'où 


6>     I    /c/û* 


H 1 ; 

p         V    fis'         ds^        ds^ 


on  aura  donc,  en  remplaçant  a,  i,  c  par  leurs  valeurs, 


4:v  ^lY  ('■'?. 


1  =  V(— /+,  —  /+!_ 

p  1      \   ds   /  \   ds   /  \   ds 

quelle  que  soit  la  variable  indépendante. 

291.  Â  cause  de  la  formule  [p)  du  n^  287,  on  peut 
écrire 

En  prenant  deux  des  formes  que  l'on  a  trouvées  pour  D 
à  l'endroit  cité,  on  a  encore 

ds^ 
P  = 


ds' 
sj{dyd^'Z'-dzd''xY-\-{clzd''x—dxdHy'{-[dxd''y-^djd''xf 

292.  La  normale  principale  MN  fait  avec  les  axes  des 
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angles  /,  m,  n  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 


as  as 


Js 


ds 


ds 


on  en  conclut 


dx 

ds 
cos/  =  p  — —"i 
'     ds 


cosm 


"^dJ 

ù  — — -  5        COS/I  =  p 


<lt 


ds 


ds 


Or  les  équations  de  la  normale  MN  sont 

X  —  x^Rcos/,      Y — ^  =  Rcos/??,     Z  —  «  =  Rcos/î, 

R  étant  la  dislance  du  point  M  à  un  point  quelconque 
(X,  Y,  Z)  de  cette  normale.  On  pourra  donc,  en  rempla- 
çant cos/,  cosm,  cos  n  par  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver,  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante  : 


(a)  X— .r  =  R|a 


dx 
ds 


Y-r  =  Rp 


d± 
ds 


z  — z 


"^ds 

•  I 

ds 


CERCLE    OSCULATEUR. 


293.  Si,  par  le  milieu  de  la  corde  MM',  on  mène  un 
Fig.  56.  plan    perpendiculaire    à    cette 

corde  et  qui  coupe  la  normale 
principale  MN  au  point  G,  ce 
point  sera  le  centre  d'un  cercle 
passant  par  les  deux  points  M 
et  M',  Si  le  point  M' se  rapproche 
du  point  M,  le  plan  NMM'  ten- 
dra h  se  confondre  avec  le  plan  osculateur  TMN,  et  le 
cercle  deviendra  à  la  limite  ce  qu'on  nomme  le  cercle 
osculateur  à  la  courbe  au  point  M. 

Le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est  égal  au 
rayon  de  courbure  en  ce  point. 
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En  effet,  Féquation  du  plan  perpendiculaire  mené  à 
la  corde  MM'  par  son  milieu  est 


ou 


IX— a:;Aj:^-(Y— j-)A/4-(Z— z)Az=-(Aj7--+-Aj»-4-A2»). 

Si  l'on  élimine  X  —  a*,  Y  — j,  Z  —  z  en  ire  celle  équa- 
tion et  celles  de  la  normale  (a),  on  aura 

^X'\ T— Aj  H --Aa  /  =-(Ax»+ Ar*-i- Az»); 

of  as        /        7, 

mais' si  Ton  regarde  x,  j^  et  z  comme  des  fonctions  de  .<, 
on  a 

(  d  — 
dx        A^^  (       ds 

àjc=zàs  -~  H \ y-oL  h 

ds  2     \   ds 

dr         As^  {       ds        ^   , 

Aj=A.f-p  H \  — hê  /^ 

ds  2     \   ds  ' 

dz        ûis^  I       ds 

a.  S,  y  étant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  As. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  précédente,  ot 
supprimant  les  termes  qui  contiennent  As  en  fa^Ueur 
termes  dont  la  somme  est  nulle,  on  aura 


4C 


^^\'  /^îèA'  /d-^    d'^    1 

ds\     I     ds  ]      l      ds]  ds  î      Ajr^-hAr^-f-Az» 

drj  -^KdTj  ^\—J  ^^-dT"-"] = — Â7- — 
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ei  ^n  passant  à  la  limite, 

(^X  —,  XlimR=:i 

P  . 
ou 

limR  ==p. 

Ainsi  le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est 
égal  au  rayon  de  courbure  en  ce.  point.  C'est  pourquoi 
le  poiut  K,  limite  du  point  G,  sera  dit  indifféremment  le 
centre  de  courbure  ou  le  centre  du  cercle  osculateur, 

294.  On  prouve  d'une  manière  semblable  que  Tinler- 
section  de  la  normale  principale  MN  avec  le  plan  normal 
à  la  courbe  passant  par  le  point  M' est  encore,  à  la  limite, 
le  point  K  ou  le  centre  de  courbure. 

En  effet,  Téquation  de  ce  plan  normal  est 


[dz  dz\  ,„ 


En  remplaçant  X  —  a:,  Y  — j^  Ti^—  z  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  [a)  de  la  normale  principale, 

,dx  dy  dz 

^T  ^T-  '^-r 

(«)X-x=Rp_,     Y-jr  =  Kp—,     Z-z=Rç  — , 
on  aura 


dr  dz  dx  dy  dz 

=  A^--  -HAj~  -f-Az--  4-Aa:A---4-ArA-^  -1-AzA^-. 
ds  ds  ds  ds  ds  ds 

Cette  équation  se  simplifie  beaucoup  au  moyen  des 
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remarques  suivantes.  D^abord  on  a 

dx   ,dx        dr   ,dY        dz      elz 
ds      ds        ds      ds        ds      ds 

et  il  reste^  en  divisant  par  A 5, 

\dx      dx         ,dr      dy         .dz      dz' 
d  —  A —        rf—  A—        d —   A 
.       é/j       ds  ds       ds  ds      ds 

"  ^    ds      ûiS  ds  '^  As  ds      ùiS 

Ax  dx      Ay  dy      àz  dz      Ax     dx      Ay     dy      Az     dz 

^s  ds       As  ds       Asds       As      ds       As      ds       As     ds 

Si  l'on  observe  que 


la  limite  du  premier  membre  sera  -  limR. 

P 
D'ailleurs  la  limite  du  second  membre  est 

On  aura  donc 

-Ii!nR  =  i     ou     liniR  =  p, 
P 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

29S.  D'après  cela,  on  peut* regarder  le  centre  de  cour- 
bure au  point  M  comme  étant  l'intersection  du  plan  oscu- 
lateur  en  M  avec  deux  plans  normaux,  l'un  mené  par  le 
point  M  et  l'autre  par  un  point  infiniment  voisin. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  ^,  yj  et  ^  du  centre  de 
courbure  K,  il  faudra,  dans  les  équations  de  la  normale 

dx  dy  dz 

d~  d—  d-y 

*,  «         "^         ^r  ^        ds         _  ^         dz 

X—  X=Rû— -— 5       Y— J^=:Rû— -— >       Z— «=:Rû-— — 5 

^     ds  ^    ds  ^     ds 
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remplacer  X,  Y,  Z  par  ^,  yj,  ^.  En  observant  que  R  de- 
vient alors  égal  à  p,  on  aura 

ri'^  d±  d± 

ds  ,      "^         „  ,     ""* 

«-'=p'^'  ''-•^=p'-rfr'  «-'=p-rfr' 

équations  qui  donneront  Ç,  >î  et  ^  en  fonction  des  coor- 
données du  point  M. 


ANGLE    DE    TORSION.  RAYON    DE    SECONDE    COURBURE. 

296.  Soient  a^b^c  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  M.  Si 
Ton  appelle  ^  Tangle  de  ce  plan  et  du  plan  osculateur 
voisin,  on  aura,  comme  au  n°  290, 


2  sin  -  *  =:  ^A«' -i-  A ^'  -h  Ac\ 


2 


Si  l'on  passe  à  la  limite,  et  qu^on  appelle  (p  ce  que  de- 
vient *,  c'est-à-dire  Tangle  de  deux  plans  osculateurs 


infiniment  voisins,  ou  a 


ou 


ff  =  y/(£/cOSX)'-f-  (fl^COSfx)*-!-  {d  cosv)% 

X,  |ui  et  V  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  Oa:,  Oy 
et  Ojs  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  de  la  courbe 
relatif  au  point  M.  On  a  d'arilleurs 

dyd^z  —  dziPy 
ces  X  = — 5 

dzd^x  —  dxd^  z 
co«f*= g ' 

dxd^y  —  dyd'^x 

COSV  :=  — • 

297.  L'angle  infiniment  petit  f ,  formé  par  deux  plans 
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osculateurs  successifs,  se  nomme  angle  fie  torsion,  el 
l'on  appelle 5e<'on^  courbure  ou  torsion  le  rapport  deç 
à  ds.  Si  l'on  prend  tis  constant,  cette  courbui-e  sera  pro- 
portionnelle à  l'angle  f. 

Par  analogie  avec  ce  que  l'on  a  fait  pour  la  première 

courbure,  on  représente  le  rapport  3-  par  -,  de  sorte  que 

r  =  — ,  et  l'on  appelle  r  le  rayon  de  la  deurièrrm  cour- 
bure ou  rayon  de  torsion. 


DÉFiniTlOH    ET   iQUATIOHS    1 


298.  Lorsqu'on  en  roule  le 
plan  d'un  angle  f?a6=:  a  sur 
un  cylindre  droit  OABL, 
à  base  circulaire,  de  ma- 
nière que  le  rôle  ab  vienne 
s'appliquer  exactement  sur 
la  circonférence  AB,  ta 
courbesui  van  tlaquelles' en- 
roule le  côlé  ac  se  nomme 


une  héli 


299.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OÂ  qui  passe 
par  le  point  A,  origine  de  l'hélice;  pour  axe  des  j-  une 
perpendiculaire  à  Oj;  menée  dans  le  plan  de  la  base  par 
le  centre,  et  enfin  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre. 

Soient  X  =  Oq,  y  =  Pc,  z  =  INIP  le» coordonnées  du 
point  M.  Nommons  m  la  tangente  de  l'angle  «,  h  l'angle 
AOP,  et  R  le  rayon  du  cylindre;  nous  aurons 

(a)  jr=Rcosu,     r=:Rsin(i,      z  =  /hRh, 


»  =  /rt/i^/>oianga^arcAP  X  langa  =::  wiRu. 
L'élimination  de  u  entre  les  équations  (a)  donnera 
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les  équations  de  rhélice, 


Z  _       .  2 


x  =  Rcos— --»      r=:Rsin — ;r-: 

maïs  il  vaut  mieux  conserver  les  trois  équations  (a)  avec 
la  variable  auxiliaire  u. 


TANGENTE    A    L^HÉLIGE. 

300.  Les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  MT  au 
point  M(x,j^,  z)  forme  avec  les  axes  sont  ^j  —9  -j-* 
Mais 

dx  =1  —  ^^lïiudu^     djr  =zK  cas  u  du  y     dz=z  mKdu^ 


on  a  donc 

ds  —  R  ^  I  H-  nî^du  ; 

dx        —  sin  u 

dy           cos  u           dz 

ds        ^1  _^_  m^ 

^         V^i-h  /w»        ^s 

La  formule  -r 

m 
^ =  sina  mo 

/;/ 


y/i  -h  ni^ 


gente  WT  fait  ai^ec  les  génératrices  un  angle  constant 
égal  au  complément  de  ol^  et,  par  suite,  que  V angle 
qiCelle  fait  avec  le  plan  de  la  hase  du  cylindre  est  aussi 
constant  et  égal  à  r  angle  a. 

On  a 

dy cos  u I 

dx  sin  u  tang  u  "' 

d'y  

or  -7-  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  PT,  et 
dx  • 

iaiiïgu  est  celui  de  la  ligne  OP.  Donc  ces  deux  droites  sont 
perpendiculaires  entre  elles  ;  donc  la  projection  de  la  tan- 
gente à  l'hélice  sur  le  plan  xy  est  tangente  au  point  P  à 
la  base  du  cylindre. 
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RAYON    ET    CENTRE    DE    COURBURE. 

301 .  Le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  donné  par 
la  formule 


•  'V(iy.(iy 


Or,  des  expressions  trouvées  au  numéro  précédent  on 
déduit 

d-  d'!^  d± 

ds  cosw  ds  sin*>«  ds 

ds    "~~  Rli4- /w')'      "dT  ^  "~  R(i-f-/w')'      "^  ^  ^* 

Par  conséquent 

P  =  /       .  ,    =  R{i  +  «''). 

Ainsi  le  rajon  de  courbure  a  la  même  valeur  pour 
tous  les  points  de  r hélice. 

302.  La  normale  principale  à  Théliceau  poîntM  forme 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels 

k  d  -r-'i  d—-^  d  —-f  ou  bien  à  cos^i,  sin/i  et  o.  Donc  cette 
ds         ds         ds 

droite  est  parallèle  à  OP,  et,  par  suite,  le  rayon  de  cour- 
bure est  dirigé  suivant  le  rayon  du  cylindre.  La  droite 
MN,  perpendiculaire  à  Taxe,  et  la  tangente  MT  détermi- 
neront le  plan  osculateur,  et  si  l'on  prend  NK  =  m'R, 
K  sera  le  centre  de  courbure  de  Thélice  pour  le  point  M. 
Comme  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  a  inie  valeur 
qpnstante,  toujours  plus  grande  que  le  rayon  du  cylindre, 
il  en  résulte  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  de 
r hélice  est  une  autre  hélice  du  même  pas^  mais  située 
en  sens  inverse. 
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303.  La  droîle  MN,  lorsque  le  point  M  se  meut  sur 
riiélice,  décrit  une  surface  conoïde  appelée  hélicoïde 
gauche.  Le  plan  NMT  est  tangent  à  cette  surface  au 
point  M,  puisqu'il  passe  par  la  génératrice  rectiligiic  MN 
et  parla  tangente  MT  à  l'hélice  placée  sur  celte  surface. 
Pour  avoir  H««|^p^on  de  cette  surface,  il  suffit  d'éliminer 
Il  entre  les  équations 

qui  représentent  la  droite  MN.  On  obtient  ainsi 

PLAN    OSCULATEUR.   —    ANGLE    ET    RAYOW    DE    TORSlOM. 

304.  On  a 

dx-::r= — RsioMe/a,         dx=^Vi  cosudu^  dz  =  fnBidUf 

d^x=.  —  Rcosttflftt',     d^y  =.  —  K%\nudu^y     d^zz=zo. 

On  aura  par  suite 

dz  d^x  —  dxd^z  =  —  //iR*  cos  tidiû^ 
dj-d^  z  —  dzd'^y  =  m  R^  sin u du^. 

Alors  Téquation  du  plan  osculateur  sera,  en  divisant  par 
le  facteur  comniun  R'^*/', 

//7sine<(X  —  x)  —  mco^u  (Y  — /)  4-  Z  —  z  =  o. 

305.  Si  Ton  appelle  cp  l'angle  de  torsion,  on  sait  que 


<p  r=  ^(r/cOSX)2-f-  (rfCOS/x)2-i-  (^COSv)% 

X,  |ui,  V  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpendi- 
culaire élevée  par  le  point  M  au  plan  osculateur.  Or  on*  a 

I  m  cos II  msinu 

COSv  =:  ■  »       COSp  = =  >        cos  A  =  -* 

\/i  -h  m^  V^i  -+-  /w*  ^i  -H  ni* 
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d*ou  résulte 

,  ,  ms\ntidu        ,       .        mcosudu 

aCOSV  =  0,       aCOSfA=  >       a  eus  A  =  —rz — rrr — • 

y/l  H-  w*  V'I  "+"  '''* 

Donc 

//w'sin*w        /w'  cos'w  ,  wr/w 

«  =  i  / H —  du  =z  9 

«  /w^/w        „    j .  m         I 

-f  =  -^==.  :  R  i/i  H-  //iVa  = -•  • 

^       sji-^m^  i-f-  /w»   R 

Par  conséquent  la  seconde  courbure,  aussi  bien  que  la 
première,  est  constante. 

EXERCICE. 

Rayon  de  courbure  et  plan  osculateur  de  la  courbe 

x^-\-y^=  ax^     j:*-|-^'H-z'=  rt*. 

Solution.  —  Rayon  de  courbure  : 

P  = ï' 

(Sa-^-ZxY 

plan  osculateur  : 


3o4  COURS  d'analyse. 


VINGT-SIXIÈME  LEÇON. 

POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES. 

Points  d'^inflexion.  —  Points  multiples.  —  Points  de  rebroussement. 
Points  isolés.  —  Points  d^arrèt.  —  Points  anguleux, 


DÉFINITION    DES    POINTS    SINGULIERS    DES    COURBES    PLANES» 


POINTS    d'inflexion. 


306.  On  appelle  points  singuliers  d'une  courbe  des 
points  qui  offrent  quelque  particularité  remarquable,  in- 
dépendante de  la  position  de  la  courbe  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnées.  Dans  ce  qui  suit  il  ne  sera  question 
que  des  courbes  planes. 

Ayant  déjà  parlé  des  points  d'inflexion  (n**  206)^  nous 
allons  seulement  en  donner  quelques  exemples. 

307.  Soit  d* abord  la  sinusoïde 

y  =  sinx. 

Pour  x=Oy  et  en  général  pour  j:  =  it  wTr,  m  étant 
un  nombre  entier,  on  a^  =  o;  par  conséquent,  la  courbe 
rencontre  l'axe  des  x  en  une  infinité  de  points,  que  l'on 
obtiendra  en  portant  sur  cet  axe,  à  partir  de  l'origine 
et  dans  les  deux  sens,  des  longueurs  égales  à  la  demi-cir- 
conférence rectifiée.  La  courbe  se  compose  d'une  infinité 
de  parties  identiques,  mais  situées  alternativement  au- 
dessus  et  au-dessous  de  Taxe  des  .r.  Les  ordonnées  maxi- 
mum et  minimum,  égales  à  l'unité  en  valeur  absolue , 

correspondent  aux  abscisses-»  — ?  — ?•••• 
*^  2      2       -2 
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De  Téquation  de  la  courbe  on  tire 
Fîg.  58. 

y 


3o5 


-^  =cosa:, 


La  seconde  dérivée 
s'annule  cl  change  de 
signe  pour  x  =dz  mn.  Par  conséquent,  les  poinls  P,  O, 
N,...,  où  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x,  sont  des  poinls 
d'inflexion,  et  coiunie,  pour  x  =  ±rm: ,  la  première 
dérivée  est  égale  à  d=i,  en  ces  poinls  la  tangente  à  la 
courbe  esl  toujours  inclinée  de  45°  ou  de  i35°  sur  Taxe 
des  X, 

308.  Soit  encore  la  courbe 

y  =z  tangx.  ^ 

Pour.r  =  0('l,  en  général,  pour  x=  zhrnr.^  on  aj'  =  o. 


Fiy.  59. 


La  courbe  rencontre  donc 
Taxe  des  x  à  l'origine  et  en 
une  infinité  d'autres  points 

équidistanls.  Poura:  =  -9on 
*  2 

a  j^  =  00  ,  cl  si  Ton  fait  x  un 

peu  moindre  que  ->   langx 

sera  très-grande  et  positive.  Si  l'abscisse  est  un  peu  plus 

grande  que -9  langj:  sera  très-grande,  mais  négative.  La 

courbe  aura  donc  pour  asymptote  la  droite  dont  l'équalion 

esl  X  •=  -"  On  voit  d'ailleurs  que  la  courbe  s'étend  à  l'iii- 

fini  des  deux  côtés  de  Taxe  des  j,  et  se  compose  d'un 
nombre  illimité  de  branches  identiques. 
Par  la  différenlialion,  il  vient 

dy  T  d^y  _  2sin.r 


dx      cos'^a;       dx'^ 
Sturm.  —  An.^  l. 


cos^o? 


20 
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et  si  l*on  pose  -r-j  =  o,  on  trouve  que  tous  les  points  où 

la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  sont  des  points  d'in- 
flexion. 

POIJSTS    MULTIPLES. 

309.  On  appelle  point  multiple  un  point  qui  est  tra- 
versé pai  plusieurs  branches  d'une  même  courbe.  Le  ca- 
ractère auquel  on  reconnaît  un  pareil  point  est  que  la 
courbe  y  admet  plusieurs  tangentes.  Nous  omettrons  le 
cas  où  ces  tangentes  se  réunissent  en  une  seule. 

Voici  un  exemple  assez  général,  où  y  est  une  fonction 
explicite  de  .r.  Soit 

-  étant  une  fractten  irréductible,  dont  le  dénominateur 

P 
q  est  pair  :  le  terme  (j:  —  a)  [x  —  by  a  deux  valeurs 
réelles  et  de  signes  contraires,  pour  chacune  des  valeurs 
convenables  de  j:,  ce  que  nous  indiquons  en  faisant  pré- 
céder ce  terme  du  signe  rb. 
On  tire  de  cette  équation 

g  =  y'(x)-_t(x-6)?±^(x-«)(*-é)»     '. 

Pour  X  =  a,  on  a 

Si  l'on  suppose  a  plus  grand  que  i,  il  y  aura  deux  tan- 
gentes distinctes  :  d'ailleurs,  à  des  valeurs  de  x  peu  diffé- 
rentes de  a,  correspondent  deux  valeurs  réelles  et  dis- 
tinctes de^,  qui  se  réduisent  à  une  seule  quand  x  =  a  : 
donc  le  point  qui  a  pour  coordonnées  x  =  «,  y  =:  qp  (a) 
est  un  point  double. 
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Maïs  si  a  est  moindre  que  b^  -^  sera  imaginaire,  et  il, 

n*y  aura  pas  de  tangente  en  ce  point.  En  effet,  pour  des 
valeurs  de  x  très-peu  différentes  de  a,  x  —  b  étant  né- 
gatif, les  ordonnt'es  correspondantes  seront  imaginaires*, 
par  suite,  il  n'existera  pas  de  point  de  la  courbe  dans  le 
voisinage  du  point  considéré.  Nous  reviendrons  plus  tard 
sur  ce  genre  de  points  singuliers  (n^  315). 

310.  Quand  Téquation  de  la  courbe 

(l)  /(JT,  j)  =  0 

n'est  pas  résolue  par  rapport  à  y^  on  en  tire  par  la  dif- 
férentiation 

df        df  dy 

•    '  '    .  dy        ,  , 

En  un  point  multiple  de  la  courbe,  -~  doit  avoir  plu- 

Ci%JC 

sieurs  valeurs  réelles  et  distinctes  ;  mais  Téquation  (2) 

dy 
étant  du  premier  degré  par  rapport  à  —-t  cela  ne  peut 

arriver  qu'autant  qu'on  aurait  à  la  fois 

(^^  rfi='*'     ^  =  "' 

donc,  pour  avoir  les  points  multiples,  il  faudra  commen- 
cer par  chercher  les  points  dont  les  coordonnées  vérifient 
les  équations  (i)  ei  (3). 

Comme  l'équation  (?)  se  réduit  alors  à  o  =  o,  elle  ne 

dy 
peut  servir  à  déterminer  la  valeur  de  -—  Il  faudra  recou- 
rir à  Téquation  dérivée 

d^f  ^   ^    d^f  dy    ^    d^f  ldr\^  ^    4f  d'y  _^ 
dx*  dxdy  dx        dy"*^  \d^)         dy  dx*  ^ 

20. 
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ou,  puisque  —  =  o, 

^^^  dx^  (ixdy  dx        dy-"  \dx) 

supposons  que  les   trois  coeiiicienls  -r--»  - — 7-  et  -p- 
^^  *  dx^     dxdy        dy^ 

ne  soient  pas  tous  nuls,  et  que  l'équation  (4)  donne  deux 

valeurs  réelles  el  distinctes  de  -f-  :  il  en  résulte  qu'il  y  a 

dx  \         j 

deux  tangentes  au  point  considéré,  et  par  suite  que  deux 

branches  de  la  courbe  s'y  traversent  mutuellement  :  c'est 

donc  un  point  double. 

Mais  si  trois  branches  de  la  courbe  se  rencontraient 

en  ce  point,  il  devrait  y  avoir  trois  tangentes,  et  comme 

Féquation  (4),  qui  n'est  que  du  second  degré  par  rapport 

dy 
à  —5  ne  peut  dpnner  trois  valeurs  de  cette  quantité,  on 

devrait  avoir  ennnêrae  temps 

dj£^  d\^^         d^^ 

d£^       ^'      dxdy        ^'      dy^        ^ 

Les  valeurs  de  --  s'obtiendraient  ensuite  en  différcntiant 

dx 
l'équation   (4).  On  voit  comment  il  faudrait  opérer,  si 

un  plus  grand  nombre  de  branches  se  rencontraient  au 

point  (x,j). 

311.  Comme  exemple,  soit  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

y^z=:x'^[i — .r^),      011  bien     y  =±x  ^ i  —  x^. 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  jc  et  à 
Taxe  des  j^.  Elle  coupe  l'axe  des  x  à  l'origine  et  aux  deux 
points  qui  ont  pour  abscisses  x  =  i  ei  x  = —  i . 

En  différcntiant  l'équation  de  la  courbe,  on   trouvé 

^f  .    _i_  / ;  '^^  _L_  >  —  2J?' 


V I  —  x^  y  1  —  X 
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Pour  X  =  o,  les  deux  valeurs  de  y  se  réduisent  à  une 
l^»Ç-  60.  seule,  qui  est  o.  D'ailleurs,  pour 

ce  point,  on  a 

Ainsi,  l'origine  est  un  point  dou- 
ble. En  ce  point,  les  tangentes 

TT'  et  SS'  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  des 

axes. 

On  trouve,  pour  la  dérivée  seconde, 


^X  ^l  


X» 


d^r         .       i/i  —  jr*  ,    2x" — 3x 

— —  =z  -+-  —i =:  zh ; 


pour  a:  =  o,  on  a  -r-y-  =  o  :  ainsi,  Torigine  est  à  la  fois 
un  point  double  et  un  point  d'inflexion. 


POINTS    DE    REBROUSSEMENT. 

312.  On  appelle  point  de  rabroiis sèment  un  point  où 
deux  branches  de  courbe  viennent  s'arrêter,  et  où  elles 
ont  une  tangente  commune.  Il  faut,  dans  ce  cas,  que  deux 
valeurs  dey,  réelles  quand  x  est  supérieur  ou  inférieur 
à  l'abscisse  du  point,  soient  imaginaires  quand  x  est  in- 
férieur ou  supérieur  à  cette  abscisse,  et,  en  outre,  que 

deux  valeurs  de  -f-  deviennent  égales. 

ax 

Le  rebroussement  est  dit  de  première  ou  de  seconde 
espèce,  suivant  que  les  deux  branches  sont  de  deux  côtés 
différents  {Jig*  65)  ou  du  même  côté  de  la  tangente  qui 
leur  est  commune  (^g»  64).  D'après  ce  que  nous  avons 
vu  sur  la  convexité  des  courbes  planes  (n°  205),  l'espèce 

du  rebroussement  se  reconnaîtra  par  le  signe  de  -7-^  sur 
les  deux  branches,  près  du  point  en  question. 
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313.  Soit  la  courbe 

p 

r  =  ?  (*)  =t  (a?  —  fl)^  '^  («), 

<{i  [x)  et  ^  (x)  étant  deux  fonctions  réelles  et  finies,  pour 

des  valeurs  de  .r  voisines  de  a;  supposons  la  fraction  ^ 

positive,  irréductible  et  ayant  un  dénominateur  pair. 
Alors,  pour  chaque  valeur  de  x  supérieure  à  ci,  le  terme 

p 
(x —  a)^\^f(x)  a  deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes 
contraires,  ce  que  nous  indiquons  par  le  double  signe  ±. 

Les  deux  valeurs  dey,  réelles  et  inégales  pour  x  plus 
grand  que  a,  deviennent  égales  pour  a*  =  a,  et  imagi- 
naires pour  X  plus  petit  que  a.  Donc  les  deux  branches 
de  la  courbe  viennent  se  réunir  et  s'arrêter  au  point  qui 
a  pour  coordonnées  x  =  a^  y  =  (^(a). 

Reste  à  voir  maintenant  si  en  ce  point  les  deux  bran- 
ches ont  la  même  tangente.  Or  l'équation  de  la  courbe 
donne 

Si  -  est  plus  grand  que  i ,  à  la  valeur  x=za  corrés- 

pondra  pour -^  la  valeur  unique  ^'(û)»  Donc  les  deux 

branches  ayant  même  tangente  au  point  considéré,  ce 
dernier  est  un  point  de  rebroussement. 

Pour  savoir  si  le  point  de  rebroussement  est  de  pre- 

mière  ou  de  seconde  espèce,  on  calcule   ^-r»   ^^  V^ 
donne 

g:  =  ,'(x)±^(j-.)(x-«)'-%(,) 
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Nous  ferons  ici  deux  hypothèses  :  i^  si  Ton  a 


61  I 


-  —  2>.o, 
7 


on  aura,  pour  a:  =  a, 

Ainsi,  en  admeilant  que  (^'' (a) 

ne  soîl  pas  nulle,  -~-  a  le  même 

signe  sur  les  deux  branches,  et, 
par  conséquent,  la  courbe  offre 
un  rebroussemént  de  seconde  espèce  (Jlg*  64  )  • 
a^  Si,  au  contraire,  on  a 


pour  une  valeur  de  x  très-peu  supérieure  à  a,  le  terme 


(I) 


^(^_,)(x-«)»      %H 


sera  très-grand  en  valeur  absolue,  et  il  n'en  serait  pas  de 
même  des  autres  termes  de  -T-^qui  tous,  excepté  le  pre- 
mier, <f"(x),  convergent  vers  zéro,  lorsque  x  tend  vers  a» 

.     .  .  d^y 

Ainsi,  le  terme  (i)  donne  son  signe  à  -7-7'  ^^  comme  ce 

terme  a  Kî  double  signe,  il  s'ensuit 
qu'au  point  [.r  =  a,  j^  ==  cf  (a)], 
les  deux  branches  sont  situées  de 
part  et  d'autre  de  la  tangente 
commune.  Dans  ce  cas,  le  re- 
broussemént est  de  première  espère  {fig*  65). 

314.  Soit  comme  exemple  la  courbe 


y=.  x^ZIZX 


5^ 

.2 
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A  une  valeur  positive  de  x  correspondent  toujours  deux 
valeurs  réelles  de  j^,  qui  deviennent  égales  pour  j:  =  o.  La 

Courbe  n'a  aucun  point  du  côté 
des  abscisses  négatives.  Du  côte' 
des  abscisses  positives,  elle  a  deux 
__  branches  qui  s'en  vont  à  l'infini, 
l'une  du  côté  des  ordonnées  posi- 
tives, l'autre  du  côté  des  ordon- 
nées négatives  :  celle-ci,  après  avoir  coupé  Taxe  des  x 
au  point  dont  l'abscisse  égale  i. 

Le  rapport  -  a  pour  limite  zéro  quand  x  =  o,  et,  lors- 

que  X  a  une  très-petite  valeur  positive,  les  deux  valeurs 
correspondantes  àe  j  sont  aussi  positives.  Donc  les  deux 
branches  ont  la  même  tangente  au  point  0,et  sont  situées, 
près  de  ce  point,  du  même  côté  de  celte  tangente.  Donc 
lorigine  est  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde 
espèce. 

On  parvient  encore  à  ce  résultat  au  moyen  des  valeurs 

(Iy  d^  Y 

dx  dx^   * 


dx  1  dx^ 


l5     h: 


Pour  a:  =  o,  on  a 


dy 
dx 


-7-  =o      et 


d^y 


le  point  O  est  donc  un  point  de  rebroussement  de  la  se- 
conde espèce. 


POINTS    ISOLÉS. 


315.  On  appelle  point  isolé  ou  conjugué  un  point  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  d'une  courbe,  sans 
qu'aucune  branche  de  cette  courbe  passe  par  ce  point* 
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3l3 


Soit  Téquation 


Si  X  croit  de  i  à 

Fig.  64. 
V 


X'=±[x^a)  six—  b , 

et  supposons  d'abord  a  plus  petit  que  h.  Pour  :r  =  6, 
on  a^'  =  o,  ce  qui  donne  un  point  B  situé  sur  l'axe  des 
abscisses. 

00  ,  y  croît  de  o  à  ±  00  ,  et  Ton 
a  une  branche  lellc  que  MBL. 
Si  l'on  fait  x  plus  petit  que  6, 
Tordonuée  est  imaginaire,  ex- 
cepté pour  j:  =  a,  car,  pour 
cette  valeur  de  x,  on  a  ^  =  o. 
Ainsi,  lepoint  A(x=a,  j=o) 
est  un  point  isolé. 

Si  a  est  plus  grand  que  h^  la 
courbe  n'a  plus  de  point  isolé,  parce  que  les  deux  va- 
Fig.  65.  leurs  de  j^  sont  réelles  quand  x 

est  comprise  entre  ft  et  a.  Pour 
X  =  a^  les  valeurs  de  y  se  ré- 
duisent toutes  deux  à  o.  De 
X  j:  =  aàx  =  oo,j^  croît  jusqu'à 
Tinfini. 

Dans  ce  cas,  le  point  A   est 
^'  traversé  par  les  deux  branches 

BCK,  BDL  :  c'est  donc  un  point  double. 


POINTS    d'arrêt. 


316.  On  appelle  point  d'ari'ët  un  point  où  une  branche 
unique  d'une  courbe  vie.nt  brusquement  s'arrêter. 
Prenons  la  courbe  représentée  par  Téquation 


I 

X 


Donnons  d'abord  à  x  des  \alenrs  positives   :   pour 
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jT  =  o,  on  a  y=cc\  si  W  n  fait  croître  ûc  jusqu'à  -f-  oo, 
y  décroît  depuis  +00  jusqu'à  -h  i,  ce  qui  donne  une 
branche  asymptotique  à  l'axe  des  y,  et  à  la  droite  dont 

l'équation  est  y  =  i. 

Considérons  maintenant  des 
valeurs  négatives  de  :r  :  si  on 
change  ^  en  —  x,  la  valeur  dey 


sera  i  :  e^^  et  pour  ^  =  o  on  aura 
y  =  o]  la  courbe  passera  donc 
par  l'origine.  L'ordonnée  aug- 
mentera ensuite  avec  la  valeur  absolue  de  x  jusqu'à 
la  valeur  ^  =  1.  Il  y  aura  ainsi  une  seconde  branche 
de  courbe,  asymptolique  à  la  droite  qui  a  pour  équa- 
tion y=-\-i,  et  s'arrêtant  brusquement  à  l'origine  en 
venant  des  x  négatifs.  L'origine  sera  donc  un  point 
d'arrêt. 

Il  y  a  un  point  d'inflexion  pour  x  =  —  -• 

317.  Soit  encore  la  courbe  jk  =  1 •  On  ne  peut  pas 

donner  à  x  des  valeurs  négatives,  car  log^r  serait  imagi- 
naire. Si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  positives  et  très 
petites,  l'ordonnée  sera  très  petite  et  négative,  croîtra 
Fig.  67.  ^"  valeur  absolue  avec  x  jusqu'à 

^  =  I ,  et  deviendra  égale  à  —  oo 
pour  x^=i.  On  aura  donc  une 
branche  de  courbe  partant  de 
l'origine,  et  qui  aura  pour  asym- 
ptote du  côté  des  j^  négatives  la 
droite  ^  =  1 .  Si  ^  croît  à  partir 
de  I  jusqu'à  00,  y  devient  posi- 
tive, et  cette  ordonnée,  d'abord  très  grande,  décroît 
indéfiniment  jusqu'à  zéro,  ce  qui  donne  la  branche  LM. 
Dans  cet  exemple  l'origine  est  un  point  d'arrêt;  on  a 
supposé  la  base  dés  logarithmes  supérieure  à  l'unité. 
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POINT    SAILLANT    OU    ANGULEUX. 


318.  Soit  la  courbe 


r  = 


-i-^ 


pour  a:=o,  on  aj^  =  o.  L'origine  est  un  point  de  la 
courbe.  Si  maintenant,  dans  l'expression  ^  = , 


on  fait  a:  =  o,  on  a  lîm  -  =  o.  Ainsi,  la  branche  OG  a 

X 

pour  tangente  au  point  O  Taxe  Ox. 

D'ailleurs,  si  Ton  fait  o:  = —  z,  d'où  -  = > 


I  +^    • 
pour  x  =  —  z  =  o,  on  a 

liiîi  ~  =  I . 
a: 

Donc  la  branche  OH,  située  du 
côté  des  abscisses  négatives,   a 
pour  tangente  au  point  O  la  bis- 
sectrice OT  de  l'angle  des  axes. 
Un  pareil  point  O,  où  viennent  se  terminer  deux  bran- 
ches de  courbe  qui  ont  chacune  en  ce  point  une  tan- 
gente distincte,  est  dit  un  point  anguleux  ou  point  sail- 
lant, 

319.  La  recherche  des  points  singuliers  exige  que  Ton 
examino  avec  soin  la  forme  de  la  courbe  dans  les  environs 

du  point  pour  lequel  l'expression  analytique  de  ~  pré- 

sente  une  des  particularités  signalées  dans  cette  Leçon; 

car  il  peut  se  faire  que  -^  soit  constamment  imaginaire 


3 1(1  coi^s  d'analyse. 

près  de  ce  point,  cl  que  -j-  soit  réel  en  ce  point.   Mais 

celle  discussion,  dans  le  cas  où  j^  est  une  fonction  impli- 
cite de  a:,  nous  entraînerait  trop  loin. 

EXERCICES. 

i.  Déterminer  les  points  d*inJlvxion  d'une  conchoïde  (courbe 
qu'on  obtient  en  prolongeant  d^une  longueur  constante  les  droites 
menées  d'un  point  fixe  à  une  dtvite  fixe). 

Solution.  —  On  prend  pour  axe  des  y  la  droite  fixe  et  pour  axe 
des  X  Ja  perpendiculaire  menée  par  le  point  fixe.  Si  a  est  la  dis- 
tance du  point  fixe  à  la  droite  et  b  la  quantité  dont  on  prolonge  les 
rayons  vecteurs  menés  à,  la  droite,  les  abscisses  des  points  d'in- 
flexion seront  données  par  Téquation 

a^  -\'Z  ax^  —  2  ab^  =  o. 

2.  Construire  et  discuter  la  courbe  y' =  x^, 

3.  Démontrer  qu^en  tout  point  singulier  d^une  courbe 

f(x,x)  =  o 
(les  points  d' inflexion  exceptés)  on  a 

^  =  o      -^  =  o 
dx        ^     dy        ' 

4.  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a  deux  points  dUnflexioHy 
elle  en  aura  un  troisième  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers. 
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VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 

RÈGLES  POUR  L'INTÉGRATION  DES  FONCTIONS. 

Définitions  et  notations.  —  Intégration  d*une  fonction  multipliée  par  une 
constante.  —  Intégration  immédiate  de  quelques  difTérentielles  simples. 
—  Intégration  d'une  somme.  —  Intégration  par  parties.  —  Intégration 
par  substitution. 

DÉFINITIONS    ET    NOTATIONS. 

320.  Etaut  donnée  une  fonction  d'une  seule  variable, 
on  peut  toujours  la  considérer  comme  la  dérivée  d'une 
autre  fonction  inconnue,  el  chercher  cette  autre  fonction, 
qui  aura  pour  différentielle  la  fonction  donnée,  multi- 
pliée parla  différentielle  de  la  variable  indépendante. 

Soity(j:)  la  fonction  donnée  5  je  dis  qu'il  existe  tou- 
jours une  autre  fonction  qui  a  pour  dillérenlielle  /'(.r)r/.r. 
En  effet,  construisons  la  courbe  CMD  qui,  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires,  a  pour  é(]uation 

L'aire  de  cette  courbe,  comprise  entre  une  ordonnée  fixe 

quelconque  CA  et  Tordonnée 
MP  qui  correspond  à  Tabscisse 
variable  x,  est  une  fonction  dé- 
terminée de  j\  Or,  la  différen- 
tielle de  cette  aire  est  ydx  ou 
f(jo)  (Ix  5  donc  cette  aire  est  une 

foncliou  qui  a/(x)(lx  pour  différentielle,  ouf(x)  pour 

dérivée. 


3i8  COURS  d'analtsr. 

321 .  On  appelle  intégrale  de  f{x)  dx  et  l'on  repré* 

sente  par    ïf[x)dx  une  fonction  dont  la  différentielle 

^sif[x)  dx.  L'opération  par  laquelle  on  passe  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  à  cette  fonction  se  nomme  inté- 
gration. 

L'intégration  et  la  différent! a tion  sont  deux  opérations 
inverses  l'une  de  l'autre,  de  telle  sorte  que  le  signe  d  et 

se  détruisent  mutuellement. 


le  signe    f 


Ainsi  Ton  a,  par  la  définition  roèine> 

d  j  /{a:)fix=/{x)fijr,        j  dff{x)  =  (f  {jc). 

322.  L'intégrale  d'une  différentielle  donnée^ (.r)  dx 
peut  avoir  une  infinité  de  valeurs,  car  si  ç(jî)  est  une 
fonction  dont  f(x)dx  soit  la  différentielle,  en  ajoutant 
à  celte  fonction  une  constante  arbitraire,  l'expression 
(f(x)  -+■  G  aura  la  même  différentielle.  Mais  il  n'y  en  a 
pas  d'autre,  puisque  deux  fonctions  ayant  la  même  diffé- 
rentielle ne  peuvent  différer  que  par  une  constante. 

Ainsi  l'inlégrale  générale  de  f(x)  dx  est 

C  étant  une  constante  arbitraire.  La  figure  rend  bien 
compte  de  celte  constante  arbitraire;  car  si,  au  lieu  de 
prendre  CA  pour  ordonnée  fixe,  on  prenait  C'A',  on  ob- 
tiendrait l'aire  C'A'MP,  qui  surpasse  CAMP  de  Taire 
constante  C'A'AC. 


INTÉGRATION     p'uJSE    DIFFÉREATIELLE    MULTIPLIÉE    PAR    UW 

FACTEUR    CONSTANT. 

39.3.  On  sait  qu'un  facteur  constant  a  peut  être  placé 
en  dehors  du  signe  de  différentiation  j  il  y  a  une  règle 
analogue  pour  l'intégration. 
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En  effet,  on  a 

dau  =  adu  ; 

or 


donc 


I  dau  :=.  au^     a  j  du  =  ati\ 
I  dau  p=za  j  du     ou       I  adu  =  a  |  du^ 


OU  bien,  en  posant  du  =f[x)dxj 


fan.)a.  =  ajfi.)a.. 


INTÊGRÂTlOlf    IMMÉDIATE    DE    QUELQUES    FONCTIONS 

SIMPLES. 


324.  La  diffërentîation  des  fonctions  simples  x"". 
a',  etc.,  conduit  immédiatement  à  un  certain  nombie 
d'intégrales,  que  nous  réunissons  dans  le  tableau  suivant  : 

X»dx=: hC, 


j  c'dx  = 

r  a' 

I  a'  dx  =  r— 

J  '« 


da*=a'\ada:,  1  a*dxz=' h  C, 

J  '« 

dx  rdx        .  ' 

d\x=:^^  I  — z=larH-C, 

X  J      X 

dsinx  3=  cosxdx,  j  cosxdx  =  sin  j?  -j-  C, 

dcosx=i — sinxdXf  j  sïnxdx  =  —  cosj7-hC, 

€lx  I      dx 

rftangj:= — —9  1  — ^  =  tang^  4- C, 

^  ces' a:  J  cos^'a: 


—  dx 

d  cot j:  =    .    -    » 
sm*.r 


I    .  ^     ==  —  cot X  4-  C. 
J  sm'x 


320  -' 


cou  as    D  AfiALYSE. 

Si  l'arc  est  moindre  que  ;:*) 


.                 dx                  r     dx  '       .  ^ 

aarcsmx  =  -z=:::==i^9  I      1  z=z  arc  sin  j:  H-  C  ^ 

y/i  —  x^  J  \'i  —  X* 


_  dx  C      dx  _ 

aarccos^rz: y        1   —  =r — arccosj; -h  C. 

sj\  —j^        J    y/l  —  j:' 

--==i  deux  valeurs 
qui  semblent  différenies  ;  mais,  comme 

TT 

arc  cosx  +  arc  sin  x  =  -  ^ 

2 

on  voit  que  les  deux  intégrales  ne  diffèrent  que  par  une 
constante, 

dx            r    dx 
£/arclangar= ^        1  =  arc  tangx -+- C. 


325.  Dans  toutes  ces  formules,  x  peut  être  la  variable 
indépendante  on  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
indépendante.  Par  exemple,  si,  dans  la  formule 

(i)  I  x»dx= f-C, 

on  remplace  x  par  (p  (x),  on  aura  encore 

326.  La  formule  (i)  devient  illusoire  quand  ou  y  fait 
n  •=  —  I  :  elle  donne  alors 


/ 


dx        I 

—  =  --  4-  C. 
X  o 


/dx 
—  est  égale  à  la  transcendante  Ix, 

qui  ne  peut  pas  être  représentée  par  une  expression  algé- 


VINGT -SEPTIÈME    LEÇON.  32  1 

brique.  Cependant  un  artifice  de  calcul  permet  de  déduira 
de  la  formule  (i)  la  valeur  de    |  — • 

En  effet,  si,  dans  celte  formule,  on  retranche  du  se- 
cond membre  la  quantité  constante  >  ce  qui    ne 

change  pas  sa  différentielle,  on  aura 


/ 


x"-^' —  I 


af'dx= h  C. 

n 


Or,  si  l'on  fait  n  =  —  i ,  la  fraction  — devient  -; 

pour  avoir  sa  vraie  valeur  par  la  méthode  connue,  il  faut 
prendre  la  dérivée  des  deux  termes  par  rapport  à  /i,  et 
faire  w  =  —  i  dans  le  quotient  de  ces  dérivées,  c'est-à-dire 

dans -y  ce  qui  donne  \x.  On  a  donc 


/ 


dx 

—  =  1  x  H-  C. 

X 


INTÉGRATION    d'uNE    SOMME. 

327.  Nous  avons  donné,  dans  le  calcul  différentiel,  des 
règles  pour  différenticr  une  somme,  un  produit  de  plu- 
sieurs fonctions,  une  fonction  de  fonctions;  on  en  déduit 
des  règles  analogues  pour  le  calcul  intégral. 

Ainsi,  de  la  formule 

d(u  -f-  v  —  z)  ^=  du  -h  du  —  dZf 
on  tire,  en  intégrant  les  deux  membres, 

I  d{u-\-  v—  z)z=  I  du  -h  j  du--  I  dzy 


ou 


=  /  /{^)dx  H-  1  (f{x)dx  —  1  ^(x)dx, 
Stchm.  —  yén.f  I.    •  21 
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■Donc  Vîntégrale  d'une  somme  de  fonctions  est  la  somme 
fies  intégrales  ries  fondions  qui  la  composent^ 
Par  exemple, 


À-r"-*-'         B./-"-^-'         CanP-^' 
'  /wH-i/i-f-l/?-f-i 


5  3 


/ 


^ 3 . 1 —  -or»—  lx^-\-6\x-\-  C. 

X  ô 


INTÉGRATION    PAR    PARTIES. 


328-   Quand  u  et  \^  sont  deux  fonctions  quelconques 
d'une  même  variable,  on  a 

duv  ^=1  udv  -^  vdit; 
donc,  en  intégrant,  on  a 


ou  bien 


=  f  udv  -h  j  pduy 


/udv  =  tw  —   I  pdu. 


Celte  formule,  qui  ramène  la  necherche  d'une  intégrale 

^ud.  à  celle  d'une  autre  5nlégrale/.^„,  conslitue  une" 

méthode  d'intégration  fréquemment  employée.  On  l'ap- 
pelle intégration  par  parties^  quoiqu'il  fût  peut-être  plus 
correct  de  la  nommer  intégration,  par  facteurs^  puis- 
qu'elle est  fondée  sur  la  décomposition  de  la  différentielle 
que  Ton  veut  intégrer  en  deux  facteurs. 

Exemples. 
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On  posera 

I  X  ^vckxdx  z=z  —  I  xd  cosjr  =  —  x  ces  x  -+-  1  cosxdx 
=  —  X  cosa:  H-  sinx  -H  C. 

■ 

On  aura  donc,  en  subsli tuant  celte  valeur  dans  la  pre- 
mière égalité, 


/'' 


cosxdx  =■  j:*sina?  4-  2x  cosx  —  -2  sin x  H-  C. 


2**  I  oTé'dx. 

On  a 


/^ 


1  af*e*dx=i  j  x^de*=ix*^e' — m  j  x^-^e*dx. 

Ainsi  l'intégration  do  x'^e'dx  se  ramène  à  celle  de 
x'"~*e'r/.r;  on  ramènera  de  même  cette  dernière  à  celle 
de  x'^^^e'dx^  et  ainsi  de  suite*,  en  sorte  que,  si  m  est  un 
nombre  entier  positif,  on  sera  définitivement  coruluit  à 

chercher/e-^.,  qui  est  e'4-  C,  et  une  suite  de  substi.u- 

lions  donnera  l'intégrale  demandée. 
En  prenant  m  =  2,  on  trouverait 

/  x^é',dx=:e'\x^'-  7.x  -+-  2)  -t-C. 
la:  étant  le  logarithme  népérien  de  x.  On  trouve 

I    \xdx:=  x\x  —    \  X  —  r=:z  x[\ar  —  I  )  -t-  C. 


21 
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INTÉGRATION    PAR    SUBSTlTrTIOK. 

329.  Quelquefois  une  fonction  diflerenlielle  f[x)dx^ 
qui  n'était  pas  immédiatement  inlégrable,  le  devient  par 
un  changement  de  variable.  On  dit  alors  que  l'intégrale 
est  obtenue  par  substitution. 

Ainsi,  soit  x  =  y(f)  :  on  a 

djc  =  ^'  (e)  dt     et      jf(x)dx=  j/[ff{t)W{i)dt. 

Exemples. 

j  (ax  -h  by^dx. 

On  posera 

ax  -{-  b  z=  t^     d'où     dx=z  —  • 

a 

/i     r               I     /*"^' 
(ax-T-  bY'dx^-    \  f^dtzzn h  C, 

2**  Plus  généralement,  si  l'on  avait  à  trouver 

\f[ax  4-  b)dx^ 
on  poserait 


Don 


ou 


(ax '\- by^  dx  z=  -  i '- hC. 


/' 


ax  -h  b  =  t,     d'où     dx=  —  » 

a 


et  alors  on  serait  ramené  à 


i//(0*. 


,    5x^dj 

3« 


7 

On  se  fonde  ici,  pour  le  choix  d'une  nouvelle  variable  t^^ 
sur  ce  que  le  numérateur  de  la  fonclion  différentielle  e^  i 
égal,  à  un  facteur  constant  près,  à  la  différentielle  di 
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On  posera 
I  jî^cosxelx  =:  1  x^dsïnx=z  jc^sinx  —  2  j  xsinxdr^ 

I  X  s\n  xfix  z=i  —  I  xd  cos^  =  —  x  ces x  -+-  /  cosxfix 
=  —  X  cosa:  +  sinx  -H  C. 

On  aura  donc,  en  subsli tuant  celte  valeur  dans  la  pre- 
mière égalité, 


f' 


•^  cosxdx  =  j:*sinj?  -f-  2x  cosx  —  -2  sin x  -h  C. 


^**  /  x^e*dx. 

On  a 


/' 


1  af*e*dxz=z  j  x^de*=zx*^e* — m  j  x^''^e*dx. 

Ainsi  l'intégration  de  x'^e'rlx  se  ramène  à  colle  de 
x'"~*e'r/.r;  on  ramènera  de  même  cette  dernière  à  celle 
de  x'^^^e'dx^  et  ainsi  de  suite-,  en  sorte  que,  si  tu  est  un 
nombre  entier  positif,  on  sera  définilivcnient  conduit  à 

chercher  Je'^.,  qui  est  e'-H  C,  et  une  suue  de  subs.i.u- 

lions  donnera  l'intégrale  demandée. 
En  prenant  m  =  2,  on  trouverait 

I   x^é'.dx  =  e*\x^  — •  7.x  -4-  2)  -H  C. 

la:  étant  le  logarithme  népérien  de  x.  On  trouve 
I   \xtLx^=z  x\x  —    \  JC  —  ^zz  x[\j:  —  I )  -î-  C. 
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-Donc  Vinfégrale  d'une  somme  de  fonctions  est.  la  somme 
fies  intégrales  ries  fondions  qui  la  composent^ 
Par  exemple, 


/w  H-i         /i  H-  I         P  -^  i 


3  2 


/ 


^ =:  ^  a:'  —  2  :p'  -4-  5  I  .r  4-  C . 


INTÉGRATION    PAR    PARTIES. 


328.   Quand  u  et  u  sont  deux  fondions  quelconques 
d'une  même  vanabl(%  on  a 

(luv  :=.  udv  -\-  Vfilff 

donc,  en  intégrant,  on  a 


ou  bien 


=  f  udi>  -^  I  pdtiy 


j  Uftl>  =:  fit'  —    I  pdu. 


Celte  formule,  qui  ramène  la  recherche  d'une  intégrale 

I  udi^  à  celle  d'une  autre  intégrale  i  i^riu^  constitue  une 

méthode  d'intégration  fréquemment  employée.  On  l'ap- 
pelle intégration  par  parties^  quoiqu'il  fût  peut-être  plus 
correct  de  la  nommer  intégration  par  facteurs^  puis- 
qu'elle est  fondée  sur  la  décomposition  de  la  différentielle 
que  l'on  veut  intégrer  en  deux  facteurs. 

Exemples. 

:o!ijrfix. 


h' 
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On  posera 
I  x^co%xdx  z=  I  x^dsïnx  =  x'sinj:  —  2  j  x  sinxdx^ 

j  X  s\n  xfix  z=  —  I  xdcosx  =  —  x  cosx  -+-  /  co^xdx 
z=z  —  X  cosa:  H-  sinx  4-  C. 

On  aura  donc,  en  subsli tuant  celte  valeur  dans  la  pre- 
mière égalité, 


I' 


'  co^xdx  •=.  x*sinx  4-  ix  cosx  —  -2  sinx  -4-  C. 


^**  /  x^e*dx. 

On  a 


/' 


I  af"e*dxz=:  j  x^de*=x*^e' — m  j  x^''^e*dx. 

Ainsi  l'intégration  de  x'^e'dx  se  ramène  à  celle  de 
x'"~*e'rfa:;  on  ramènera  de  même  cette  dernière  à  celle 
àe  x"''~^e'dxj  et  ainsi  de  suite  ^  en  sorte  que,  si  m  est  un 
nombre  entier  positif,  on  sera  définitivement  conduit  à 

chercher  I  e'^x,  qui  est  e'-f-  C,  et  une  suite  de  substitu- 
tions donnera  l'intégrale  demandée. 
En  prenant  m  =  2,  on  trouverait 

■ 

/  x^é*,dx  =:  e'\x^  —  7.x  -+-  2)  -H  C. 

3*»  l   \xdx, 

1^  étant  le  logarithme  népérien  de  x*  On  trouve 
/  \xdx^=.  x\x  —  \  X  —  ^zz  x[\x  —  f)h-C. 
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328  COOKS  d'àkàlyse. 

Soit  m  le  degré  de  T équation 

/(x)  =  o, 

dont  nous  désignerons  les  m  racines  par  €i,  J,  <?9...,  A". 

Supposons  d'abord  que  ces  m  racines,  réelles  ou  imagî  - 
naires,  soient  toutes  inégales.  Cherchons  à  déterminer, 
si  c'est  possible,  m  constantes  A,  B,  C,...,  K,  de  manière 
que  l'égalité 


f{x)       X  —  a        X  —  h  X  —  /' 

soit  vérifiée  identiquement.  Il  faut  et  il  suffit  que  Ton 
ait,  pour  toute  valeur  de  x, 

12]         a)[a:)  =  A h  Jj  7  -h  .  .  . -f- Jv r— • 

^  ^  X  —  a  X  —  b  X  —  A 

f[x\      fix] 
Tous  les  quotients —^—^»  — ^—r»-    »  sont  entiers,  et  les 
*  X  —  a    X  —  0  . 

inconnues  A,  B,  C,...,  sont  en  nombre  égal  à  m\  on 
pourrait  donc  trouver  leurs  valeurs  en  égalant  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres  ; 
mais  en  emploie  nn  moyen  beaucoup  plus  simple,  et  qui 
a  l'avantage  de  faire  voir  que  ces  valeurs  ne  iont  ni  infi- 
nies ni  indéterminées. 

Faisons  x  :=  a  dans  Téquation  (2)5  puisque  les  racines 

a^  b^  c^..,^  k  sont  toutes  inégales,  les  quotients  — ^ — 7  » 

>«">  ,  deviendront  nuls.  D  ailleurs  — — ^de- 

X  —  c  X  —  A"  X  —  a 

vient  -  pour  j:  =  a  \  mais  sa  vraie  valeur,  d'après  la  règle 

connue,  est^  («).  Donc 

ï(«)=A/'(a).     d'où     A.=p^y 

Cette  valeur  de  A  n'est  pas  infinie,  puisque  a  étant  une 
racine  simple  de /(x)^  J'  [1)  n'est  pas  nulle;  la  valeur 
de  A  est,  en  outre,  différente  de  o  si  l'on  admet,  ce  qui 
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€st  toujours  permis,  que  la  fraction  ^r— |  soît  îrréduclible. 

Ainsi,  eu  donnant  aux  constantes  les  valeurs  finies  et 
déterminëes 

Téquation  (2)  est  satisfaite  pour  x  =  ay  j:=  &,....  Elle 
aura  donc  lieu  pour  toute  autre  valeur  de  x.  Car,  si  Té- 
quation  (2)  n'était  pas  identique,  comme  elle  est  au  plus 
du  degré  m  — i  par  rapport  à  x,  et  qu'elle  est  vérifiée 
pour  les  m  valeurs  de  a,  Z>,  c, . . . ,  A*,  elle  aurait  m  racines, 
ce  qui  est  impossible. 

332.  On  peut  encore  parvenir  de  deux  autres  ma- 
nières à  la  valeur  de  — —  pour  x  =  «. 
i«  On  a  (122) 

1*2 

et  coininey(x).est  un  polynôme  algébrique,  ce  dévelop- 
pement est  limité  ;  or,  puisquey  (a)  =  o,  il  se  réduit  à 


d'où 


1   •  ^ 


/W=/.H,/^(._«)  +  .... 


X  —  a  '    '  1.1 

et,  par  conséquent,  pour  x  =  a^ 

2^  M  étant  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
çlans/(jr),  on  a 

^  =  U{x-b){x-c)...(x-A), 
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et,  par  suite,  pour  j:  =  a,  il  vient 

lim  l^  —  M  (/7  —  b){a  —  c) . ...(«  —  k)  =/'(a) . 


X  —  a 


333.   La  transformation  (i)  ëtant  ainsi  opérée,  on  a 


r<f.(x)dx  _  r  kdx       r  Bd. 

J      f[x)    ^  J   x  —  a        J   JP  — 


dx 
b 


par  conséquent 

(4)         f'^-^0^^k\{x-a)^Ji\[x^b)-\-.... 

On  se  servira  de  cette  formule  quand  les  racines  a,  6, 
c, .  .  . ,  /r  seront  toutes  i  celles,  et  que  les  différences  x —  a, 
X —  6, .  .  . ,  a:  —  h  seront  toutes  positives;  mais  si  x  —  a, 
par  exemple,  était  négative,  il  faudrait  changer  Al  (x — a) 
en  Al  (a  — x),  ce  qui  est  permis,  car  on  a 

—  cix         dx 
a\[a  —  x)z=:  — 


X  X 


Al  (X  —  a)  serait  imaginaire  (n^  160). 

CAS    PARTICULIER    DES    RACIISES    SIMPLES    IMAGINAIRES. 

334.  Si  quelques-unes  des  racines  de  réquationy(j::)=o 
étaient  imaginaires,  la  transformation  (i)  serait  encore 
possible,  mais  le  terme  correspondant  à  une  racine  ima- 
ginaire dans  la  formule  (4)  se  présenterait  sous  une  forme 
imaginaire.  Il  vaut  mieux  alors  opérer  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  deux  racines  imaginaires t^onjuguécs, 


azrra  4-  6  sj — I ,      b  z=  a  —  6  ^ — I  ; 
on  aura 


(pf/ï)  9  (ûf  -h  ê  y/ — l) 


G  et  H  étant  deux  fonctions  réelles  et  ratiouuellus  de  oc  et 
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de  6.  En  changeant  yj — i  en  —  y/ — i,  on  aura 

on  a  donc 

A  B  G-\-n\P^  G— Hi/^i 

_  2G(^  — a)  — 2H6 

~"        (x  — aj^-f-6*       ' 
donc 

J\x^a'^x—b)    '^'~  J  (j7— a)»-l-6»""j   (or— a}^H-6»' 


Or 


/ 


2G(x — a)dx       ^ ,  r/  X.       -o.-i 

-^-i-^=Gi[(x_cc).+n 

r       2H6dx  „  /x  — a\ 


Donc 


=  GI[(a:  — a)»4-6^]--2Harctang  (^y^j  +  C. 

De  celle  manière  on  aura  opéré  l'intégration  de  la  frac- 
tion rationnelle  ^^-tt;^ — -->  si  toutes  les  racines  de  Téqua* 

/(a:)  .  ^ 

lion  y  (a:)  =  o  sont  inégales. 

335.    ËXEIIPLES. 

^         ff  (x)        (3  —  7.x) (Ix (3  —  7.x)dx 

f[x)  X* —  X  —  2  [x-\-l)  [x  —  2) 

Posons 

3—2^  A  B 


X"^ X  —  2  X  -\-  \  X  —  2 


En  substituant  successivement  —  i  et  +  2  à  .r  dans- 
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Soit  m  le  degré  de  l' équation 

/(.r)=:o, 

dont  nous  désignerons  les  m  racines  par  a^b^c^.,.^h. 

Supposons  d'abord  que  ces  m  racines,  réelles  ou  imagi- 
naires, soient  toutes  inégales.  Cherchons  à  déterminer, 
si  c'est  possible,  m  constantes  A,  B,  C,.**)  K,  de  manière 
que  l'égalité 

^  '  j[x)       X  —  a        X  —  b  X  —  A- 

soit  vérifiée  identiquement.  Il  faut  et  il  suffît  que  l'on 
ait,  pour  toute  valeur  de  x, 

4 

Tous  les  quotients — —^^  — ^-~»'*  »  sont  entiers,  et  les 
*  X  —  a    X  —  0  . 

inconnues  Â,  B,  C,. . .,  sont  en  nombre  égal  à  m;  on 
pourrait  donc  trouver  leurs  valeurs  en  égalant  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres  ; 
mais  on  emploie  un  moyen  beaucoup  plus  simple,  et  qui 
a  l'avantage  de  faire  voir  que  ces  valeurs  ne  iont  ni  infi- 
nies ni  indéterminées. 

Faisons  x  :=  a  dans  l'équation  (2)  ;  puisque  les  racines 

a^  b^  c^,,.^  k  sont  toutes  inégales,  les  quotients 7  » 

»'•*>  ,  deviendront  nuls.  D  ailleurs  "^-^ — ^de- 

X  —  c  X  —  A*  X  —  a 

vient  -  pour  j:  =  a  •,  mais  sa  vraie  valeur,  d'après  la  règle 

connue,  e8if^(a).  Donc 

ç(a)  =  A/'(a),     d'où     ^=y!f^y 

Celte  valeur  de  A  n'est  pas  infinie,  puisque  a  étant  une 
racine  simple  de ^(x)^  J'  [n)  n'est  pas  nulle;  la  valeur 
de  A  est,  en  outre,  différente  de  o  si  l'on  admet,  ce  qui 
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d'où 

/(3xH-7)flte  _3  ./•(4j:--3)££r       37    r  dx 

2ar'— 3jr-+-5       ^j  ax'— 3x-*-5        4  J    ^^^ — 3x4-5' 

OU 

J  20?»— 3ar-f-5        4  4  J    2j:'  — 


3-r4-5 

Or  on  a 

37  r       dx       _  37    r____^f__ 

4  J  2x»— 3x-+-5"""8"    1    /^_^y      37 
Cette  dernière  intégrale  est  égale  (n**  329,  5°)  à 


4  4-^  —  3 

-i=  arc  lane  -^ — i^^-  : 

sJZi  v/3i 


on  a  donc  enfin 

[Zx  -+-  '])dx 


I 


2ar' —  3x4-5 


3  3-7  ix  —  3 

=  y\  (2x»—  3x4-5)  H É=rarc  tang  ^    , 4- C. 

4  2v/3i  v^3i 

4**  Plus  généralement,  si  l'expression  à  intégrer  est 

) J — '—^y  on  la  mettra  sous  la  forme 

[x —  a)' 4-  " 

M    2 f X  —  a.) djr  dx 


2    (x— a)^4-6'    ^  '(x  — a)»4-6' 

Mais  (n*>  329), 

/rfx  I  X  —  a 


j 


(la: 


{x  —  a)»  -f-  6^ 


=  -;rU(^— «;'  +  €']  H 5 arclang  —^ h  C. 

2  5  o 


CAS    DES    RACINES    MULTIPLES.. 

336.  Dans  le  cas  où  le  dénominateur  de  '  _,  /  admet 
des  facteurs  multiples,  c'est-à-dire  où  l'on  a 

■     /(x)  =  M{x  —  aY{x—  b)P{x^c)i.  ..(x  — X-), 

il  est  impossible  de  trouver  des  valeurs  de  constantes  A, 
B,  C, . . . ,  K,  capables  de  vérifier  l'identité 

9{x)  A        '        B 

f{x)        X  —  a       X  —  b 

En  effet,  si  Ton  réduit  tous  les  termes  du  deuxième 
membre  en  une  seule  fraction,  le  déBpmioateur  de  cette 
fraction  ne  contiendra  x  —  a  qu'à  la  première  puis- 
sance, tandis  que  ce  binôme  entre  à  la  w**"**  puissance 

dans/*(j:),  et  que  d'ailleurs  la   fraction  ^^jA.  est  sup- 
posée irréductible. 

Afin  de  découvrir  le  mode  de  décomposition  propre  à 
ce  cas,  supposons  d'abord 

J{x):=.{x-aY 

On  a,  d'après  la  série  de  Taylor  (134), 

I-O)  ^      y(:r)      ^       y(^)  ^' {a)         ^       i  /(^) 

rf[7     *"   [x  —  af        (X  — a)"        [x  —  af-^         1.2(0:  —  a)"-* 

1.2.  .  .  («  —  ij     X  —  a 
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Ce  développement  ne  s'étend  pas  plus  loin  parce  que 
<p(x),  dans  le  cas  eu  f(x)  =  (x  —  a)",  est  au  plus  du 

degré  nT — i.  Il  résulte  de  là  que  ~-\  est  décoinposable 

en  n  fractions  ayant  chacune  pour  numérateur  une  con- 
stante, et  pour  dénominateur  une  puissance  de  x  —  a. 
Le  problème  est  ainsi  ramené  à  intégrer  des  fractions 

de  la  forme  -, rr.  Cotte  différentielle  pouvant  se  mi't- 

[x  —  ay  ^ 

,     «            d  {jn  —  a)  •      '       1 

tre  sous  la  forme  -r-^ -tt  on  voit  que  son  inteeralc  est 

[x  —  «)*  '  ^ 

—  77 — -r—  si  A  est  *>  I ,  et  1  ( j:  —  a)  si  A  =  i . 

[h  —  i)(x—  a)''-'  ^     ^  ^  ' 

337.  Cherchons  maintenant  à  opérer  une  décomposi- 
tion analogue  à  la  précédente,  dans  le  cas  général,  c'est- 
à-dire  quand  on  a 

J{x)  =  M{x  —  aY[x^b)P{x  —  c)i.,.{x—k)  =  {X'-aYf,(x), 

Soient  A,  Al,  At,  As, . .  . ,  A„_,,  71  coefficients  assujettis 
à  vérifier  l'identité 

f[x)        [x  —  aY'^  (a:  —  aY-'  '         x  —  a       f,[x)^ 

<|/(x)  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier  par  rapport 
à  T.  Si  Ton  multiplie  cette  équation  pary(x)  et  que  Ton 
fasse  passer  dans  le  premier  membre  les  termes  qui  con- 
tiennent A,  A,,  Ag,...,  A„_i,  il  faudra  que  Ton  ait,  pour 
toute  valeur  de  x, 


[x  —  af  [x  —  af-' 

(x  —  a)"  -^  X  —  a 

Maintenant,  en  développant  <f{x)  suivant  les  puissances 
de  j:  —  rt,  on  aura 

,(x)  =  ç(/7)  +  <p'(«)(a:  -  a)  +  îji^  (x -«)'+..  .. 
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On  obliendra  fovivf(x)  un  développement  analogue; 
mais  comme  a  est  une  racine  multiple  de  Tordre  n^J[a)j 
f  [a]^, .  .  ,/*""*  [a)  sont  nulles,  et  Ton  a  simple(nent 

•^  ^    '  1.2.../?^  '  I.2.i...(/l-f-  l) 

Substituons  ces  valeurs  de  ç(x)  et  dey^(x)  dans  l'ë- 
qualion  (i)  :  en  ordonnant  pai^  rapport  aux  puissances 
de  [x- — a),  le  premier  membre  deviendra 

^      '  i.a...// 

L  1.2...  («H-l)  'l.2.../lj^  ^ 


+ 


Ll.2  I.2...(/î-|-2)  '  1.2... (/?-+- 1)  M.2...«J^  ' 


LI.2.../I  I.2...2/Z  '  I.2..  .  (2/Î+ l)  J^  ' 

+ 

Or,  comme  le  second  membre  est  divisible  par  (a: — «)", 
il  doit  en  être  de  même  du  premier.  Il  faudra  donc  que 
les  coefficienls  de  toutes  les  puissances  de  x  —  a,  dans 
le  premier  membre,  jusqu'au  coefficient  de  (x  —  a)""* 
inclusivement,  soient  nuls. 

En  égalant  à  zéro  ces  coefficients,  on  aura  n  équations 
du  premier  degré,  qui  donneront  pour  A,  Aj,  A,,.,.,  A,^t 
un  système  unique  de  valeurs  finies  et  déterminées,  ôar  les 
dénominateurs  des  valeurs  inconnues  sont  les  difTérentes 
puissances  de  f^"^  (a),  et  par  hypothèsey^"^  [a)  n'est  pas 
nulle. 

338.  Ayant  ainsi  mis  ^7—7  sous  la  forme 

A  A,  A,^_|  +(•3^) 


(jT— «)"        (jc—a)"-^  X  —  a       /i(j?) 
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on  mettra  de  même  ^  \   {  sous  la  forme 

B  ,  B.  B,_.         xi'^') 


ff  (x)  désignant  le  quotient  de  la  division  de  fi  (x)  par 
\x  —  b)P. 

Eu  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  ob- 
tenir le  développement 

ff(a:)               A                      A,            ,                  A;_,    • 
r-  ; rr—,  -t-.  .  .  H 


f(x)        (x  —  a)"        (x  —  û)'*""'  jc  —  n 

B  B|  Bn_.| 


4-  , r-  4-  -. T—.  4- . . .  + 


[x — c)î        {x  —  c)?—'  X  —  c 


K 

H T, 

X  —  A- 

expression    qui,  multipliée   par  dx^   sera  très-facile  à 
intégrer. 

La  décomposition  précédente  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  manière;  car,  si  les  constantes  Ai,  Aî,...,A„_i  rela- 
tives à  la  racine  a,  par  exemple,  étaient  susceptibles  de 
plusieurs  valeurs,  on  devrait  les  trouver  en  commençant 
la  décomposition  par  cette  racine.  Or  on  n'a  trouvé 
qu'une  seule  valeur  pour  chacune  de  ces  constantes.  Donc 

la  fraction      '     ne  peut  se  décomposer  que  d'une  seule 

manière  en  fractions  simples  de  la  forme  considérée. 

CAS    PARTICULIER    UES    RACINES    IMAGINAIRES    MULTIPLES. 

339.  Si  quelques-unes  des  racines  multiples  de  l'équa- 
tion f[x^  =  o   étaient   imaginaires,   le  développement 

Stl'rm.  —  y//i.,  1.  2  2 
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de  J.        renfermerait  des  imaginaires  que  l'on  pourrait 

l'aire  disparaître  en  groupant  d'une  manière  convenable 
les  termes  relatifs  aux  racines  conjugées;  mais  il  est  plus 
simple  d'opérer  de  la  manière  suivante. 

Soient  a  ±  S  y/ —  i  deux  racines  conjuguées  de  l'équa- 
tion f(x)  =  o,  et  n  leur  degré  de  multiplicité.  Posons 

y  (jt)  Aar-+-B  A,x-f-B, 


f[x)        [(j:_a/+g»]«        [(x_a)2  4.62j«- 


AaJr-l-B,  A„_,j:-{-Bi-,        >Kar) 

~T- .  •  .  "T-  r n rr  -t~ 


A,  B,  Al,  Bj,  etc.,  sont  des  constantes  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer; ^  [x)  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 
et  yi  (x).  le  quotient  dey(x)  divisé  par  [(a:  —  a)'  -h  ê']". 
On  doit  avoir  l'identité 

,p(x)  -  (Aj7  -f-  B)/,  (or)  -  (A.x  -f-  B.)  {{x  -  a)»  -i-  6']/  [x) 
-(A,j:-|-B,)[(x-a)»-f-6^]»/,(x)    • 


-^(  A;^,x  -h  B„_.)  [[x  -  a)»  -\-  6^]»-/.  (x) 
=:[(x  — a)»-f-6']-|(:c). 

Les  constantes  A,  B,  Ai,  Bi,  etc.,  doivent  donc 
être  choisies  de  telle  sorte,  que  le  premier  membre  de 
cette  équation  soit  divisible  par  [(x — a)* -+- 6*]"  ou, 
ce    qui     revient    au     même,    de    manière     que,    pour 

X  =  a  -4-  ê  y/ —  I,  ce  premier  membre  devienne  nul,  ainsi 
que  ses  ii  —  i  premières  dérivées.  On  aura  ainsi  n  équa- 
tions, dont  chacune  se  partagera  en  deux,  car  il  faudra 
égaler  séparément  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire de  chaque  équation. 

J)ans  la  première  équation,  tous  les  termes,  à  partir  du 
second,  conlena-nt  [x  —  a)'  -h  ê*  en  facteur  deviendront 

nuls  pour  x  =  a  -H  o  \] —  i.  Cette  équation  ne  contient 
donc  que  A  et  B,  et  comme  elle  se  décompose  en  deux,  on 
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pourra  ainsi  trouver  les  valeurs  de  A  et  6.  Quant  à  la 
seconde  équation,  obtenue  en  prenant  la  dérivée  des  deux 
membres  de  la   première,  elle  ne  contiendra  que  A,  6, 

Al,  B|  quand  on  aura  fait  x  =  a  -f-  6  y/ —  i ,  et  comme  A 
et  B  sont  déjà  connus,  et  que  celte  équation  se  sépare  en 
deux,  elle  donnera  les  valeurs  de  Ai  et  de  Bi.  On  obtien- 
dra de  la  même  manière  les  autres  constantes. 

Ce  calcul:  fait,  on  opérera  ensuite  la  décomposition  de 

W  [  en  différents  termes  dont  la  forme,  connue  d'api  es 
/W  .  »  r 

tout  ce  qui  précède^  dépendra  de  la  nature  des  facteurs 
binômes  de yi  (x). 

340.  Le  cas  des  racines  imaginaires  multiples  conduit 
donc  à  intégrer  des  différentielles  de  la  forme 

(AjT-f-  B)dx 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif.  Or  on  a  identique- 
ment 

r  {A.x-hB)dx  r  k(x  —  a)dx  r    (A'X-hB)(ix 

J  [(x  _  o^y  +  g.j«  -  j  [(x  -  ay  +  6*J«  "^  j  [(x~ay-^  6'ï«' 

Si  l'on  pose 

(x  —  a)*  -h^'=zt,     d'où     2  (x  -—  a)  J.r  =  dt, 
on  a,  à  une  constante  près,  lorsque  n  est^i, 

/A{x  —  (x)dx    _  Çhdt  _  A  - 

[[x  —  olY -f-  6']"  ~~j  TF  ~~  ~~  2(/i  — i)r-' 


2(/î  —  i)[(x—a)''' 4- €=']'•-» 
et,  lorsque  /?  =  i , 

/A  (x  —  ql)  dx        A  .  r, 
(x— -a)*-f-6'         2     "-^  '  ■* 

Reste  donc  à  déterminer 

B)dx 

22. 


r    (Aa-f- 
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Pour  cela,  soît  x  —  a  =  02,  d'où  dx  =  êr/z  5  on  a 


Z»y« 


r    (Aa4-  B)^a?     _  Aa-f-B    T 

j[(x-«)'-f-6^1«"~     6^-     j  (I 

en  sorte  qu'oa  est  ramené  à  trouver 

/dz 
[i  +  zY' 

c'est  donc  cette  dernière  intégration  qui  doit  maintenant 
nous  occuper. 

341 .  On  a  identiquement 


(0 

Mais 


el 


/dz       _  r        dz  r    z'dz 

/z'dz      _  I     r       izdz 
(i-i-^'r  ~"^J^  (i-hz^r" 

=  d\ -J 1: 


(i-hz^)' 
par  conséquenl,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

J'    z^dz      _  z  i  r        dz 

(i-|-z')''~'~  (in  —  2)  (i-hz»)"-'     .  in  —  ij  (i-f-z')"-»' 

Substituant  cette  valeur  dans  (1),  il  vient,  en  réduisant, 

dz 


r      dz        _  z 2/1  —  3    f 

J  (i  -f-  z'O"  ""  (2/2  —  2)  (i  -hz')«-'  '^  in  —  ij  (T 


-f-z') 


J  \/l— I 


Ainsi  la  recherche  de    / est  ramenée  à  celle  de 

J  (I  4-  z^Y 

dz 
, — ;  ;  de  même  cette  dernière  serait  ramenée  à 

(1 -{- z')"-' 

celle  de    / ttt— ;'  ^^  ainsi  de  suite,  et  comme  n  est 

un  nombre  entier  positif,  on  sera  finalement  conduit  à  la 


/ 
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recherche  de    i ^  qui  est  égale  à  arctangx;.  L'inié- 

y           dz                            .111       (Aa  -f-  B)  dx 
gratiOQ  de — ->  et  par  suite  celle  de  r — ttt  > 


se  trouvera  ainsi  efieciuée. 


/dz 
-I TT^  de  la 

suivante.  Posons 

/=:  arctangz; 

il  en  résulte 

dz  dz  di 


manière 


dî 


> 


«— I 


1  +  2'         (14-*^)"         (1  +  2') 
01 

;  =r  ces*/,     d'où — -  =  cos*^*/rfr; 

i-hz»  '  (i-t-z')'* 

par  suite 


(i+z^)«       J 


On  coiiiiait  différentes  manières  de  parvenir  à  cette  der- 
nière intégrale  :  une  des  plus  simples  consiste  à  dévelop- 
per cos'"~'t  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  t  [154, 
formules  (i)  et  (2)].  On  obtient  ainsi  un  développement 
limité,  et  dont  chaque  terme,  multiplié  par  dty  s^intègre 
très-facilement. 


AtlOîi 


\0> 


°^^^-^"":::^ -^" 
;:>^^"' 


to^^ 


-riot** 


Qt3l 


^^COT^'^^^'^ 


Q^^ 


o^s 


1^^^ 


îioîiî^^ 


ix^^ 


tïio^ 


5tncs 


•^^^^^'^'"Slobven^^ 


Votï 


vev»^' 


Cev^« 


\t\ves, 


Ov 


sVVot^ 


éÏJC 


6e»rf« 


o^ 


aura  Va  ^^^^ 


N 


t*-^*' 


i-v- Y^* 


otx 


l 


le  est  ^^é^  ^,  u,6aTcV 


Aacev  t  Ç»* 


>J3C- 
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344.  On  ramène  au  cas  précédent  toute  fonction  qui 
ne  contient  que  des  radicaux  portant  sur  un  même  bi- 
nôme du  premier  degré.  Ainsi,  soit  à  cherche. 


/ 


[x^'+'^iax  'hb)^]dT 


On  posera  «x  -f-  A  =  «•,  d'où 

x=z 9      {ùù  =z 9      y[ac-^bY=ii* 

a  a 

par  suite  on  n'aura  plus  à  intégrer  que  la  fraction  ration- 
nelle 


FONCTIOMS    QUI    CONTIENNENT    UN    RADICAL    DU    SECOND 

DEGRÉ. 

345.  Nous  passons  maintenant  à  l'intégration  des  fonc- 
tions qui  contiennent  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du 
deuxième  degré,  lel  que  a  -+•  bx  -f-  x*  ou  a-^  hx  —  x^  : 
le  trinôme  peut  toujours  être  ramerfe  à  Tune  de  ces  deux 
formes  en  faisant  sortir  du  radical  le  coefficient  de  x^  pris 
avec  le  signe  H-. 

La  méthode  que  l'on  emploie  consiste  à  transformer  x, 

aJu  -Jrbx±x^  et  fixen  fonctions  rationnelles  d'une  nou- 
velle variable,  de  manière  à  ramener  le  problème  à  l'in- 
tégration d'une  fonction  rationnelle. 

Supposons  d'abord  que  le  terme  x*,  sous  le  radical, 
soit  précédé  du  signe  -[-.  On  pourrait  indifféremment 
poser 

\/rt  -T-  ùa:  -\-  x^  =:z  z  dz  .r; 

prenons  -z  -r-  i:  ^  en  élevant  au  carré,  on  aura 

a  -^  ùjc  =  z^  —  2XZJ 
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d'où 


(.) 


»' —  a 


22 


/   X  / -, a  '\-  bz-k-  z^ 

(2)  \a -\- bx -\-x^=z  —  xz=: — f 

^     '     23 


/-•i      ,         ib -{- ^z^7.zdz  —  (z*  —  a)7.€lz       (a  -^  bz-\-  z^)7,dz 

(3)    r/x  = '■ — \ =  ^ -r . 

La  substitution  des  valeurs  (i),  (2),  (3),  dans  la  fonc- 
tion donnée,  la  changera  en  une  fonction  rationnelle  de  z^ 
qu'il  sera  dès  lors  facile  d'intégrer. 


346.  On  peut  encore,  quand  a  est  >o,  poser 

^a  -^  bx  -^  x^  z=z^-{-  xz\ 

en  élevant  au  carré  et  divisant  les  deux  membres  par  x, 
on  aura 

b -^  x  =ziz\a -\' xz^\ 

d'où 

(4)     •  .        _-^, 

(5)  sJa-^bx,^x^=''^'-;^^\^^'', 

(6)  dx  =  (fV^ZZ^i±.V/«j2^. 

347.  Exemples. 

dx 


I» 


j  s/â 


4-  bx 
Employons  la  première  transformation  et  posons 


^a  -\-  bx  -\-  x^  =z  z  —  X, 
Diaprés  les  formules  (2)  et  (3),  on  aura 

J  s/a-^  bx-^  X*         I   -^-i-z  ^^         ' 
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donc,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  x -V- \l a -^  bx -^  x*, 
on  aura 

/^    =  \  (  -  -h  J?  4-  v^rt  -+-  6j:  4-  «M  -HC. 

'Quand  A  =  o,  cette  formule  devient 

dx 


/: 


V^tf-h 


x" 


=  l(arH-v^flt-+-x»)4-  C. 


jjo  1     [gx-^h^dx 


ùx  -i-  x* 

m 

11  est  facile  de  ramener  cette  intégrale  à  la  précédente; 
on  a 


,  / ; (b  -h  iix)dx 

d  sj  a -\-  bx  -^  x^  :=     ^  = 


(  — Y-  x\dx 


^^a-\-  bx-^  x^        ^a  -\-  br  -{-  x^ 

Si  le  numérateur  de  la  fonction  proposée  était  — H  Jf,  on 
pourrait  immédiatement  intégrer  cette  fonction.  Or 


b 


(gx  -h-  h)dx    \^ 


g  { \-x]dx         [h  —  —  )  r/jr 


(-'^) 


^a  -h  bx  -+•  X*        ^a  -+-  bx  -|-  x*        \'a  -h  6x  -f-  ^^ 
donc 

{gx  -\-  h)dx 


I 


M)f7^ 


dx 


^a  -^  bx  -\-  x' 

J     ^a  -h  bx-\-  x^        \  ^  /  J  ^a  -h  bx  -h  X* 

=g^a-^bx-\-x^'{-'(h^^\  \( — |-^-f-v/«4-^^H-^)  +  C. 

348.  Occupons-nous  maintenant  de  l'intégration  de 

/"(x,  ^a  -^  bx  —  x')dx» 
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INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  IRRATIONNELLES. 

Fonctions  qui  ne  contiennent  que  des  irrationnelles  monômes.  —  Fonc- 
tions qui  contiennent  un  radical  du  second  degré.  —  Intégration  des 
diflérentielles  binômes. —  Cas  d'intégrabilité. — Formula»  de  réduction. 


FONCTIONS   QUI   NE  CONTIENNENT    QUE  DES    IRRATIONNELLES 

MONÔMES. 

34X  Une  fonclion  qui  ne  con lient  que  des  monômes 
irrationnels  est  toujours  intëgrable.  Ainsi, supposons  que 
l'on  veuille  obtenir 


/ 


I  -4-  sjx  —  ^ x^)dx 


1  -f-  yjx 

Cette  intégrale  peut  s'écrire 

\i-ir-  x^  -—  x^  )  dx 

Or,  si  l'on  fait 

X.— /«,     d'où     dxz=6i^de^ 

on  aura  la  fraction  rationnelle 


ou 

6ri 


} 


fiti—  ^'4-/*-+-^'  — /*  +  /'  —  ! -^ ^  I? 

dont  Tintégrale  est  égale  à 

^  -r  t*  -\-  -  f  -{- 1*  —  -p  t^  -\-  it^  —  &t  -^  6arc  langl  -f-  C, 
4  7  5 

et  il  ne  reste  plus  qu*à  remplacer  t  par  yor. 
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par  consëquent, 

(l)  xz=z  ::-, 


1  — z' 


— olSz 


(2)   V«-h  bx'\-jr:*z=(x—<i)z=i     -  — aU=  ^ - 

^  \l  —  8*  /  1  —  Z 

—  (i  —  z*)2azr/3-h  (6  —  az^)2zr/z       2(6 —  a)zfiz 


(3)  d:r^  ,  ,  _      ,  , 


3 


Il  faut  modiGer  ces  formules,  quand  le  terme  x'  est 
précédé  du  çigne  —  :  on  écrit  dans  ce  cas 

a  -{-  bx  —  x'  =:(x  —  a)  (6  —  x). 
Posons 


^a  -h  bx  —  X*  =z[x  —  a)  z, 

d'où     • 

6  —  X  =  {x  —  a)  z', 

et,  par  suite, 

6 -h  ««* 


(4) 


(5)  ^a  -+-  bx  —  x'^-=(x — aL)z-=. 


I  -\-  z* 

(6  — a)z 
I  -i-z» 


ta\     j         (n-z')2azf/z — (6 -h  az*)  2zr/z        2  (a — ^)zdz 
(  O  )     oa"  m : z^  — : ; • 

^  '   .  (i-^z'Y  [i-^-z'Y 

3oO.  On  peut  appliquer  cette  méthode  à 

dx 


/; 


y/û  -^  bx  —  x* 
mais  il  est  plus  simple  de  ramener  cette  intégrale  à 


/; 


i/l— /' 

On  a 


V'5T»Ï=^      V/-^-(-|)' 
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d'où 


(•) 


X 


»' —  a 


b  -^  2z 


a  '\-  bz-k-  z 


(2)  \a^-bx-\-x^  ■=z  z  —  x=: -, 9 

^     '  ^  b  '\-7.Z 

i^\      ,         (b -\- ^z)7.zdz  —  (3*  —  a)7.dz       (a  -^  bz-\-  z^)idz 

(3)  ax  =:  ' — i^ =^ -; . 

^     ^  (b-h2Zy  .       (6  +  23J» 

La  substitution  des  valeurs  (i),  (2),  (3),  dans  la  fonc- 
tion  donnée,  la  changera  en  une  fonction  rationnelle  de  z^ 
qu'il  sera  dès  lors  facile  d'intégrer. 


346.  On  peut  encore,  quand  a  est  >o,  poser 

^a  -\-  bx  -^  x^ z=.\[a'\-  xz\ 

en  élevant  au  carré  et  divisant  les  deux  membres  par  x, 
on  aura 

b  -^  X  zzziizyja  -\'  xz* ; 
d'où 

(4)      •  — ^T^' 

(5)         v^.-^^x,-^-.-=^'^^;'J;^-^^^ 

(6)  dx  =  ijl^/lzzJ!L±sL^h±. 

347.  Exemples. 

dx 


I» 


j  s/â 


^-  bx  -h  X*  ■ 
Employons  la  première  transformation  et  posons 


^a  -{-  bx  -i-  x^  =  z  —  X. 
D*après  les  formules  (2)  et  (3),  on  aura 

J  ^a-^bx-^  x^         I   -^-i-z         ^^         ' 
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ar=  a*,  d'où  dx  =  6z^dz^  et  la  question  serait  ramenée 
à  intégrer  6z^  [a  -h  bz^ydz^  différentielle  binôme  dans 
laquelle  les  exposants  de  2,  hors  de  la  parenthèse  et  dans 
la  parenthèse,  sont  des  nombres  entiers. 

On  peut  de  plus  supposer  n  positif,  car  si  l'on  veut  in- 
tégrer X"*  [a  H-  bx'~'^Y  dx^  il  suffit   de  faire  x  =  -  pour 

ramener  cette  intégration  à  celle  de  —  z""^^^  (a  +  bz"Ydz^ 
où  l'exposant  dé  la  variable,  dans  la  parenthèse,  est  po- 
sitif. 

Quant  à  py  on  doit  le  supposer  fractionnaire.  En  effet, 
si  p  était  un  nombre  entier  positif,  on  aurait,  en  dévelop- 
pant [a  H-  éx")P,  un  polynôme  entier,  et  si  p  était  entier 
et  négatif,  on  aurait  une  fraction  rationnelle;  dans  ces 
deux  cas,  l'intégrale  s'obtiendrait  par  les  procédés  qui  ont 
été  exposés  dans  les  précédentes  Leçons. 

353.  Pour  trouver  d'autres  cas  où  la  différentielle 
jt*"  (a  -f-  bx^Y dx  puisse  èlre  intégrée,  posons 

a  -1-  bx"  =  3, 
d'où 

-=(v)".  -=^(vr'*- 

La  différentielle  devient  alors 

m-f-i 


à-C-i^)  "  ^'" 


et  l'intégration  pourra  se  faire  si 

(i)  . r=  un  nombre  entier. 

En  effet,  si  p  est  égal  à  la  fraction  -»  en  faisant  z=z  t'' 

on  sera  ramené  au  cas  d'une  fonction  rationnelle.  L'inté- 
gration sera  donc  possible. 
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354.  On  trouve  un  autre  caractère  d'intëgrabilité,  en 
écrivant  la  diiTérentielle  binôme  sous  cette  forme  : 

jcr-^"P  ( ax-"  -^b)Pdx. 

La  condition  qui  vient  d'être  trouvée  devient  pour  cette 

^  ,      w  -h  /?/?  -4-  I 

iormuie  : >  ou 

—  n 

(2)  h  P  =  un  nombre  entier, 

condition  qui  pourra  être  remplie,  quand  la  première  ne 
le  sera  pas. 

Par  exemple,  pour  la  différentielle  x*  (a  -f-  bx*)^dx^ 
on  a 

3     ""3'         3      "^3—' 

et  la  deuxième  condition  dHntégrabilité  se  trouve  seule 
remplie. 

RÉDUCTIOIf   DE  L^EXPOSAMT   DE  X  HORS   DE   LA    PARENTHÊICE. 

355.  Comme  il  n'est  pas  possible,  en  général,  d'înté- 
grep  la  différentielle  binôme  x*"  (a  -+-  bx^'Y  dx^  il  faut  la 
ramener  à  d'autres  intégrales  plus  simples*,  on  y  parvient 
au  moyen  de  l'intégration  par  parties.  On  a 

I  x^{a  -h  bx^y  dx=   I  a;*»-"-»-'  (a  -|-  bx^)P  a:"-'  dx  =   l  udif, 

en  posant 

fib  (p-hi) 
et,  par  suite, 

/x^  (a  -h  bx^)P  dx 

fib  {p-t-i)         nb(p-^i)J^        ^«-t-i^^j       a*. 
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La  nouvelle  intégrale  contenue  dans  cette  formule  sera 
plus  simple  que  la  proposée  si  m  est  positif  et  plus  grand 
que  /i,  et  p  négatif,  car  alors  p  -\-i  aura  une  valeur  ab- 
solue moindre  que  p.  Mais  on  peut  trouver  une  formule 
dans  laquelle  l'exposant  de  x  hors  de  la  parenthèse  soît 
seul  diminue.  En  effet,  on  a  identiquement 


I  JC^{i 


■"  {a  4-  bx'*y+'  z=  a^»-«  (a  -4-  bx'*)P  (a  -h  ^x«) 

=  flx*-«  (a  -h  bx^'Y  +  bx"^  {a  -f-  bx^)P. 

Par  conséquent, 

=  a  i  xr'^[a  -f-  bx'')P  dx -\- b   /  x*»  (a  -h  bx'')P  dx. 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (a),  on  aura 

[a  -\-  bx^)P  dx 
(a -^  bx")?-*-^        /w  — /I-+I        r         /  »      X    ^ 

n b   I  x"'  (a  4-  bx^)P  dx. 

Par  suite,  en  transposant  le  dernier  terme  et  réduisant, 

(         I  x^  {n  -h  bv")Pdx 

=  — ; ^ 7- /  x-"^-^ (a-\-  bx^/dx, 

L'iniégration  de  x""  (a  -j-  bx^)P  dx  est  ainsi  ramenée  à 
la  recherche  de 

I  x'^-''(a-^  bx^)Pdx; 
on  fera  dépendre  celle-ci  de 

x^-'''{a'^  bx^)PdXf 


I' 
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et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  si  m  est  positif  et  plus  grand 
que  n^  en  désignant  par  in  le  plus  grand  multiple  de  n 
qui  sôîi  inférieur  à  m,  on  sera  ramené,  après  un  nombres 
de  réductions,  à  Tintégrale 


/ 


x'"-'«(rt-h  bx^ydx. 


Si  l'on  avait  m  —  in  =  n  —  i,  cette  dernière  intégrale 
pourrait  s'obtenir  immédiatement,  car  elle  deviendrait 

Mais  Téfijalité  m  —  in  =  n  —  i  revient  à =/-+.!, 

et  la  première' condition  d'intégrabilité  (353)  est  rem- 
plie. 

Lorsque  np  -\-  m  -{-i  =  o,  le  second  membre  de  (A) 
prend  la  forme  oo  — oo  ,  et  cette  formule  devient  illu- 
soire. Mais,  comme h  p  est  égal  à  o,  c'est-à-dire  à 

un  nombre  entier,  on  retombe  dans  le  second  cas  d'inté- 
grabilité  (354),  et  Tinlégrale  s]obtient  directement. 


RÉDUCTION    DE   l'eXPOSANT    DO    BINÔME. 

356.  Dans  la  transformation  (A)  la  réduction  portait 
sur  rexposanl  de  x  hors  de  la  parenthèse,  tandis  que  le 
facteur  (a  H-  bx'*Y  ne  changeait  pas.  On  peut  maintenant, 
au  contraire,  laissant  le  facteur  a:"*  invariable,  ramener 
la  recherche  de  Tintégrale  proposée  à  celle  d'une  inté- 
grale dans  laquelle  l'exposant  de  a -h  hx"  sera  diminué 
d'un  certain  nombre  d'unités. 

En  effet,  comme 


x^  {a  -+•  bjc")P  dx=  (a  -^  baf^y  d 


jM-^i 


m  +  j 
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on  aura,  en  înlégraut  par  parties, 

I  x*^  {rr  -h  bx")P  elx 
(6)     <  ^ 

f       =:  — — ^ -^ /  x'»+'»  (a  -h  ba^y-'  dx. 

Par  cette  formule,  l'exposant  du  binôme  a  -f-  fea:"  a  bien 
é\é  diminué  d'une  unité,  mais  l'exposant  de  x  hors  de  la 
parenthèse  a  été  augmenté  de  n  unités.  Pour  réduire  ce 
dernier  exposant,  on  change  /w  en  m  +  ;?,  et  y^  en  /)  —  i , 
dans  l'équalion  (A)  ;  il  vient 


/■ 


b  (n/j -^  m -\- i)       b[np-\-  in-\-\)j        V        -    ' 
par  suilç,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (6), 


/ 


af*[a  ^  ba^)P dx 


///  -i-  I  (///  -h  i)  [np  -h  ///  -4-  i) 


_j_  ^r^P 


/^(ft  -+•  baf*)P-^dxj 


et,  en  réduisant, 

(B)    /  "^ 

^^ H /  xT  (a-hbx^y-'dx. 

np  -\~  m  -\-  i         np  -h  ///  -h  i  J 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  ôlera  successivement 
de  p  toutes  les  unités  que  contient  cet  exposant. 

357.  La  formule  (B)  devient  illusoire  quand  on  a 

np  -h  m  -+-1  =  0; 
niais  alors  on  retombe  dans  le   second  cas  dMntégrabi- 
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lilé  (35i),  et  Tintégrale  cherchée  s'obtient  par  un  chan- 
gement de  variable. 

Rii  résumé,  l'emploi  des  formules  (A)  et  (B)  fera  dé- 
pendre l'inlégrale  1  x^  [a-h  bx'^Y  dx,  quand  m  et  p  sont 
positifs,  de  l'intégrale  plus  simple 


/■ 


JT*-*»  (a  H-  b^y^^dx^ 


in  étant  le  plus  gr^d  multiple  de  n,  mierienr  à  m,  et  A 
la  partie  entière  de /?. 

Par  exemple,  on  ramènera  l'intégrale 


l  x'(a 


bx^ydx 


à    j  X  (a-h  bx^y  rfx,   en  la  réduisant  successivement ^ 
par  la  formule  (A),  aux  suivantes  : 

l  j:*(n  -h  bx^y  dxy        I  x  {a -{-  bx^Y  dx , 
et  cette  dernière»  par  la  formule  (B),  aux  suivantes  : 


FORMULES    DE  RÉDUCTION    DANS    LE  CAS    OX7    LES   EXPOSANTS 

m    ET   p    SONT    NÉGATIFS. 

358.  Quand  m  et  p  sont  négatifs,  les  formules  (A) 
et  (B)  ne  réduisent  pas  la  différentielle  binôme  à  une  plus 
simple  expression;  mais  elles  conduisent  à  deux  nou- 
velles formules,  qui  opèrent  la  réduction  dans  ce  cas. 

Occupons-nous  d'abord  de  diminuer  l'exposant  de  a?, 
hors  de  la  parenthèse.  Pour  cela,  tirons  de  Téquation  (A) 

la  valeur  de   l'intégrale    /  x""""  (a -h  bx")'' dx  j  ce   cyii 
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donne 


/ 


(/w — n-{-i)a  [m  —  n-^i)aj 

Ensuite  changeons  m  —  /*  en  —  m  ou  m  en  —  m-h  n  : 


noiis  aarons 


)  J  V«-^-«'     )  »  („i—\)a 


%xz=. 

b  (np-hn  — 


^  '-^-n-h/î  —  /?/  4-1)     r  ^     /  i         ^       . 

•     Par  l'emploi  répété  de  cette  formule,  l'intégrale  cher- 
chée pourra  être  ramenée  à  la  suivante  : 


/ 


ar-*+-('+On(fl  4-  bjc^ydxy 


dans  laquelle  in  représente  le  plus  grand  multiple  de  n 
contenu  dans  m. 
Si  Ton  avait 

—  //|-h(/-f-l)/tr=:/î  —  I, 

la  dernière  intégrale  deviendrait 

x^-^  (a  -h  bxr)P  dx  = i h  C. 

Mais  conimo  on  a 

— /w-hi  . 

=  —  /  =  un  nombre  entier, 

n 

on  retombe  dans  le  premier  cas  dMntégrabililé. 

3S9.  Lorsque  p  est  négatif,  on  tire  de  la  formule  (B) 

=  -  ^"'  ("  ^  ''^y  +  "p  +  n,^,   l^"  (a  +  bx-^y  Hx. 
anp  anp        J 

23. 
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Si  Ton  change  dans  ce  résultat  p  —  i  en  — p  ou  p  en 
—  /?  -f-  I ,  on  aura 

[     I  x'^  (n -{- ba:^)-P  dx  = ^-- / 

(D)       ]  *^  «'^(/'  — 0  • 

i       _  "'  1  —  pft    /  j^, /^  _j_  ^^\_^+, ^^ 

\  fn[p^\)       J 

Si  /^  est  plus  grand  que  i,  la  valeur  absolue  de  l'ex- 
posant du  biiiôme  sera  diminuée  d'une  unité^  en  conti- 
nuant la  réduction ,  on  finira  donc  par  ramener  cet 
exposant  à  être  compris  entre  o  et  i. 

Quand  p  =z  i^  celte  formule  devient  illusoire,  mais  ce 
cas  est  un  de  ceux  où  Ton  sait  intégrer. 

360.  Une  différentielle  de  la  forme 

j.^  {a.7f -h  bx')P  £l.T 

peut  se  mettre  sous  la  forme  oc^'p  [a '\- bx'^^Y  dx^  et 
devient  ainsi  une  différentielle  binôme. 

361.  Les  formules  précédentes  permettent  d'intégrer 

la  différentielle 

x^  dx 


v/i  H- a;* 

qui, d'ailleurs,  tombe  toujours  dans  l'un  des  deux  cas  d'iii- 
tégrabilité.  La  formule  (A)  donne  alors 


r  x^dx     ^       VI  —  x^        m  —  I    /•  xf-'^dx 

J  ^li—x^  ""  '"  '"     J   \l\  —  x^ 

En  faisant  successivement  m  =  i,  3,  5,...,  on  aura 

X  dx 


—  sji  —  x^. 


/x^dx                 a'    , 1    r    xdx 
_  ^    _     = ô>/^  —  ^-^-ô  I 
y/l  —  x^                ^                          ^J  sj\  —  .r 


/.T^dx  X*    I 4    /     '^^dx 

-,  =  —  -=-  v/i— ^  -H  ^        . 
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d'où  Ton  lire 


xdx  I 

:  =  —    V  1  —  X^i 


^1  —  J 
x^cix  (  X^  7.    \    . 


J  77^5""""  V5  "^3:5^7:3:5 j^'~-^'' 

et,  en  général,  si  m  est  un  nombre  împaîr, 


/ 


af^âx 


|_  yw  (w — 2J//1  i.o...///      J 


/: 


SI  m  était  un  nombre  pair,  on  arriverait  à  la  formule 
xT^dx 


\j\  —  or* 

L   m  \m  —  i)m  2.4*0..  m         J 

1 . 3 . 5 .  . .  (  /»  —  I  ) 


2.4.6. . .  /// 


arcsinx  H-  C. 


EXERCICES. 

\,  Calculer 


f 


dx 


X^  ^l f"' 

Solution.  —  Cette  intégrale  se  ramène  à    /  -A-^  en  posant 


X  =  sin  7. 
2.  Calculer 


x=  ■        ''" 


/dx 
x[a^  hx')^ 
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Solution.  —  On  a,  à  une  constante  près', 


Y  __      I       I  y/g  +  bx^  —  y/a  I  I 

3.  Calculer  ■ 

X  = 


j  (« 


^x»)»* 


I    /        a:  __É^!____\ 


Solution.    X  =  ^  (  ■ . 5-  ^  -h  C. 

4.  Calculer 


V  __    '  '^•^ 


/i 


(c  +  ex^  )  yja  -f-  ^j:' 
Solution.  —  Si  ^c  —  ût^  est  positif. 


^^  ■  I  I  v/(fl  4-  ^j:')  g  +  X  /^c  —  »».  .  _^^, 


—  ae\ 

—  ae  ) 


i^[bc  —  ae)c    \^[a'\-  bx^)c  —  xyfbc 
m  bc  —  ae  est  négatif, 

X  =  — arc  tang  (  ^ae  —  bc  —  )  -4-  C. 

7.  \\ae  —  bc)c  \  /(a -h  bx^)c] 


5.  Calculer 


j   xyx^-i-x — I 


donner  la  tangente,  le  sinus  et  le  cosinus  de  cette  intégrale. 

Solution.    •  X  =  arc  si n  — -— -  +  C. 

xyS 

En  supposant  nulle  la  constante  arbitraire,  on  a 

8inX=         ^  }    cosX  =  — î^ — >    tang X  =  — 
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INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

Fonetions  qui  se  ramènent  aux  fonctions  algébriques.  —  Intégrale  de 
B'Vâx,  —  Intégration  de  quelques  fonctions  exponentielles  et  trigo- 
nométriques  —  Intégration  des  produits  de  sinus  «a  de  Dounuft. — 
Intégration  de  8in"'jrcos"x</x. 


FONCTIONS    QUI    SE    RAMÈNENT    AUX    FONCTIONS 

ALGÉBRIQUES. 

362.  On  ramène  aux  fonctions  algébriques,  par  une 
simple  substitution,  les  intégrales  qui  renferment  sous 

le  signe  j  une  fonction  algébrique  d^une  transcendante, 

multipliée  par  la  différentielle  de  cette  transcendante  : 
telles  sont  les  intégrales 

1  /'(sifix)cosxttjr^         j  /{c(asx)su\.TtiXj 

\l  \  —  x^         J  I  -r  ^ 

Par  exemple,  si  Ton  veut  obtenir 


/ 


/■     ^    dx 


dx 
on  posera  \x  =  z,  d'où  —  =  dz^  et,  par  suite, 
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ou 

(\xY  —  =^ — - — hC. 


/' 


X  n  -\-  i 


INTÉGRALE    DE    Z"P^/t. 

363.  Chcrdions  à  iiifégrer  une  fonction  telle  que 
z^Vdx^  z  étant  une  fonction  transcendante  de  x.  Po- 
sons, à  cet  effet, 

on  a 

/  2«-'  Qfh  =  jz''-''  flR  =  R  3»-'  —  (/î  —  i)   rï»-*  R r/2, 
Tz"-'  R  r/z  =r  /  z»-»  r/S  =  S 2"-*  —  ( /?  —  2)  jz"-^  S  ^/2.  . .  ; 

par  conséquent, 

(A)      1  8"P^x=:Q3"—  «Rs»-'  -h«(/2  — ij  Sz"-*  — . .  .. 

La  loi  de  ce  développement  est  évidente.  On  aura  Tîn- 
tégralc  cherchée  si  n  est  un  nombre  entier  positif,  et  si 
Ton  sait  obtenir  les  intégrales  désignées  par  Q,  R,  S,  etc. 

364.  Exemples. 


on  a 


wv  ,  ffz  i 

P  :=!  .r"'"',       zr=Lr,       — -  = -j 

(tx        X 


par  conséquent, 


x^  a"  x* 

Q=— ,      R=^i      S=— .... 
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donc 


/^-.(U)«..  • 


,    nin  —  i)...3.2.in      ^ 

^ ^^ J+^- 

.  Si,  dans  celle  formule,  on  pose  \x  =  z^  on  aura    * 

/e^'V         n        .       /?(/î  — i)       ,  1 

m  L  /''  /w  J 

J(a.csin.).^. 

Il  faudra  faire  ici 

2=:  arcsinx,     P  =i. 
Ou  aura 

V  I  —  x^ 

s  =  I  —  v'  ' — ^^         —  ==  —  ^) 
^7^  =>'-'■• 


x2 


U  =    I  /'/r  =  -c, 


et  ainsi  de  suile;  la  substitulion  de  ces  valeurs  dans  la 
formule  (A)  donnera,  en  groupant  convenablement  les 
termes, 

/(arcsin.)^.. 

zi^x\z^—  n  (/2— i)z"-»+/?(/2— i)  («  — 2)(yï  —  3)3"-*  —  ...] 
-•r  y'i— j;-^[/74"-'  —  //  (/l  —  l)  (/î  —  2)  z"-»  -+-.  .  .]. 


36i«  CODES  d'a.halt«b. 

Lorsque  n  csl  un  iiooibre  entier  positif^  ces  deux  séries 
se  terminent  d'elles-mêmes. 

Si  Ton  pose  arcsinx  =  7,  on  aura 


^i  —  jc^z=z  ces «,     dx  =  coszdZf 
et  la  formule  précédente  deviendra 


/ 


z"coszdz 


=:sinz[2'' —  /î (/î  —  i) z"-*-!-/? (//  —  i)  (/î  —  2)  (/i  —  3)  z"-* — .,.] 

4-  COS3  [«Z**""*  —  «  (/I  —  i)  (^  —  2)  «"~*  -h .  .  .]. 

Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  une  conséquence 
d'une  autre  plus  générale.  On  a 

/  /(jo)  cosxdx  z=z/[x)  sinj:  —   1  /*'  (x)s\nxdx^ 

//'(.)sin...=  -/'(.)cos.H-//''(.)cos..,. 

I  fi^)  cosxdx  z=zf''(x)  sinx  —    I  f'^[x)  %\i\xdx, 
et  ainsi  de  suite;  par  conséquent 


/- 


f(x)  cosxdx  =  [/(x)  -^f"  (x)  -f-/''<x)  —  .  .  .]  sin:r 

et  l'intégrale  pourra  toujours  être  obtenue  %if[x)  est  une 
fonction  algébrique  et  entière. 

365.  Quand  n  est  un  nombre  négatif  ou  fractionnaire, 
le  développement  (A)  renferme  un  nombre  infini  de  ter- 
mes*, il  faut  alors  recourir  à  des  artifices  particuliers 
pour  avoir  l'intégrale. 

Exemples. 

C  dx 


Jdx 


n  éiant  un  nombre  entier  positif:  si  Tod  pose  \x  =  z, 
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/e'  dz 
— ^  et  l'on  aura,  en  inté- 
grant par  parties, 

• 

IF  ~"  ~~  («  —  i)  3"-'         n  —\  J       ?^* 

/é*dz 


/e^dz 
>  qu'on  n'a  encore  pu  obtenir  qu'au  moyen  d'une 


Si 


dx 
e*xdx 


pQsons 

l4-ar=rz,      d'où      xz=z — 15 

l'intégrale  proposée  devient  alors 


•     .  / 


En  intégrant  par  parties,  on  aura 
et,  par  suite. 


/ 


^xdx         I     e*        è*~^ 


(i-\-  xf         C      Z  Z  I  -i-  X 

IMTÉG  RATION     DE     QUELQUES      FONCTiOfiTS     EXPOJyElfTlELLES 

ET    TRIGONOMÉTRIQUES. 

366,  Les   intégrales  j  e'^^cosbx  dx  et  1  c**'  srnbx  dx 
peuvent  être  déterminées  simultanément  au  moyen  de  l'in- 
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\ 

tcgralïon  par  parties.  On  a,  a  cause  de  e^^  dx  =  rf  — , 


(0 


(^) 


c"*cosbx(/.r=  —  cosbx-\-  -    /  <?"'sin  ^.rr/.r, 

a  aj 

/e^*    .               b    [* 
cf^sinbxdx  =  —  sin  b.x I  cf'coshxdr, 
a                     n  J 


De  CCS  deux  équations  ou  tire 


,      ,         ef**  iacosbx -^  bsmbx)        _ 
(f'iiosbxdx—  — : :  +  C, 


c"*sin  bxdx  =  — h  C. 

a^  -i-  b^ 

31)7.  Ou  peut  encore  déduire  ce  résultat  de  la  formule 


/> 


^^)-^x  =  f =^, 


OÙ,  après  avoir  remplacé  les  exponentielles  imaginaires 
par  leurs  expressions  trigonomélriques,  on  égalera   les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres. 
Plus  généralement,  pour  obtenir 

I  z'^e^^cosbzdz     et      j  z^e^^sinbzdz^ 

il  suffit  de  remplacer^  dans  la  dernière  formule,  n°  364,  i°, 

m  par  a -\- b  ^ — i,  et  d'égaler  séparément  les  parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres. 

368.   On  intègre /(sinx,  cosx)  dx, /*  désignant  une 
fonction  rationnelle,  en  posant  tang  -x=:z.l\  en  résulte 

1  I  23 

sm  X  =z  2sm  —  xcos  —  X  =:  « 

2  2  1+2^ 

1  .   ,  »             I  —  c' 
COSJ7  =-■  ces'  -  X  —  sm'  —  X  ^= 1 

2  2  l-i-  Z^ 

2  dz 

de  =z;    , 
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d'où 

,    .  /      2Z  I—  z'\      1(h 

/(sinx,  cosj:)r/^  — /    — — -,    — — -     — — -, 

\i-i-  z'      1  +  z'/   i-f-  z' 

fonction  rationnelle  par  rapport  fi  ::. 

369.  Voici  quelques  fonctions  trig^ononiélriqnes  qui  se 
prosenlcnt  souvent  dans  les  calculs  et  dont  rinic'gralîon 
s'obliepl  avec  facilité. 


i« 


/.           /*  .        ,   .             sin*.r 
sinjTCosxavCrrz   lsinj:asinxr= h  ^» 


On  peut  aussi  écrire 


\  %\wxQO%xdx:=i  —    \^^\ï\*ixdx.:=.  j   i  sin 2.r</(2x), 


Donc 


/ 


sinxcosxr/j7  =  —  y  q,o%ix  -\-  C. 

4 


Il  est  aisé  de  s'assurer  que  ces  deux  expressions  de  la 
même  intégrale  ne  diffèrenl  que  par  une  conslanlo. 


2° 


ou 


/rdcci^x        .  _, 

iànaxdx  =z  —   I    —  r=  —  1  cosa:  -f-  C, 
J    cosj: 

/ 

r      ■       rdsmv     ,  . 

I  coix dxz=:i   I  —, =  I  sin^  4-  G. 

J  J    sina: 


Uxnaxdx  r=  1 1-  C. 

cos  X 


fix 


,         r        dr  t    cos'.r  /'r/rani^.r        ,  ^ 

4"         -' =     /    -' =       T — ^  =  ltang^-hC. 

J   snixcoso:  f      sin.r        J     tangjc 


COSJC 


rdx        r    ^(^") 

J  sinx  f      .     I  I  ^2 


sin  -  .rcos  —  x 

2  2 
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J  cosa?  "^  \4       a    / 

Cette  intégrale  se  déduit  de  la  précédente  en  remplaçant  x 

par — {-X. 

1^  j  dx ^i  —  cosx  =   la</(-x\^2sin-jr 

=  —  2  v/âcos  -  X  4-  C. 

'^  2 

On  trouvera  de  la  même  manière 

l  dx^Ji  -\-  cosj:  =  2  ^2sin  -ar  -4-C. 

8° 


J    «SI 


sinjT  -f-  6cosx 

On  pourrait  ici  employer  la  méthode  générale  (368); 
mais  il  vaut  mieux  écrire 

/dx  I  n  dx 

a%\iïx  -{-  bcosx       Jfji _|_  if-i     j     asinx  Acos.r' 

Si   l'on  pose -==  =  cosA     et      -==r=siiiA:, 


on  aura 


r  dr  _         I  r       dx 

J  asinx  -f-  bcosx       à/^j  4.  i,t  j  sfn  {x  +  X-)' 


-hC. 


ou  bien  (5°) 

— : ? =    .  1  tang 

asinx  -h  ocosx        Jf^t^ifi  2 

r  dx 

9''  /  —^ 1 

*^  J  asmx -\- bcosx -h  c 

Il  faut  employer,  dans  ce  cas,  la  méthode  générale  (367), 
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et  poser  tang-  jr  =  ^  :  oii  est  alors  conduit  à  intégrer  la 


2 
la  fraction  rationnelle 


2dz 


2a^ -f- ^  (i  —  ^2 ) -H  e  (i -i- ^*>' 

ce  qui  donne,  suivant  les  cas, 

1  (c — b)tsiïK'ix  -ha 

—z====,  arc  tang  ^ ••  —  ; 

Vc»  —  b^  —  a^  \/c^  _  ^»  _  «î 

ou     • 


J ,  {c —  b)  tangyj:  -h  a  —  \/a^  -|-  A»  —  c» 

i  __ ■  ■■        -f-  C. 


^fl'  -h  ù'  —  c»     (c  —  b)  lang|;r  4-  «  +  v^a»  -f.  ^^  __  c' 

INTÉGRATION    DES    PRODUITS    DE    SINUS    ET    DE   COSINUS. 

370.  Soit  proposé  de  trouver 

/  s\n{ax  H-  ^)siB  {a^x  -h  b')dx. 

On  a,  d'après  une  formule  connue, 

sm[ax -{- b)sm{a'x-\' b') 

cos[(«  —  a')x-{-b  —  b']        cos[ffl  -\-  a')  x  -{-  b  ^  b'] 

2  a 

d*où 


i  sin  (rt^  -t-  6)  sin  [a'x  -h  6')  r/a: 


_sin\[a-^a')x^b~-b']  __  s\n[{n -h n')x -{^b -hb'] 
2(fl  —  a')  2  («-+-«') 

Cette  formule  devient  illusoire  quand  £i  =  a';  mais, 
dans  ce  cas,  le  terme 

cos[(a--a')x-^b--b']^^ 

2 

serédiiita  — ^ «x,dont l  integraleest — ^ •  x. 


.\ 
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En  général ,  il  sera  toujours  possible  d'înlégrer  un 
produit  d'aulant  de  sinus  et  de  cosinus  que  l'on  voudra, 
lorsque  les  arcs  se  présenteront  sous  la  forme  ax  -f-  b^ 
puisqu'on  saura  toujours  transformer  ce  produit  en  une 

somme  de  sinus  ou  de  cosinus. 

* 

371.  On  peut,  par  ce  moyen,  déterminer 


i  sm^xdx     et      I  cos"xfi?.r, 


quand  n  est  un  nombre  entier  positif;  mais  il  vaut  mieux 
développer  sin"jr  et  cos^x  en  fonction  des  sinus  ou  des 
cosinus  des  multiples  de  x.  Ainsi,  par  exemple,  comme 

sin*:r  =:  -77  (sin5^  —  5sin3^  -f-  losinj:), 
♦  16  ^  ' 


on  a 


/ 


I    /       I        .         5 


siïx^xdx  =  ->  (  —  >  cos5x  -h  ^  cos3 X  —  iocosj:  )  -H  C, 
10  \       5  ô 


INTÉGRATION    DES    DIFFÉRENTIELLES    DE    LA    FORME 

sin"*a:  cos"x//r. 
372.   Si  l'on  pose  sinx  =  z,  d'où 

* 

1  -± 

cos^  =:  ( i  —  z')  *       et      r/jr  1=  (  I  =—  2*)    ^  dZy 

on  a 

Il  —  I 


sin'"a:  ces"  a'  dx  =  z"'  (  1  —  z*)  dz, 

d'où  l'on  voit  que  si  n  est  un  nombre  entier  impair,  po- 
sitif ou  négatif,  on  pourra  intégrer,  quel  que  soit  m.  On 
verra  de  même,  en  faisant  cosa:  =  z,  que  l'intégration 
pourra  se  faire  quand  ni  sera  un  nombre  entier  impair, 
positif  ou  négatif. 

Dans  tous  les  cas,  quels  que  soient  m  et  w,  on  ramène 
cette  intégrale  à  d'autres  plus  simples  au  moyen  de  l'iii- 
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t^gration  par  parties.  On  a 

I  sm"'xcos'xdx=^  j  cos"~"'xsin"j:cosxcte 

cos"~"'a:sin'"j'û?(sinx)=  /  cos""*x^/ f 

et  par  conséquent 

1  sin'*'xcos^xdx 

I         w  -j-  I  J 


=  cos"—'  X 


sin«+i 


m  -h  I 


Cette  formule  est  avantageuse  lorsque  m  est  négatif, 
et  n  positif.  Mais  il  est  possible  d'obtenir  une  formule 
dans  laquelle  Texposan  t  n  seul  soi  t  diminué  de  deux  unités. 

Pour  cela,  observons  que 

sin'""*"'.^  cos"""^  j:  =  sin*"  X  (  I  —  cos'o?)  cos""'^, 

ou 

sin^+jj,  cos'*"'^  =  sin^jTCOs""' J7  —  sin'"a:cos"J?, 

d'où 

=r  I  sin^xcos""'^:^^: —   j  s\n'"a:cos^xdx. 
Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  ((3),  il  vient 


/ 


sin'^j:  cos^xdx  =  cos"'~'a:  -^ 


sîn'""*"'.r 


m  4-  1 

n  —  i  /  r .  _ 

4- 


I    /  sin^o:  cos''~'^xdx  —  /  ^m'" x co^*^ x dx\ 


ou  bien,  en  réduisant, 
^\xf*  X  ç,o^^  X  dx 


sin'"+'a:cos' 


►s"-»ar        n  —  iC.^         „   ,     , 

1 /  sm'"j;cos''~'j:aj:. 

n  m-\-  nj 


Stlrm.  —  ^n.,  I.  24 
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On    ramènerait    de    même    cette    dernière   intégrale   à 

âin^'.r  cos*~*x//r,  et  ainsi  de  suite  ;  en  sorte  que  si  n  est 

un  nombre  entier  positif,  on  sera  conduit  à  Tune  des  deux 

intégrales  f  sin'Xéir,  ou  |  sin'xcosjr^/x,  suivant  que  n 

est  pair  ou  impair,  intégrales  qu'on  sait  obtenir.  En  effet, 
nous  avons  indiqué  plus  haut  (371)  le  moyen  de  calculer 

sin'^x^x,  quand  m  est  un  nombre  entier  positif,  et, 

d'un  autre  côté,  on  a 

sin^x  cosxdx  =  I  %varxds\nx  = h  C. 

373.  La  formule  (B)  devient  illusoire  quand  m  =  —  n^ 
mais,  dans  ce  cas,  la  formule  (/3)  donne 

r  ,         tang*+'x         /• 

I  tang^xax  =  — f  tang*+*x/fr. 

Changeons  maintenant  m  -4-  2  en  /w  ou  m  en  m  —  2,  et 
résolvons  par  rapport  à  /  tang^xi/r  :  il  vient 


/ 


(O) 


/ranL'^-'j:       Y* 


Celle  formule  sert  à  réduire  l'exposant  de  tangx,  et  con- 
duit, selon  que  m  est  pair  ou  impair,  à 


djc  :=!  X  -h  C, 

ou  a 


/' 


/ 


tangxr/j:  =  —  1  cosx  -f-  C. 


374.  La  formule  (B)  fait  porter  la  réduction  sur  l'ex- 
posant de  cosx.  Mais  on  peut  en  obtenir  une  autre  qui 

réduise  Texposant  de  sinx  eu  remplaçant  x  par x, 
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m  par  neln  par  m  dans  la  formule  (B),  ce  qui  donne 

f        i= ! I  sin'"~'j:cos"ar<t.r, 

\  m  -i-  n  m  -^  n  J 

Celle  formule  sert  à  réduire  l'exposant  de  sîn^  lorsque 
m  est  positif.  Si  ^i  est  un  nombre  entier  pair,  on  a  vu  qu'au 
moyen  de  la  formule  (B)  on  ramenait  Tintégrale  pro- 
posée à  Tintégrale  I  sîn"*x/7x.  Maintenant,  au  moyen  de 
la  formule  (D),  on  la  ramènera,  si  m  est  impair,  à  Tinte- 
•aie  /  s\nxdx  =  —  cosa:  -i-  C,  et,  si  m  est  pair,  à  Tinté- 

grale  I  dx  =  x  H-  C.  Donc,  lorsque  m  et  n  seront  entiers 
et  positifs,  il  sera  toujours  possible  de  trouver  Tintégrale 


g» 


/ 


sin"'arcos"j:r/jc. 


375.  Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  ne  pour- 
raient être  employées  dans  le  cas  où  Tun  des  exposants  m 
et  /i,  ou  tous  les  deux,  seraient  négatifs.  Mais  elles  en 
fournissen  t  d'au l  res,  qui  permettent  de  fai  re  les  réductions 
dans  ces  derniers  cas. 

Supposons  m  négatif,  n  étant  positif  ou  négatif;  en 
remplaçant  m  par  —  m  -\-  2^  dans  la  formule  (D),  et  en 
résolvant  par  rapport  à  Tintégrale  qui  est~dans  le  second 
membre,  on  aura 


(Ej 


/cos^*xdx                 cos"'*"'j7              m  —  n  —  2  f*  cos"x 
—r— — = — 7 — : ; 1 / 1— «.r: 
%\n"*x              [m  —  i)sïn'"-'j:           m  —  i     J  sm^-'jr 


Tintégrale  proposée  se  ramènera  donc  à  /  cds'^xdx 

/COS**  X 
^.^ ^-  dx^  suivant  que  m  sera  pair  ou  impair. 


smj7 
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376.  On  déduit  de  la  formule  (D),  eu  supposant  71  =  0, 

,^v      /*  .         ,  sin'"""'j:cosjF       m  —  i    /*  .       ,     , 

(F)      I  sin"*J!r</r  = 1 I  %\ïi"*~^xdx, 

J  w  'n     J 

et,  par  conséquent,  si  m  est  pair, 

/ces  «3F  r 
sin'"xrfj:  = 1  sin"^' 
m    l 


m  —  2 


(0) 


[m-—  i)(w— 3)   .  ^^^ 
(w  — 2)(/?l  — 4) 

[m  —  Ofw  —  3). ..3.1    .      "1 

-, ri A — 7— sinx  I 

(w  — 2)(m  — 4)...4  2  J 

(w  —  ^^[m  —  3)...3.i.r 

[m  —  'i)[m  —  ^), .  .f\.7.  m 


et  si  m  est  impair, 


/\  „  ,        cos  X  r . 
s\ïï"*X(1a  = su 
m    L 


m  —  T    . 

sin'"~'.rH sin'"~*x-f-. 

m — 2 

(H) 


^  (/yi  — i)(/w— 3),.-2l  ^   ^ 
(m — 2) (m — 4)-'-^J   • 


On  obtiendra  de  la  même  manière 

cos"x^/j:. 


/• 


EXERCICES. 

i.  Calculer 


-h 


dB 


-\-b  cosB 

Traiter  à  part  le  cas  de  a  =  b  et  comparer  le  résultat  avec  celui 
que  donne  la  formule  générale. 

Solution.    «>  6>,    X  =    ,  arc  cos -, ^  h-  C, 

y/rt^_^2  a^\-bcosB         ' 

tang-O-hi/T 

.    a<b,     X  =  -i=l— ^ ^/=-*-C. 

tang-ô-y/j— ^ 

a  =  b,     X  =  ~tang-9  +  C. 
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tégration  par  parties.  On  a 

I  sin"a:cos"x^ar=:  1  cos"~*xsin"jrcosxcte 


sin'"'*"'.r 
f 


et  par  conséquent 


j  sîn"'xcos".r< 

I         w  -M  J 


sin 


Cette  formule  est  avantageuse  lorsque  m  est  négatif, 
et  n  positif.  Mais  il  est  possible  d'obtenir  une  formule 

dans  laquelle  Texposant/ï  seul  soit  diminué  de  deux  uni  lus. 
Pour  cela,  observons  que 

5jjjm+ï^  cos"~'x  =:  sin'"x(i  —  cos*j:)  cos''"'jr, 

ou 

gj^m+ïj,  cos"'''x  =  sin'"  j:  ces""' x  —  sin'"j?cos''j:, 

d'où 

I  sin'""*"'arcos""~'a:c?.r 

=  I  sin^xcos""*^:^/^ —   i  s'in'^ a:  cos" jr dx . 

Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  ((5),  11  vient 

sm'""^'.r 


/ 


sin'^x  cos"x^x  =  cos""~' JT 


n  —  i  /   r  .  _ 


(    /  sin'"a:  cos''~^-rr/j: —   l  s'\n"'.i'co^''jc(h:] 

OU  bien,  en  réduisant, 

S\ïi"* X  co?/^ X dx 


(sin'"-^'.rcos'*-'x    ,     ^  —  ^     i    -   m  „   ,      i 

= 1 I  sm'"j:cos''-'a:^j:. 

Stlrm.  —  Jn.^  I.  o.\ 
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DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Définitions  et  notations.  —  Signification  géométrique.  —  Exemples  dMn» 
t^rales  définies.  —  Des  intégrales  considérées  comme  limites  de 
sommes.  —  Remarques  diverses.  —  Calcul  approché  d*une  intégrale 
définie.  —  Nouvelle  démonstration  de  la  série  de  Taylor. 


DÉFiniTIONS    ET    NOTATIONS. 


377.  Lorsque  (f  (x)  est  une  fonction  de  x,  dont  la  dif- 
férentielle esif{x)  dx^  on  a 


/ 


f  {x)  dx  z=  ff  [x]  +C; 

y  (x)  -4-  C  est  nommée  Vintègrale  indéfinie  de  la  diffé- 
rentielle /*(  or)  dx.  Ordinairement  on  fixe  la  valeur  de  la 
constante  indéterminée  C  d'après  la  condition  que  l'in- 
tégrale devienne  nulle  pour  une  valeur  particulière  a^ 
attribuée  à  x.  Dans  celte  hypothèse,  C=  — (f  (a)  et 


/• 


/(x)dxr=ff(x)  —  ff  [a]. 

Il  reste  encore  dans  cetle  expression  une  indéterminée  x^ 
mais  si  Ton  donne  à  .r  une  valeur  particulièi^  i,  Tînlé- 
grale,  qui  devient  (f  (b)  —  9(^)9  est  complètement  dé- 
terminée. On  la  représente  par  la  notation  /    f(oc]  dx^ 

J  a 

et  on  la  désigne  sous  le  nom  à''intégrale  définie,  prise 

entre  les  limites  a  et  i,  ou  depuis  x  =  a  jusqu'à  x=^b. 

On  a  doue 

h 


£ 
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Ainsi  la  valeur  de  Tiiitégrale  définie  s^ obtiendra  en  fai- 
sant dans  l'intégrale  indéfinie  x  =  a^  puis  x=^b^  et 
retranchant  le  premier  résultat  du  second. 


SIGNIFICATION    GÉOMÉTRIQUE    DE    l'iNTÉGRALE    DÉFINIE. 

378.  Soit  CMD  la  courbe  dont  Téquation  en  coordon- 
nées rectangulaires  esly=^f[x).  On  a  vu  ([Vief[x)dx 
était  la  différentielle  de  Taire  d'un  segment  terminé  à  une 

ordonnée  variable  :  \f[x)dx  est  donc,  d'une  manière 

générale,  Taire  comprise  entre 
_        la  courbe,   l'axe   des  abscisses 

et  deux  ordonnées  quelconques. 

Mais  si  la  constante  arbitraire 
est  déterminée  d'après  là  condi- 

tion  que  l'intégrale  ou  Taire  soit 

nulle  pour  x  =OA  =  a, OP  =  X 
étant  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  la 
valeur  de  l'intégrale  pour  cette  valeur  de  x  sera  la  sur- 
face ACMP.  Par  conséquent,  si  Ton  y  fait  x  =  OB  =  6, 
la  valeur  de  Tintégrale  représentée,  comme  nous  l'avons 


Fig.  70, 


0 


M, 


D 


A 


dit  plus  haut,  par  i    f[x)dx^  sera  la  surface  CABD, 

comprise  entre  la  courbe,  Taxe  Ox  et  les  deux  ordonnées 
6x69  AC  et  BD. 


EXEMPLES    D^NTÉG RALES    DÉFINIES. 


379. 


/ 


a^dx-=: 


X 


11+ 1 


«4-1 


X 


a^dx  •= 


/î  H-  I 


C; 


)      si  /I  -f-  I  est  positif. 
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«rO 


/- 


I  3«2r I 

/{x)  dx  =  — ==  arc  tang  — —^ h  C, 


/ 


;^'"-=-^— --^--" 


v^'4\  n/ï4  v'*4 

=  --=arctang-^. 

,  C     dx  i  X       ^ 

4'>  I  ___  — -arctang--f-C, 

J   a^  -\-  x^        €1  ^  a 


^      dx  I  ir 


J-- =  -  arc  tanc  i  =r  -7— • 
^j    rt^  +  j?'        flf  t>  /ja 

f      r/^  .  ^  r'       dx  TT 

I     ■ r  =  arc  sin.r  -f-  C,         1  r=:  -. 


2 


6«> 


Jf^  ^   .          ,         1.3.5...  (2/î  - 
sm'"  xdx  =z .  ,.  
2.4*0. .  .2/1 


1.3.5...  (2/7  l)    TT 

2 


Celle  dernière  intégrale  se  déduit  de  la  formule  (G)  du 
n°  376,  dont  tous  les  termes,  à  l'exception  du  dernier, 
s'annulent  aux  deux  limites. 

INTÉGRALES    DÉFINIES    CONSIDÉRÉES    GOMME    LIMITES 

DE    SOMMES. 

380.  Dans  ce  qui  précède,  on  suppose  y (x)  finie  et 
continue  depuis  x  =.  a  jusqu'à  x  =  b.  Dans  ce  cas,  /V/i- 

têgrale  définie  j     f[x)  dx  est  la  limite  de  la  somme 

des  valeurs  infinim^ent  petites  de  la  différentielle 
f(x)  dx^  lorsque  x  vaiie,  par  degrés  insensibles ,  de- 
puis  a  jusqu'à  b. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a  moindre  que  &,  et 

admettons  que/(x)  croisse  con- 
stamment depuis  f  {a)  jusqu'à 
f(h).  Considérons  la  courbe 
CMD,  dont  l'équation,  en  coor- 
données rectangulaires,  est 

Soient  OA  ==  a,  OB  =  A,  OP  =  x,  MP  =  j,  PF=  Ar. 
On  a  vu,  dans  le  calcul  différentiel,  que  l'aire  CADB 
était  égale  à  la  limite  de  la  somme  d'iine  infinité  de 
rectangles  tels  que  MPP'I.  Or  on  a  MPP'I  =/(x)  Ax; 
donc,  si  Ton  désigne  par  S  [_f[^)  Ao:]  la  somme  de  tous 
ces  rectangles,  on  aura 


aire 


Xb 


ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  démontre  encore  ce  théorème  d'une  manière  pu- 
rement analytique.  En  effet,  soit  (p  [x)  Tune  quelconque 
des  intégrales  de  f(x)  dxy  en  sorte  que  f(x)  =  y'  [x)  : 

on  aura 

cp  (j:  +  Ax)  —  f  (x)  =  [<f'  {x)  ■+■  a]  Ax, 
OU 

(i)  '        ^ff(x)  =  [/{x)-i-oL]^Xy 

m 

a  étant  une  fonction  de  x  qui  s'annule  en  même  temps 
que  Ax,  Or,  si  l'on  fait  varier  x  par  degrés  quelconques 
égaux  ou  inégaux,  mais  de  plus  en  plus  rapprochés,  de- 
puis x  =  a  jusqu'à  x  =  b^  on  obtiendra ,  pour  chaque 
valeur  attribuée  à  x,  une  équation  analogue  à  l'équa- 
tion (i);  en  ajoutant  toutes  ces  équations,  on  aura  dans 
le  premier  membre  la  somme  des  valeurs  de  Aqj[x)^ 
c'est-à-dire  l'accroissement  total  de  (f  (x)  ou  çj>  (&)  —  ç  (a)-, 
il  viendra  donc 

(2)  <f(b)  -  <f(a)  ^'^[/{x)  ^x]-^'^{^^x). 
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Mais,  d'après  un  théorème  démontré  (16),  on  a 

Um  \^  (a A  jr]  =  o. 

Donc  Téquation  (a)  devient,  en  passant  à  la  limite, 

f{x) dx  =  lirn^)  [f['^)  A*]=2 [^(^)  '^^• 

Ainsi  rintégrale  définie  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  des  produits  tels  que  f(x)  Ax  quand  x  varie 
par  degrés  de  plus  en  plus  rapprochés,  depuis  a  jus- 
qu'à b]  ou,  sous  une  forme  plus  abrégée,  l'intégrale  est 
la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  la  différen- 
tielle. 

Cest  à  cause  de  cette  propriété  que  l'on  désigne  les 

intégrales  par  le  signe  1 ,  lettre  initiale  du  mot  somme, 

REMARQUES    SUR    LES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

381 .  Dans  la  formule 


(0 


/    /(x)da:  =  ff(b)'-^(a)j 


a  peut  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  A.  Ordinaire- 
ment on  fait  en  sorte  que  a  soit  inférieur  à  b.  Or,  quand 
il  n^en  est  pas  ainsi,  on  ramène  aisément  ce  cas  au  pre- 
mier. En  effet,  la  formule  (1)  donne 


(2) 


/    /(J^)dx=^{a)—ff{b); 


d'où  il  résulte  que 


(3) 


f  f[x)dx  =  —  f  /{x)dx. 

Jb  Ja 
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Ainsi  Vou  peut  inteivertir  l'onhe  des  limites  d'une 
întcgrale  définie,  poun^u  que  Von  cliange  le  signe  du 
résultat, 

382.  Si  c  est  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  i, 
on  aura 

%J  a  Ja 


donc 


/     f[x)dx  =  ni{h)^ni{c)\ 

f  f[a:)dx=  f  f[:c)dx-^   f  / (a:)  dx. 

J  a  ^  a  */c 


On  peut  encore  démontrer  cette  formule  en  s^appuyant 
sur  le  théorème  du  n°  380,  ou  bien  en  remontant  à  Tin- 
terprétation  géométrique  des  Intégrales  défîmes. 

Ou  démontrerait  de  même  que 

Jr»*  /»c  /»<?  r*ç>  r^h 

f[x)dx=L  j    /(x)dx-h  1    f[x)dx-v-  1  '/{x)dx-^  j    f[x)dx 

et  ainsi  de  suite. 


CALCUL    APPROCHÉ    o'uNE    INTÉGRALE    DÉFINIE 

383.  Quand  on  ne  sait  pas  intégrer  une  différentielle 
donnéey(x)  rfx,  on  peut  souvent  parvenir  à  deux  limites 

qui  comprennent  l'intégrale  définie  f    f(x)dx.  Pour 

cela,  soit  t|>(.r)  une  fonction  de  x  telle,  que  ij;  (x)  soil 
moindre  que/(x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b.  Je  dis  qu^on  a  Tinégaliié 

f{x)dx>  /     jf{x)dx. 

a  J  a 


38o  COURS  d'analyse. 

La  considération  des  courbes  le  démontre  d'abord  très- 
simplement.  En  effet,  soient  CMD  et  C'M'D'  les  courbes 
Fig.  72.  dont  les  équations  sont  respec- 

tivemnnt  j  =/(j:)  ,  j^^(x)  v 


comme  de 

x=OA  =  a     k     x=zOBz=bt 
on  a 

la  courbe  C'M'D'  sera  au-dessous  de  la  courbe  CMD 
entre  les  ordonnées  CA  et  6D;  par  conséquent  on  aura 

aire  CABD  >  aire  CABD', 


ou 

(•) 


f{x)dx>  /     ^[x)dx. 

a  J  a 


Autrement  :  puisque/ (x)  —  \\  [x)  est  >  o,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x^  depuis  x  =  a  jusqu'à  a:  =  4,  l'intégrale 

J      \.f  W  —  ^[xWdx^  dont  la  dérivée  est  positive,  croît 
a 

en  même  temps  que  x^  et  comme  cette  intégrale  est  nulle 
pour  a:  =  a,  elle  est  toujours  positive  :  on  a  donc 

[f[x)-"^[x)]dx>o,     ou        i     f[x)dx>l      ^[x)da:. 
a  ^  a  J  a 

De  mémo,  si  yi^  (x)  est  une  fonction  de  x  telle,  que 
p^  (x)  surpasse /(x),  de  x  =  a  à  x  =  i,on  aura 


{^) 


J  a  J  a 


Par  conséquent,  si  l'on  sait  intégrer  ^[x)dxet  y(J^x)dx^ 
on  aura  deux  limites  qui  comprendront  1    /{oc)  dx. 

384.  Exemple. 

r^      dx 


TRENTE    ET    UNIÈME    LEÇON.  38 1 

Tant  que  x  est  plus  petit  que  i,  on  a 

y  I  —  X^  ^  l  —  X^ 

et,  par  suite, 

/•î  ,  r^      dx        ^   r'i      dx 

Jo  •/o     v^ — ^^       «^0     VI  — x' 

Or 

J'     dxzzzo^Sy       I        ■ =  arc  sin  -  =  o ,5236. . .  >     fx 

Donc  on  aura 

o,5<   1 <IQ)5236.  . . . 

Jo     sj  y  —  x^  -, 

NOUVELLE  DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DE  TAYLOR. 

385.  Les  propriétés  des  intégrales  définies  conduisent 
à  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  de  Tajlor. 
On  a  identiquement 


/( 


x  +  h)—f[x)=  f  /^(x-{-/i-i)dt; 


mais  l'intégration  par  parties  donne  succ^sivement 


=  tf'{x-^h  —  t)->r   \     tf"[x  +  h-t)dt\       \* 

Jo 

f    tf"(x-^h^t)dt 
Jo 

1.2  ^/^       I  .2         . 


1  *.. 


•  >. 
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et  ainsi  de  suite.  En  ajoutant  toutes  ces  égalités,  après  y 
avoir  fait  t  =  A,  on  aura 

/(x  +  A)=/{x)  +/,/'(x)  ^/•(x)+...+  _il_/-(*)+R, 

R  désignant  le  reste 

î /    /"-^'[x-^  h  —  t)rde. 

1.2   ..n  Jq 

Si  maintenant  M  est  la  plus  grande  valeur,  et  m  la  plus 
petite  valeur  que  prendy*""*"*  (x-hh — t)  de  t  =  o  à  f  =  A, 
on  aura 

R< /     M/«rf/= — — T» 

I.2.../ïJq  1.2...(/I-hl 


) 

R  >  /     mt"  de  =  

I  .^.  .  ./I   J  I  .2.  .  .(/I  -f-  I 


o 

II 


) 

Ainsi  R  est  compris  entre ; ;  M  et :  /w, 

'^  I.2,..(/I-f-l)  I.2...(«-4-l) 

Donc  (133),  si  la  fonction  proposée  €ît  toutes  ses  déri- 
vées, jusqu'à  la  [n  •+- 1^*"**,  sont  finies  et  continues  entre 
les  limites  x  et  j:  +  A,  R  pourra  être  mis  sous  la  forme 

i.2...(/i-h  i)*^         ^  ' 

0  désignant  une  quantité  positive  moindre  que  i  :  ce  qiii 
s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  par  d'autres  méthodes. 
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Trente-deuxième  leçon. 

o 

SUITE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  -  INTÉGRATION  PAR 

LES  SÉRIES. 

Inté«rales  dans  lesquelles  les  limites  deviennent  infinies.  —  Intégrales 
dans  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  f  devient  infinie  dans  les 
limites  de  Tintégration  ou  à  ces  limites.  —  Intégrales  définies  indéter- 
minées. —  Intégration  par  séries.  —  Exemples. 


DES    INTÉGRALES    DÉFINIES    DANS    LESQUELLES    LES    LIMITES 

DEVIENNENT    INFINIES. 

386.  Nous  avons  jusqu^à  présent  supposé  que,  dans 

Tiniégralc  /    f[x)dx^  les  deux  limites  a  cl  b  étaient 

finies,  et  que  la  fonction  /  [x]  était  finie  et  continue  entre 
ces  mêmes  limites.  Nous  allons  maintenant  chercher  ce 
que  devient  Tintégrale  lorsque  Tune  des  limites,  b  par 
exemple,  est  infinie, /(a:)  restant  finie  et  continue.  Dans 

ce  cas,  la  valeur  de  l'intégrale  est  la  limite  de  /    f[x)  dx^ 

quand  b  croît  indéfiniment.  Celte  valeur  peut  être  finie, 
infinie  ou  indéterminée,  comme  on  le  verra  par  les  exem- 
ples suivants. 


00 


387.     fo 

i 

e-' 

dx. 

On  a  d'abord 

^ 

le-'dx 

— 

-<?-' 

■4-C 

Donc 

«/ 

f> 

dr  — 

-  I  - 

1 

t-< 


384 

et,  en  faisant  b 


COUES    D  Af<ÂLYSE. 


00 


er*  dx  =r 


Si  Ton  construit  la  courbe  j^  =  — ,  on  obtient  une  bran- 

^'^Z'  7^.  che  infinie  asymptole   à    Taxe 

Oxi   l'intégrale  définie   repré- 
sente Taire  comprise  entre  cette 
branche,  l'ordonnée  OA  et  Taxe 
X        Ox. 


0 


X 


00 


e^dx. 


On  a,  dans  ce  cas, 
h 


30 


J'      ^dlr^re-*— I,        / 
o  J  o 


oc 


c*dlr  =  00 


L'intégrale  indéfinie  est 


/ 


dx  \  X 

—- =  -  arc  tang  — h  C. 


Par  suite, 


donc 


X 


dx 


,  ,     ,==- arc  tang -> 


b 

c 


°o      dx  I 

:  =  -  are  tang  00 

jc^-^-c^        c  ^ 


w 


2C 


40 

On  a 


r^^dx 
Ja      ^ 


Ja     '^'^     ^'       Ja        ^"" 


00 
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5°  I       cosxdx, 

O 


£ 


co 


On 


a 


I      cosxdx  =z  siii  b  ; 

t/O 


mais  quand  b  tend  vers  rinfini,  sînfe  ne  tend  vers  aucune 
limite  déterminée.   La  valeur  de  rinlcgrale  I      vosxclx 

est  donc  indéterminée. 

388.  On  peut  quelquefois  reconnaître  si  Piulégrale 

b 


£ 


f{x) dx 


a  une  valeur  finie  quand  b  devient  infini. 

Supposons  b  très-grand,  mais  non  infini  :  en  appelant  h 
une  quantité  comprise  ^w\\Q  a  cl  b^  on  a 

f  /(x)dx=z  f  /{,r)dx-h  f  /(x)dx. 
Ja  J  a  Jk 

Puisquey(a?)  ne  devient  pas  infinie,  la  première  par- 
lie  de  Tintégralê  est  une  quantité  finie^  il  suffit  donc  de 

savoir  si  l'autre  partie  /  f[x)dx  est  finie.  Mettons 
f[x)  sous  la  forme 

us  (x)  désignant.une  fonciion  qui  reste  finie  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  A.  Soit  M  la  plus  grande, 
et  tn  la  plus  petite  des  valeurs  de  u  (x),  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  plus  grandes  cjue  k  :  on  aura 

Sturm.  —  yfn.,  I.  25 
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On  aura  donc 


Jk  Jk     -^ 


OU 

h 


Jk  ^/?~i\yt«-'      6"-'/ 

Or,  quand  n  est  plus  grand  que  i ,  le  second  membre  de 
celle  inéi^alilé  se  réduîl,  pour  ft  =  oo  ,  à — ■  •  Donc 

y  (.r)  (Ix  a,  dans  ce  cas,  une  valeur  finie. 
Si  /*  est  moindre  que  i,  on  aura 

C  f{a:)dr>mÇ    % 

h  Jk    " 


ou 


Jk 


I  —  n 


Or,  1  —  n  ctanl  positif,  le  second  membre  de  celle  iné- 
galité devient  infini  pour  &  =  oo  :  donc  /   J[x)dx^    et 

par  suite  i    /  (x)  /Va:,  est  infinie  pour  &  =  oo  . 
Enfin,  si  w  =  I,  on  a 


mais 


is  1(  y  ]  =  cx>  quand  b  =  oo  i  donc 


X30  • 

/(x)  //JF  =00. 

La  même  remarque  s'applique  à  l'intégrale 

b 

f{x)  clv^ 


f 
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quand  on  peut  mellrey(j:)  sous  la  forme  — ;r^'  ^  (•^) 

restant  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  00  et  une  certaine  quantité  moindre  que  h  :  cette  inté- 
grale est  finie  si  n  est  plus  grand  que  i,  et  infinie  si  n 
est  inférieur  ou  égal  à  i . 


INTÉGRALES  DANS  LESQUELLES  LA  FONCTION  SOUS  LE 
SIGNE  1  DEVIENT  INFINIE  ENTRE  LES  LIMITES  DE 
l'intégration    ou    A    CES    LIMITES. 

389.   Dans  le  cas  o\xj[x)  devient  infinie  pour  x  =  ft, 

h 

on  définit  {     fix)  dx  comme  étant  la  limile  de  l'in- 


îfinit  /    f{x) 

J  a 


a 


tégrale  /        f(^)  ^^r  lorsque  e  décroît  jusqu'à  zéro. 
De  même,  si  f[a)  =  oo  ,  I    f[x)  dx  est  la  limite  de 

tJ  a- 


h 

f[x)  dx^  quand  £  décroît  jusqu'à  zéro. 

Enfin,  si  f(c)  est  infinie  ou  discontinue,  c  étant  une 
quantité  comprise  entre  a  «r.  6,  on  pose  par  définition- 


f[x)dxz=:\\m\         f[x)dx-{-\ux\ï       f[x)dx^ 

a  J  a  J  c-\-n 


quand  e  et  y]  décroissent  jusqu'à  zéro. 

Ou  voit,  diaprés  cela,    comment  il   faudrait"  définir 

/    /(•^)  ^'«^j  si  fk^)  devenait  infinie  ou  discontinue, 

pour  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b, 

390.   Quand  la  fonction  y(x)  devient  infinie  à  l'une 
des  limites  ou  entre  les  limites,  on  peut  souvent  lecon- 

20. 
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naîire  si  la  valeur  de  riiilégrale  esijinie  ou  infinie.  Sup- 
posons, par  exemple,y(fe)  =  oo  :  soit 

n  étant  un  nombre  positif  et  T^[x)  une  fonction  qui  ne 
devient  pas  infinie  lorsqu'on  fait  xSb.  Appelons  h  une 
quantité  comprise  entre  rt  et  i  et  aussi  rapprochée  de  b 
que  Ton  voudra  ;  on  a 

f  /[x)dr=z  f  f[x)dx-\-  f  f[x)dx. 
J  a  J  a  J  k 

Xk 
f{x)  dx  a  une  valeur  finie.  11  suffit  donc  de 

savoir  si  /    J  {x)  dx  est  finie. 

Désignons  par  M  et  m  deux  constantes  entre  lesquelles 
TT  (j:)  reste  comprise,  lorsque  x  varie  de  A  à  i.  On  aura 
pour  ces  valeurs  de  x,  si  n  est  plus  petit  que  i, 

par  suite, 


/{x)dx< 

k  Jk 


{b  —  xY 


1  —  /i  "■  ■• 

Quand  e  tend  vers  zéro,  le  second  membre  de  cette  iné- 
galité tehd  vers  la  valeur  finie (b — A)*"".  Donc, 

f[x)dx^  et,   par  suite,   I    f(x)dxy    a   une 

k  Ja 

valeur  finie. 

Je  dis  maintenant  que,  si  l'on  a  /*  >  i,  Tînlégrale  pro- 
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posée  esl  înGnîe.  En  elTel,  on  a 


par  suite, 


/W>(r:^' 


h-,  ^b-,    ^J. 


>_^^rj L_i. 

-^  n  —  \  Ls"-'         {b  —  //'--' J' 

?/  élant  uneqiianlité  plus  grande  que  i,  lorsque  £  lendra 
vers  zéro,  le  second  membre  deviendra  indni.  Doue, 

à  fortiori^  l    f[x)dx  tendra  vers  Tin  fi  ni. 

Il  en  serait  de  môme  si  Ton  avait  /i  ==  i*,  car,  de  Tiné- 
galiio 


on  déduit 


b  —  X 

ft-s 


f       '/{x)cla:^mf 
Jk  Jk 


flr 


>/;iI 


b  —  X 
b—k 


Le  second  membre  devient  infini  quand  e  s'annule;  donc 

Jr*b  r\h 

f{x)  dx^  et,  par  suite,  /    f[pc)  dx  elle-même  sera 

infinie. 


391.   Exemples. 

Vdx 


1° 


L 


^2.  W^  —  bx  —  x** 


rt  et  i  élant  deux  quantités  positives,  et  P  une  fonction 
de  x,  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  x^^ 
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couiprist3  en  Ire  a  ci  b.  On  peut  écrire 

P  P 


X 


^2  0^ — bx — jc'         ^iib-{-Jc        \jb — X 
en  faisant 


[b-x] 


siib 


X 


Comme  Texposant  de  &  —  x  est  plus  pelit  que  i,  il  ré- 

Jf*  \fdx 

a     sl^b^ 

a  une  valeur  finie. 

Jr  t      dx 


bx  —  x* 


On  a 


Donc, 


X 


dx 


sj  l X 

>-«       dx 


•=■  —  2  y/i  —  X, 


s/.- 


=  2  —  2  y«, 


et,  par  suite, 


X 


é/j; 


=  2. 


'o     \/ 1  —  ^ 

Pour  interpréter  ce  résultat,  construisons  la  courbe 

y  =  :  cetie  courbe  a  pour  asymptotes  Taxe  des  x  et 

y  I  —  X 

une  parallèle  AP  à  Taxe  des  y 
menée   à   la  distance   OA=i. 

On  voit  alors  que  i       ^  re- 

J o    V I  —  ^ 
présente  Taire   comprise   entre 

OB,    OA,    la    courbe    et    son 

asymptote  AP.  Ainsi,  quoique 

ce  segment  s'étende  à  Tinfini, 

son  aire  a  néanmoins  une  valeur  finie. 


Fia.  74. 

y 

■  / 

p 

B 

y 

0 

A 

X 
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DES    INTÉGRALES    INDÉTERMINÉES. 

392.    Une  intégrale  définie  peut  quelquefois  devenir 
indéterminée;  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  Tinlégralo 


X 


QO 

cosxdx  =  sinoo  —  sino, 

o 


car  sinx,  lorsque  a:  tend  vers  TiiiGni ,  ne  tend  vers  au- 
cune limite  déterminée. 

En  voici  un  autre  exemple  :  soit  l'intégrale 

h 


s: 


dx 

—  » 

X 


aetb  étant  deux  quantités  positives  quelconques.  Comme 
-  devient  infini  pour  x  =  o,  valeur  comprise  entre  —  a 
et  -I-  fe,  il  faut  poser 

I         —  =  nm    / h  hm   I         —  > 


et  faire  tendre  e  et  yj  vers  zéro.  Or, 


doi-c 


r  ç+  r^=iè-i(+'a)+is-i 

J—a      '  J  f\       ^ 

Par  conséquent, 

x:;î-a)--'(o- 

Mais  comme  il  n'existe  aucune  dépendance  entre  les  deu\ 
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quanlités  variables  e  el  ry,  -  ne  leiid  vers  aucune  limîlc  dé- 
icrminée,  et  par  conséquent  Tintégrale  est  indélermince. 

INTÉGRATION    PAR    SÉRIES. 

393.  Etant  donnée  une  diirérenlielle/'(j:)  rfjC,  si  T-ou 
peut  exprimer  y  (  a:  )  par  une  série  convergénie 

(i)  /(x)  =  u,-h  Ui-hu^-h.  .  .-^Un-h  r„, 

on  aura,  en  multipliant  parrilr,  et  en  intégrant  entre  deux 
limites  a  et  h^ 

J/^b  /%b  .'» /» 

I      y(x)  (/jPrz:    I       1/,  fi.c  -h     /       Uidx  -^  .  .  , 
<i  Ja  J  a 

-h    I      u^rU  -h    j     r„  (fjc. 
J  a  J  a 

Si  la  série  (1)  est  convergente  pour  jc  t=  a,  x=b  et 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  i,  on  peut 
supposer  r„  <^  e,  e  étant  une  quantité  aussi  petite  que  1*011 
veut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand.  Dèa  lors 

r,t  dx  <^   l     fi  dxy 

a  J  a 

ou 

ç.b 

I     fn  dx  <^  z[b  —  a). 
Donc  1     r^dx  décroît  jusqu'à- zéro  quand  n  augmente 

J  a 

jusqu'à  Tinfini.  Il  en  résulte  que  la  série 

Jf\b  f*b  /%b  /%b 

Uidx-h    I     Uidx  -\-  I     n^dx-^,,.-^    j     u^f/x-\-... 
a  J  a  va  %J  a 

est  convergente  et  qu'elle  a  pour  somme   /   f{oc)  dx.  On 
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peut  remplacer  la  valeur  fixe  b  par  rindétcrmîiii'e  x,  cl 
il  vient 

f{x)  dx  ^    I      Ut  dx  -f-    1      Uidx  -\'  ,  ,  , . 

394.  Celte  formule  est  encore  vraie  pour  x  =  h^ 
même  lorsque  la  série  «i  H-  t/t  4-  «s  -i-  •  •  •  ?  convergenle 
quand  x  est  moindre  que  6,  devient  divergente  pour 
a;  =z  b,  pourvu  que  la  se^rie  (3)  soit  encore  convergente 
et  reste  Conclion  continue  de  x.  En  efifet,  quelque  petite 
que  soit  la  quantité  positive  e,  on  a 

f[x)dx=z  I  Utdx-t  I  itidx-i-  I  iij^dj.-\-.... 

a  %Ja  J  a  J  a 

Or  les  deux  membres  étant  des  fondions  continues  de  a:, 
qui  ont  constamment  la  même  valeur,  leurs  limites  pour 
e  =  o  doivent  être  égales.  Donc 

r*h  /*b  r^h  /%b 

I    /{jc)  dx=   j      Uidx  -\-    I     Uidx  -\-   I     tt,  r/j:  -f- .  .  . . 

395.  En  général,  si  la  formule  de  Maclaurin  donne 
poury  (x)  une  série  convergente, 


'T^        ^..  ,      .  S^ 


/(x)=/{o)  +  x/'(o)+-— /"(o)  +  — -^/'"(o)  + 


on  aura 


/(x) rf^  =  c  +  ;r/(o)  + -^/' (o)  + -^Z"  (O)  + 


Si  Ton  veut  en  déduire  l'intégrale  définie  /    fix)  dx^ 

c'est-à-dire  si  Ton  veut  que  l'intégrale  commence  à  a:  =  o, 
ou  soit  nulle  pour  x  =  o,  il  faudra  que  C  soit  nul.  On  a, 
dans  ce  cas, 
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EXEMPLES    d'iWTÉGRATION    PAR    SÉRIES. 

396.  i^  r_^=,l(,+j,). 

Par  une  simple  division  on  trouve 

I  x^ 

=  1  —  X  -^-  x^  —  jr*-h.  ..di  x*»— '  Zïz 


I  -f-  x  '     I  -h  JC 

Donc 

, ,                ,                      x'          X^          X^  .     J?"             /*'  X" 

234  n  ^L     I  - 


f/x 


Quand  x  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  la  série 
1 — X -\~  x*  —  x'-h...   est  convergente;  donc  la   série 

X \--7i 7-4-...  l'est  aussi  entre  les  mêmes  limites 

234 

de  X*  Donc  quand  —  i<^j:<^-f-i,  on  a 

,  ,  .  X^  X*  X* 

1(14-^)=:^ ^-■5■  —  "7-+ 

234 

X'  x^dx 
tend  vers 

zéro  quand  n  augmente  indé6niment. 
En  effet,  si  x  est  positif,  on  a 


X'* 


I  -t-  X 

donc 


<^", 


JC'' x"dx           r^                   jc'»+' 
<    /      x"dx= 

Or  quand  n  augmente,  le  dernier  membre  tend  vers  zéro. 
Donc,  en  arrêtant  la  série  à  un  certain  terme.  Terreur 
commise  sera  moindre  que  le  terme  suivant.  Cette  erreur 
sera  en  plus  ou  en  moins,  suivant  que  le  dernier  terniu 
employé  sera  de  rang  pair  ou  de  rang  impair. 

Quand  x  est  né<^alif,  en  désignant  par  a  une  qnan- 
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tité  plus  grande  que  x,  mais  moindre  que  i ,  on  a 


x"  x" 


l  —  X         I  —  a 

et,  parsuile, 


X 


'  x^dx  jr"-»-' 


expression  qui  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  jusqu'à 
Tinfini.  Dans  ce  cas,  l'erreur  est  toujours  dans  le  même 
sens. 

Si  Ton  avait  x=  i,  la  série  i  —  i-f-i  —  i-f-i  — ...  ces- 
serai l  d'être  convergente,  mais  la  série  i \--  —  jH-... 

le  serait  encore,  et  représenterait  I2  (394).  On  a  donc 

,111 

12  =  1 h-  —  -T-f-.... 

204 

/•*    dx 
2"  I     arc  taniç^r. 

On  a 


=  I  — ar'H-x*  — x«-f-.  .  .±x^-^  zn. 


X"-*-' 


n  étant  un  nombre  positif  impair^  si  Ton  intègre  les  deux 
membres  et  qu'on  désigne  par  arc  langx  le  plus  petit  des 
arcs  positifs  ayant  x  pour  tangente,  on  trouve 


x^       X*       x'  ,   jc«        r*  x^-^' 

arc  tang  j:  =  x  —  -ô-"+--f h...=t--=p  1      

357  n  ^X      »  + 


dx 


x^ 


La  série  i  —  x*  H-  x*  —  x*  -;- .  .  .  cesse  d'être  conver- 
gente pour  .r  =  I,  mais  la  série  x  —  "T  "+"  "F  — •  •  •  ^'^^^ 
encore  pour  «c  =  i  ;  on  auia  donc 

TT  III 

arc  rang  i=:-  =  i— --+--  —  -+.... 

3®  I      — r:==r  =  arc  sinor. 

t/ o     V^  I  —  -2?* 
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Par  la  formule  du  binôme,  on  aura 

/  X  »  .    *     ,       '  •  3    ,       1 . 3 . 5    „ 

(l)       -=:z=zz  =:H--x2-| j?«H -__  j:«h- 

^  y/,    _  j;»  2  2.4  2.4.6 

JVIuliiplianl  le  second  membre  par  dx  et  intégrant,   il 

vient 

,  ,  .  I  x^       1 . 3    X*       i .  3 . 5  a:' 

^   '  2  3        2.4    5        2.4.6  7 

série  convergente  quand  on  a  — i<^x<^i,  puisque  la 
série  (1)  est  convergente  entre  ces  limites. 

La  série  (i)  cesse  d'être  convergente  pour  x  =  i]  néan- 
moins, comme  pour  x  =  i  =  sin  -  la  série  (2)  est  en- 
core convergente,  on  a  (394) 


TT  II        1 .3    I        1 .3.5    I 

2  2  3       2.4    5       2.5.6    7 

On   trouve   une   série  plus     convergente    en  faisant 

I  .       TT 

:c  =  -  =  sin  ;ï  : 
20 

71       1        I       I  1 .3       1 

H 7  •     .  >>  -h  .  .  t  • 


622    2*.3        2.4    2*.5 
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TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 
QUADRATURE  DES  AIRES  PLANES. 

Formules  générales.  —  Quadrature  des  courbes  rapportées  à  des  coor« 
données  rectilignes.  —  Quadrature  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données polaires. 


Fig.  ^5. 


FORMULES    GÉJNÉRALES. 

397.  SoilClVID  la  courbe  dont  rcqualion  en  coordon- 
nées rectangulaires  csly  =/(x), 
et  représentons  par  u  Taire 
-^  ACMP.  En  appelant  x  ei  j  les 
coordonnées  du  point  variable 
M  (207),  on  aura 

^  du  z=:z  ydx  z=zf[j:)  dx. 


0 


M, 


A 


p    n 


Par  conséquent  u  =  ff[x)  dx. 
Si  l'on   veut  que  Taire  soit  limitée  à  Tordonnée  CA 
correspondant  a  Tabscisse  OA  =  «,  l'intégrale  doit  com- 
mencer à  a:  =  a,  et  Ton  a 


u—-\    f[x)  dry 


X  représentant  Tabscisse  d'un   point  quelconque  de  la 
courbe. 

Enfin,  si  on  limite  de  même  Taire  à  Tordonnée  BD 
correspondant  à  j:  =:  OB  =  è,  on  a 


a=raireABCD 


x)dx. 


Si  les  axes  étaient  obliques,  on  aurait,  en  appelant  0 


SqS  codks  d'analyse. 

Vangle  des  axes, 

aire  ABC  D  =  sin  0  /    /(x)dx. 


398.  L'inlégrale  définie  est  la  somme  des  valeurs  infi- 
niment petites  de  la  différentielle  entre  les  deux  limites  a 
et  b.  Or,  si  Ton  suppose,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  que 
dr  soit  positive, /(j:)  rfx  ou  la  différentielle  de  Taire 

Fij;.  -76.  sera  positive  ou  négative,  sui- 

vant.que /(a:)  ou  rordonnéej^ 
sera  positive  ou  négative.  Par 
conséquent, l'intégrale  représen- 
tera la  différence  entre  la  somme 
des  segments  situés  au-dessus  de 
Taxe  des  x  et  la  somme  des  segments  situés  pu- dessous, 
de  sorte  que,  si  l'ordonnée  change  de  signe  deux  fois,  par 
exemple,  entre  les  ordonnées  AC  et  BD,  on  aura 

f  /(  x)  dx  =  ACH  —  HIK  -4-  KDB. 

•/a 

La  somme  de  ces  segments  serait  donnée  par 

f    f[x)dx—    f    /{x)dx-h    j    f{x)dxy 
a  Jh  Jk 

en  désignant  par  h  et  k  les  abscisses  OH  et  OK. 

399.  Si  Ton  voulait  avoir  la  mesure  de  la  surface  com- 

^^^'  11'  prise  entre  les  deux  ordonnées 

CA,  MP,  Parc  CIVl  et  l'arc  C'W 
d'une  autre  courbe  ayant  pour 
équation 

on  aurait 


aire 


CC'M'Mi.^  C  Xdx^   f  ydx=  f''(y.^y)dx. 
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EXEMPLES     DE     QUADRATURES      DE     COURBES     RAPPORTÉES   A 

DES    COORDONNÉES    RECTI LIGNES. 

400.  Soit  d'abord,  comme  exemple  de  la  théorie  pré- 
cédente, une  parabole  quelcopquej"  =  px""^  m  et  n  étant 
positifs.  Soit  aire  OMP=  u;  on  a 


I     m 
n  „»i 


d'où 


da=zjrdxz=:p   x  dxy 


u=z    I      Yd.c= p 


I      w»  -h  n 


X 


n 


Ce  résultat  peut  s'écrire 


n 


u 


I      m 

n     n 

p    X    X  =. 


n 


xy. 


m  -h  n  '  m  -\-  n 

Or,  jc^  représente  l'aire  du  rectangle  OPMQ  construit 

sur  les  coordonnées  du  point  M. 
On  a  donc 


Fig.  78. 


y 

Q 

M^ 

^ 

V 

0 

\ 

p 

X 

OMP  :  OPMQ  =r  /i  :  (/7i  -+-  /i), 


ou 


OMP:OMQ=:/?:w. 

Ainsi,  la  parabole  partagele  rec- 
tangle OPMQ  dans  le  rapport 
constant  de  m\n, 

401.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  paraboles  qui 
jouissent  de  cette  propriété.  En  elî'et,  la  proportion  pré- 
cédente peut  s'écrire 

u  : ^xy  —  u)  z=z  n;  m, 

d'où 

[m  -h  n)  u  ^=  nxy. 

Par  conséquent,  on  doit  avoir 

\^ni  -r-  n)  du  z=znx  dj  -\-  ny  dx^ 
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ou,  puisque  du  =ydx^ 

(m  -h  n) x^^  :=  nxdx  4-  njr  dx^ 

ou  enfin 

my  de  z=znx  dy. 

Ce  résultat  peut  se  mettre  sous  la  forme 


dx 


m 


z=  n 


dy 


d'où,  en  intégrant, 

^/l^nr /?;1j? -f- C      ou      I  j^"  =:  I  j:"  4- C. 

Mettant  C  sous  la   forme  1/7,  il  vient,  pour  Téquation 
générale  des  courbes  qui  possèdent  la  propriété  dont  il 

s'agit, 


OU 


J"  —  P'^^ 


Dans  le  cas  de  la  parabole  ordinaire  y*^  =  pjc,  on  a 
n  =  2,  //î  =  I ,  et,  par  suite, 

a  =  \xy. 

402.  Considérons,  en  second  lieu,  une  courbe  du  genre 
p.  hyperbole  donnée  par  Téquation 

m  ci  n  étant  deux  nombres  en- 
tiers positifs.  On  n'a  représenté 
dans  la  figure  (jue  la  branche 
située  dans  l'angle  j^Ojr,  et  qui 
a  pour  asymptotes  les  deux  axes. 
Supposons  n  plus  grand  que  m.  Soient  m  =  ACMP, 
OA=a,  OP  =  JC.  On  a 

I  m 

'      j'dx=:   I     p"  as     "  £te, 

a  Ja 
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et,  en  effectuant  l'intégration,. 

I  /    n  —  m  n  —  m\ 


n  —  m 


On  voit  que  si  x  augmente  jusqu'à  l'infini,  Taire  ACMP 
augmente  aussi  jusqu'à  Tinfini.  Mais,  au  contraire,  si, 
laissant  MP  fixe,  on  fait  décroître  a  jusqu'à  o,  la  surface 
augmente  continuellement,  mais  en  restant  toujours  finie, 
et,  à  la  limite,  quand  a  =  o,  cette  aire  se  réduit  à 


I     n  —  m 


n  —  m 


Ainsi  la  surface  ACGH  tend  vers  une  limite  finie,  à  me- 
sure que  le  point  G  se  rapproche  de  plus  en'  plus  de 
l'asymptote  Oj. 

Cette    limite,    é£;ale    à  p^  x  x    "   ou    bien    à 

°  n  —  m 


n 


•xy^  est  dans  le  rapport   constant  de  w  à  n — m 

avec  le  rectangle  OPMQ  =  xj.  On  a  donc  la  proportion 

u\xyz=.n\[n—'  m], 

en  désignant  par  u  une  aire  qui  s'étend  indéfiniment, 
tout  en  ayant  une  grandeur  finie. 

403.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  courbes  com- 
prises dans  l'équation  x"'j''  =  p  qui  jouissent  de  celte 
propriété.  En  effet,  on  déduit  de  la  proportion  précédente 

n[n  —  m)=.  nxy, 

d'où 

[n  —  m) du  ■=  nx djr  -{-  ny  dx. 

Comme  du  =ydx^   il   vient,  en   réduisant  et  divisant 

par  xr, 

dx  dy 

—  m  —  =  /î  -^« 
X  jr 

Stirm.  —  An.^  I.  26 
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Donc,  en  intégrant, 

ou  bien,  en  faisant  C  =  1;;, 

d'où 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  n^  l'équation 

revient  à  la  suivante 

xr=py 

qui  représente  une  hyperbole  équilatère  du  second  degré. 

On  aura 

p  dx 

r= -9      donc      Ydx=.p — > 
ac  X 

et,  par  suile, 

X 
U=p\x  -f-C=J9l-- 

a 
S\  p  =  i^  a  =  I ,  on  aura 

u  =  \x, 

c'est-à-dire  que  Taire  est  égale  au  logarithme  népérien  de 
l'abscisse  (2H,  2°). 

404.  Soit  maintenant  le  cercle^  dont  l'équation  est 


2. 


on  en  tire 


Fig.  80. 


jr^  -\-  X*  =z  a 

jr  z=  ^a*  —  x^. 

Considérons  un  segment  quel- 
conque COPM,  lîmiié  à  l'axe 
des  Y^  et  à  une  ordonnée  ar- 
bitraire MP.  Nous  aurons,  en 
désignant  par  u  l'aire  de  ce 
segment, 


{') 


JftX 
o 
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en  intégrant  par  parties,  il  vient 

(2)  \  dx>Ja^  —  x^  =  xJà''—x^ -h  i    , 

Mais 

')  dx 


/'   x^dx      __  ^(x^  ^a^-^  à" 
\Ja^  —  x^       J  y/a*  —  x^ 


J\Ja--x^       J 


Portant  cette  valeur  dans  Téquation  (2),  transposant  et 
divisant  par  2,  il  viendra 


tLrJa^  —  x^  =  — 1 I  ^r^  — — 

2  ^J  ^a-^x^ 


Mais 


donc 


/dv        __ 
^à"  —  x^  ~~ 


=  arc  sin  — h  C  ; 
a 


r,     / xJa^  —  x^        à^ 
dxsfa}  —  x^  =1  — 1 1 
2                  2 


X 

arc  sin  -• 
a 


On  déduit  de  là  Taire  du  secteur  COM.  En  effet,  le 

JC  Kl  (i^  "^^  X^ 

triangle  OMP  a  pour  mesure —^^^^ *,  en  le  retran- 

chant  du  segment,  on  aura  donc 

a^  .    X        II  ,    X        {i 

secteur  OCM  =  —  arc  sin  -  =  —  n  arc  sin  —  =  —  arc  CM, 

2  ai  ai 

c'est-à-dire  que  l'aire  du  secteur  circulaire  a  pour  mesure 
le  produit  de  Varc  qui  lui  sert  de  base  multiplié  par  la 
moitié  du  rayon, 

405.  Passons  à  Yellipse,  dont  Féqualion  est 
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et  soit  u  le  segment  OPMB,  limité  à  Taxe  des  ^  et  à  une 

ordonnée  quelconque  MP.  On 
tire  de  Téquation  de  Tellipse 


Donc, 


b  r^  / 

«  r=  —    f      V  a'  —  j:*  dx . 


Décrivons  sur  l'axe  2a  comme 
diamètre  une  demi-circonférence,  et  soit  u'  Taire  du 
segment  COPN  :  on  a 


Jo 


d'où  l'on  déduit 


u 


w 


b_ 
a 


Ainsi  le  segment  elliptique  et  le  segment  circulaire^ 
qui  correspondent  à  la  même  abscisse,  sont  entre  eux 
dans  le  rapport  constant  deb'à  a.  Il  en  résulte  que  si 
Ton  désigne  par  S  la  surface  entière  de  l'ellipse,  et  par 
S'  la  surface  du  cercle,  on  aura 

S:S'=b:ay 

d*oà  l'on  lire,  à  cause  de  S'  =  Tra', 

b 

a 

donc  la  surface  de  V ellipse  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  surfaces  des  deux  cercles  qui  ont  pour  dia- 
mètres respectifs  les  axes  de  V ellipse. 

406.  Les  deux  triangles  OMP,  ONP,  qui  ont  même 
base  OP,  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  Donc 


OMP       MP 


OMP        NP 


a 


TBENTE 
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et  comme, 

d'. 

ailleurs 

9 

• 

U           h 

II'       a 

on  aura 

U 

OMP        b 
ONP        a' 

ou 

OBM       b 
OCN        a' 

4o5 


ce  qui  permettra  d'évaluer  le  secteur  elliptique  OBM, 
puisque  l'aire  du  secteur  circulaire  OCN  est  connue.  On 
passera  de  là  facilement  à  Taire  d'un  secteur  quelconque. 
On  peut  diviser  Tellipse  en  un  certain  nombre  de  sec- 
teurs équivalents,  quand  on  sait  faire  la  même  opération 
pour  le  cercle.  Il  suffît  de  diviser  le  cercle  en  parties 
égales,  puis  de  mener,  par  les  points  de  division,  des 
perpendiculaires  à  OA.  Si  Ton  joint  le  centre  aux  points 
où  ces  ordonnées  rencontrent  l'ellipse,  on  aura  divisé 
cette  courbe  en  sectejirs  équivalents. 

407.  Pour  V hyperbole,  dont  Téquation  est 

Fig.  82. 


Taire  du  segment  AMP  est  don- 
née par  la  formule 

«  r=  —    /     J x^  —  a'^dx, 

^  Ja 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

\Jx^  —  a^dx  =  xJx^  —  fl>  —    /  -; ' 


Mais 


(x'  — «'+  a'^)dx 


sjx"^  —  a} 
r=    fdxJx^  —  a}  4- fl'    f    , 
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et  (347,  1°) 


/; 


^x^  —  a 
on  a  donc 


=  l(x4-Vjf'  — û') -+-C; 


dxsjx^—a}=^  — 1  [x-\-slx^^  /i»)  ^_C, 


d'où 


408.    Comme  dernière    application,    considérons   la 
Fig.  83.  cycloïde  AMD  engendrée  par  le 

mouvement  du  cercle  ANB  rou- 
lant sur  la  droite  BD.  Prenons 
pour  origine  des  coordonnées  le 
sommet  A,  et  pour  axes  la  nor- 

maie  et  la  tangente  à  la  courbe 

^       ^       en  ce  point.  L'équation  difleren- 
tîcUe  de  la  cycloïde  est  alors 


d^^^yy" y.  ^ 


On  aura  donc 


aireAMP=   1     ydx=:  j     djr\J^ajr  —jr\ 

%Jo  «/O 

Menons  MQ  perpendiculaire  à  AB,  et  soit  AQN  le  seg- 
ment déterminé  par  MQ  dans  le  cercle  ANB.  En  obser- 

Yànt  que  QN  =^yjiay  —  j^*,  nous  avons 

segm .  AQN  =1     djr\liajr  —  j^% 

Jo 

donc 

AMP  =  segm.  ANQ. 
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SiVon  faîtar=:7ra,  et,  par  conséquent,  y  =  aa,  on  aura 


ADG  = 


fffl' 


Rrtianchant  cette  aire  de  Taire  ona*  du  rectangle  A BDG, 
et  doublant,  on  aura 

2  aire  AMDB  ==  3irfl*  ; 

c'est-à-dire  que  Z'a/re  comprise  entre  la  cycloïde  et  sa 
base  est  égale  à  trois  fois  Vaire  du  cercle  générateur. 

QUADRATURE   DES  COURBES  RAPPORTÉES   A  DES   COORDONNÉES 

POLAIRES. 

409.  Si  u  désigne  l'aire  du  secteur  COM,  on  aura 

Fig-  ^'  .         I    ,  ,^ 

du  =  -  r^dB, 

2 

r  et  0  étant  les  coordonnées  po- 
T         laîres  du  point  M-,  par  suite, 


'-J 


r^dQ, 


celte  intégrale  ayant  pour  limites  les  valeurs  de  6  qui  cor- 
respondent aux  points  C  et  M. 

410.  Soit  comme  application  la  spirale  logarithmique^ 
dont  l'équation  est 


r=zae      , 


^^m  e . 

ou  aura 


•=?/■ 


Posons  OC  =  r',  et  faisons  dans 
la  formule  r=r' \  il  vient 


o  =  7-4-C; 


4<)8 

par  suite, 


COl'BS    D  ANALYSE. 


4/w 


Si  le  point  C  se  meut  en  rétrogradant  sur  la  courbe^  le 

rayon  vecteur  OC  décroît  jusqu'à  o,  et  l'aire  du  secteur 

.       r* 
tend  vers  la  limite  -, — • 

411 .  La  quadrature  des  aires  curvilignes  est  quelque- 
Fîg.  86.  fois  rendue  plus  facile  par  l'em- 

ploi des  coordonnées  .polaires. 
'^M\  Pour  en  donner  un  exemple, 

soit  la  courbe  qui  a  pour  équation 


(') 


x^'\-  y^ 


axy  =  o. 


Cette  courbe,  connue  sous  le  nom  de  folium  de  Des- 
cartes,  se  compose  de  deux  branches  infinies  qui  se  tra- 
versent mutuellement  à  l'origine,  et  qui  ont  pour  asymp- 
tote commune  la  droite  dont  l'équation  est 


a 


^4-r  4- «  =o. 


Avec  les  coordonnées  primitives,  la  question  qui  nous 
occupe  exige  la  résolution  d'une  équation  du  troisième 
degré;  mais  si  Ton  prend  l'équation  polaire  de  la  courbe, 
en  plaçant  le  pôle  au  point  O,  on  n'aura  jamais  qu'une 
seule  valeur  du  rayon  vecteur  pour  une  direction  donnée  ^ 
car  l'origine  étant  un  point  double,  l'équation  devra  être 
satisfaite  pour  deux  valeurs  nulles  de  r.  et,  par  conséquent, 
le  premier  membre  sera  divisible  par  r*. 

Si  Ton  prend  Ojtr  pour  axe  polaire,  il  faudra  remplacer 
X  par  rcos0  et  j  par  rsin0  dans  Téquation  (i) ,  ce  qui 
donnera 


/^(cos^ô  -h  sin^ô)  —  ar'sinôcosô  =  o, 
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OU  bien,  en  supprimant  le  facteur  r*  et  résolvant  par  rap- 
port à  r, 

.    ,  ârsinôcosO 

(2)  r: 


sin*  0  -\-  ces*  Ô 
D'ailleurs,  u  désignant  Taire  du  segment  OAM,  on  a 


e 

o 


Donc,  en  remplaçant  r  par  sa  valeur,  nous  aurons 

>0 


I  r   û'siVôcos'ô    , 

«  =  —   I dB. 


ou  bien 

tang'G 


ces' 9 


tang'  0)« 

Pour  trouver  cet  le  intégrale,  posons 

dû 

i  -+-  tang'  9=zz,     d'où     c&  =  3  tang*  ô , 

cos'ô 

et,  par  suite, 

dQ 


tang^  6 


cos'ô  I     rdz I 

;;g^"~3  J  ■?'^""  3i"^^ 


(i  H-  tang'ô 

3(H-tang'e)^ 
En  reportant  cette  valeur  dans  u,  on  a 

uz=—  -^ 77  -H  C. 

O     i-h  tang'ô 


La  constante  C  devant  être  déterminée  de  manière  que 
Taire  soit  nulle  pour  9  =  o,  on  a  C  =  -^  :  par  suite, 


b   I  -t-  tang^  0 


4lO  COURS    D*A1CALYSE. 

Ou  obtiendra  Taire  de  la  feuille  entière,  en  faisant 
6  =  -  dans  la  valeur  de  m,  qui  devient  alors  tt;  car  la 

fraction — — »  que  Ion  peut  écrire  -77-1  est 

iH- tangue     ^  î,  iH-cot^Ô 

égale  à  i  pour  0  =  -• 


EXERCICES. 

1 .  Calctder  l'aire  que  renferme  la  développée  d'une  ellipse  dont 
les  axes  sont  ia  et  ib. 

Solution  :  -r  n j — '- . 

8  aà 

2.  Trouver  en  coordonnées  polaires  l'équation  de  la  développante 
d'un  cercle  y  V  expression  d'un  arc  de  cette  courbe  et  celle  du  sec- 
teur compris  entre  cet  arc  et  les  droites  menées  du  centre  du  cercle 
aux  extrémités  du  même  arc. 

Solution.  —  Équation  de  la  développante. . .     ^0  =  i- dr. 


Arc  de  la  courbe ^  = 


ar 
r^  —  a^ 


1  * 


na 

Secteur -1.  (r^  —  oM'. 

oa  ^  ' 

3.  Trouver  Ivoire  contenue  dans  la  portion  fermée  de  la  courbe 

x^  -j-^*  —  c^xy-=.  0 
qià  se  trouve  dans  l'angle  des  coordonnées  positives. 

Solution  : 


8  • 

•    :     .i 

l 

a,  f 

7    .' 


/' 


'y' 
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RECTIFICATION  DES  COURBES  PLANES. 

Formule  générale.  —  Application  à  dirers  exemples.  —  Parabole. 

Ellipse.  —  Hyperbole.  —  Cycloïde. 


FORMULE    GÉNÉRALE. 

4*12.  Si  Ton  désigne  par  s  un  arc  de  courbe  compris 
entre  un  point  Gxe  et  un' point  de  cette  courbie,  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  sont  or  et  j^,  on  aura 

ds  =.  ^dx^  -f-  djr^, 

II  suffira  donc,  pour  trouver  la  longueur  de  l'arc,  d'in- 
tégrer \jdx^  H-  cfy^  entre  des  limites  convenables,  après 
avoir  remplacé  x  on  y  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
de  la  courbe  :  si  y^  par  exemple,  est  fonction  de  x,  on 
prendra 

RECTIFICATION    DE    LA    PARABOLE. 

413.  Si,  par  exemple,  nous  voulons  trouver  la  lon- 
gueur d'un  arc  de  la  parabole  dont  l'équation  est 

j2  —  ^pjc^ 


il  faudra,  dans  la  formule  ds  =z  sjdx^ -^  dy^^  où  nous 
supposerons  x  fonction  de  j^,  remplacer  dx  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  différentielle 

Xdy:^pdxy 
ce  qui  donnera 


4 1 2  COURS  d'analyse. 

Noos  avons  donc,  si  l'arc  doit  commencer  au  sommet  de 
la  courbe, 


=;X*^ 


/»'. 


En  intégrant  par  parties,  il  vient 


Jrfr  v^FÏ^ =r  v(FT7  -  J^^^ 


mais  on  a 


Par  conséquent,  en  substituant  et  transposant, 

2  / dy  sly'-^p'  =y  sjy^  -h  P"  +/?^  \   ,  J    - 
Or  (347,  1°) 


donc 


A  J  rfj  y/^î 


^>:v5î±Z^^,(^^^5^TP7;)^c. 


2/-»  2 


L'intégrale  devant  s'annuler  pour  j"  =  q,  on  aura 

o=:^1d-4-C,     d'où    C=  — ^1/?; 
en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule,  il  vient 

,     y  sir 


y' + p'  _^  p  J  fyjWy±^ 

2/?  2      V  Z'  / 


RECTIFICATION    DE    l'eLLIPSE. 

414.  Considérons^ Parc  d'ellipse  BM^  compté  à  partir 
du  sommet  B  du  petit  axe  (Jig.  84)  n°  405). 


TRENTE-QUATRIÈMC    LEÇON.  4^3 

De  Téquation  de  la  courbe 
on  tire 

dy  b^x 

dx  a}  y  ' 

on  aura  donc 


dsz=dx\/  x-^  -7-:  =  £4p  1/  I  +  -ZT-Tu — -rr:^\ 
OU  bien 


ds  =  dxi/ i ^— 


Posons  pour  simplifier  ^a'  —  &•==  ae,  e  désignant  l'ex- 
centricité, c'est-à-dire  lé  rapport  de  la  distance  focale  au 
grand  axe  :  il  vient 


,       /a}  —  é^  x^ 

ds  ==  dx  i  /  —- - 

y     a}  —  x^ 


Comme  o:  varie  enlre  o  et  a,  on  aura  toutes  les  valeurs 

de  X  en  faisant 

X  "=:■  a  sin  ^^ 


.  w 


l'angle  ^  variant  de  o  à  -  :  il  en  résulte 


ds=i  a  do  cosa  i  / : rrzrt  r/«v  i  —  e'sm'®. 

^       y      cos'^  ^ 


Nous  aurons  donc  enfin 


s  z=  arc  BM  =  a   i     ^y  v'i  —  ^'  sin'y. 
415.  L'intégrale   /     d<f  yji  —  e'  sîn*  y  est  une  fonction 

Jo 

transcendante  dont  la  valeur  ne  peut  être  obtenue  que 


4i4  couBs  d'analyse. 

par  un  développement  en  série.  La  formule  du  binôme 
donne 


I    .  .  .         II 


(i  —  e'sin*®)'  =  1 c^  sin^o -7  ^  sin*® 

2  ^24 


1.1.3..^  I . I .3.5    .  .  . 

— j—^  e*  sm*® 7— F-Q  ^  Sï"  T  —  •  •  • 

2.4.6  ^        2.4*o.o 


On  a  donc  pour  Tare  BM 

a  i<f  —  -  e^  j  d<f  sin'^  —  "~  7  ^  /  ^t  sîn^ç 
(0       <  \  ^     ./  2  4     J 

Les  intégrales  du  second  membre  s'obtiendront  en  substi- 
tuant Qj  k  X  dans  la  formule  (G)  du  n®  376,  ce  qui  donne 

/•  «     ,              cos©  r  .       .         m  —  I    . 
sin*"®»®  = sm"*"'  Q>  H sm"-*® 
/w    L           ^       /7i  — 2 

(/?/  —  I  )  (m  —  3)    . 

(„|_2)(,;,_4) 

(2)  \ 

'  (w  —  i)('w  —  3)... 5. 3.1   .     "1 

{m — 2.)(m  —  4)'-4*^  J 

{m — i)  ('w  —  3)...  5. 3.1    f 


4- 


{m  —  2)(w  —  4)  •••4 '2     '^' 


On  ne  met  pas  de  constante  arbitraire  parce  que  cette 
intégrale  doit  commencer  à  zéro. 

416.  Si  Ton  veut  avoir  le  quart  de  l'ellipse,  il  faudra 
faire  cp  =  -  dans  toutes  les  intégrales.  Cette  substitution 
effectuée  dans  la  formule  (2)  donne 

TT 

i^\         r^   '  m   ^         1.3  5. ..(m—  3)(w  — 0    ir 

(3;         /     sin'"®^®= T-T •-• 

'       X  ^   ^  2.4.6. ../w  a 
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On  aura  donc 


I  .3   TT 

2    4^42 


1 .  1 .3   .  1 .3.5  TT 

c« 


2.4."6     2.4  6  2 
et,  par  suite, 

série  convergente,  et  d'autant  plus  que  e  est  plus  petit, 
ou  quea diffère  moins  de  b.  Lorsque  l'ellipse  s'ccarte  peu 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe,  il  suffit  de  calculer  un 
petit  nombre  de  termes  de  la  série  pour  en  avoir  la  valeur 
avec  une  approximation  suffisante. 

417.  On  aurait  pu  parvenir  à  la  formule  (3)  sans  re- 
courir à  la  formule  (2).  En  effet,  si,  dans  la  relation 

/.  „     ,  sin^'-'^cos»        m  —  i    /*  .       ,     , 

m  m     J 

on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  zéro  et  -9  on  aura 


w  n 


Jo  ^^      Jo 


On  aura  de  même 


Ji     sin"*"^  <fd<f=^ I     sin"'~*«pc^<p. 


o 

n  TV 


TT 


X  *'"'f'^?=r^ 


/\ii]  COURS  d'analtsk. 

Par  suite,  en  multipliant  toutes  ces  équations  termes  â 
termes,  on  aura  comme  plus  haut  (416) 


X 


(m  —  i)  (m  —  3)  (/it  —  5). ..3. ITT 

sm'"<p^(ï>=  ' '-^. '-^ j—^ , 

'  ni  (m  —  2  f ...  a .  2  2 


et  substituant  dans  la  valeur  de  5,  ou  retombera  sur  le 
résultat  déjà  trouvé. 

418.  Il  est  facile  de  trouver  sur  la  figure  l'angle  (f  donné 
par  r équation 

Or,  si  Ton  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètre une  circonférence  (JiQ,  84?  n°  405)  et  que  Ton 
joigne  ON,  on  aura 

QP=zx  =  ONcosPOlN  =  asjn  CON; 
par  conséquent  l'angle  CON  est  Tangle  y. 

RECTIFICATION    DE    l'hYPERBOLE. 

419.  Dans  le  cas  de  l'A/^erèo/e^  représentée  par  l'équa- 
tion 

on  a 

Posons,  pour  simplifier, 

e  représentant  le  rapport  de  la  distance  focale  à  l'axe 
iransverse.  Il  viendra 


ds  =  dx  i  /  — - 

y     x^  —  a^ 


Comme  x  varie  entre  a  et  l'infini,  posons 


a 

X  =  f 

COSf 
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<p  variant  de  zéro  à  -  •  On  aura 


asïnadff 
ax= 1 — j 


COS*  <f 


el,  par  suiu?, . 


COS'ep  •  ^         COS^f  y  tfï 


Jr?        do        /        cos' 
'      fl<? i-  \  /  I r 


-  9 


Pour  obtenir  cette  intégrale,  on  développera  le  radical 
t  / 1 r^P^^  '^  formule  du  binôme,  et  il  viendra 

r^  do  r        f  cos*(p        I     I  cos*® 
s=zae  I     — 7-1 ; '-T — ... 

I.I.3..  .(2/? — 3)  ces*" y  "] 

2.4.6.  .  .2/î  ^^^  '  '  *  J 

d'où 


__o   rf  /i     I  cos' 


y  I   .   I    .  3    COS*  (f  ^ 


Il  reste  à  intégrer  des  expressions  de  la  forme  cos"*y  ^y, 
m  étant  pair.  On  y  parviendra  en  faisant,  dans  la  for- 
mule (F)  du  n°  375,  x  =  -  —  9. 


RECTIFICATION  DE    LA    CYCLOIDE. 

420.  On  a,  en  prenant  les  mêmes  coordonnées  que 
dans  la  Leçon  précédente  (408), 


dx^dy^l^-^', 
Sturm.  —  An.^  I.  27 


4ï8 

par  suite, 
ds 


COURS    D  ANALYSE. 


l^  =  dysj- 


—y 


X 


H-I 


=''Vf=^^S 


En  intégrant  celle  formule  enlre  les  limiles  zéro  elj^,  il 
vient 

s  =  arc  AM  =  2  y^  1     — ^  =  2  ^Itm  sjy. 

Menons,  au  point  M,  la  tangente  à  la   cycloide,  et 
p.     g  limilons-la  au  point  T  où  elle 

rencontre    Paxe   des   x.    Nous 
^  avons  (249) 

MT  =  \/2rtj; 

par  conséquent, 

arc  Ma  =  2MÏ, 
propriété  déjà  connue  (254). 

Si  l'on  veut  avoir  la  longueur  de  la  demi -cycloide,  il 
faudra  faire  j^  =  2a,  ce  qui  donnera  ^a  pour  la  longueur 
cherchée. 


EXERCICES. 


1 .  Rectifier  la  courbe 


SoLiniON  : 


r  =  -(^-+-^-'). 


^  =  -[^'-e-'), 


l'arc  étant  compté  à  partir  de  l'axe  des  y, 

2.  Soient  0M'=  s\  0M*=  s'  deux  arcs  ayant  ime  tangente  com- 
mune à  l'origine  et  ayant  leurs  tangentes  parallèles  aux  points  cor 
respondanls  M'(a:',  y'),  etM''(j:'',  y").  Soit  OM  =  s  une  troisième 
courbe  dont  un  point  quelconque  M  est  déterminé  par  les  équations 


x  =  a'x'-\-a''x\    y^a'y'-^-a^y^ 


a  aura 


s  =z  a's'-^a's". 
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TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

CUBATURE  DES  SOLIDES. 

Solides  de  révolution.  —  Application  à  divers  exemples.  —  Volumes 
engendrés  par  la  révolution  d'une  ellipse,  d'une  cycloïde.  —  Volumes 
qui  s'obtiennent  par  une  seule  intégration.  —  Volumes  terminés  par 
des  surfaces  quelconques. 


CUBATURE  DES  SOLIDES  DE  RÉVOLUTION. 

421.  Soil  V  le  volume  engendré  par  la  révolution  de 
Taîre  plane  CAMP  tournant  autour  de  Taxe  Ox.  Si  Ton 
donne  à  a:  un   accroissement  Aj:  =  PP',  le  volume  V 

prendra  un  accroissement  AV 
égal  au  volume  engendré  par 
MM'PP'. 

Or,  si  A  a:  est  supposé  assez 
petit  pour  que  j^  croisse  ou  dé- 
croisse constamment  dans  Tin- 
tervalle  MM',  AV  sera  compris 
entre  les  volumes  des  cylindres 
engendrés  par  la  révolution  des  rectangles  MIPP', 
KM'PP'5  nous  aurons  donc,  si  y  croît,  en  désignant 
par  Y  l'ordonnée  M'P', 


Fig. 

88 

. 

V 

K 
M 

Cy/^ 

l 

1 
1 

0 

A 

P 

f 

\t 

X 

ou  bien 


ttj^Ajc  <  AV  <7r  Y^  Ajp, 


AV 


Ces  inégalités  changeraient   de  sens  si  y  décroissait. 
Dans  tous  les  cas,  le  rapport  —  est  compris  entre  deux 

quantités  qui  convergent  l'une  vers   l'autre,  à  mesure 

27.      . 
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que  Aj:  décroît;  par  conséquent,  à  la  limite, 


=  TJS 


d'où 


='/■ 


y^dx» 


11  faudra  donc  tirer  de  l'équation  de  la  courbe  la  va- 
leur de  j^  en  fonction  de  x^  et  intégrer  entre  des  limites 
qui  correspondent  aux  extrémités  de  Parc  générateur. 

422.   Le  volume  engendré  par  l'aire  CMM'C  est  la 
Fig.  89.  diflerencedes  volumes  engendrés 

par  les  aires  CMP A  etC'M'PA. 
Alors^  en  désignant  MP  par  y 
et  M'P  parj^',  on  a 


\  =  n  I  y'^dx  —  Ttj  y^dxy 


ou 


bien 


V=:7r    C{y^-y^)djr. 


CUBATURE    DE    l'eLLIPSOÏDE    DE    RÉVOLUTION. 

423.  Soit  V  le  volume  engendré  par  la  révolution  d'une 
pj    y,^  portion  AMP  d'ellipse  tournant 

autour  du  grand  axe.  L'équation 
de  Tellipse  rapportée  a  son  axe 
et  à  la  tangente  au  sommet  est 

r'  =  —  {2ax  —  X* )  2 


par  suite, 

(ï)         V= /      l^ax^a:^)dx=z [ax^^--] 


Si  l'on  fait  x  =:  aa,  on  aura  le  volume  de  l'ellipsoïde 
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entier,  savoir 

Pour  obtenir  le  volume  engendré  par  la  demi -ellipse 
tournant  autoup  du  petit  axe,  il  faudra  changer  b  en  a 

et  a  en  è,  ce  qiii  donnera  ^7ra*fc  :  on  voit  que  ce  volume 

est  plus  grand  que  le  premier. 

fXrninloc      nn    trniivp 

pour  le  volume  de  la  sphère,  et —^ pour  1 

lume  d'un  segment  sphérique  à  une  base. 


En  faisant  &  =  a  dans  ces  formules,  on  trouve  ^7ra' 


VOLUME    ENGENDRÉ    PAR    LÀ    RÉVOLUTION    D  UNE  CYCLOÏDE. 

424.  Prenons  pour  axe  la  tangente  au  sommet  et  la 
Fig.  91.  normale  en  ce  point.  Soit  V  le 

volume  du  solide  engendré  par 
le  segment  AMP  tournant  au- 
tour de  Taxe  Ax. 

L'équation  différentielle  de  la 
cycloïde  étant  (408) 

/^a  — y       dr   , 


on  aura 


V  =  7r    /     ydysjo.ay  —  y^, 
ce  qu  on  peut  écrire 

V  =  «a   /     dy^7.ay  —  y^  —  Ti  I     {a  —  y)dy sjiay  —  y^. 

La  première  intégrale  représente  la  surface  du  segment 
AQN  (408) .  Pourobtenir  la  seconde,  posons  2 oj^ — j*  =  «, 


/\'>.rt  COtIRS    D  ANALYSE. 

d'où  2i  («  — J  )  ^y  =  dz  :  nous  aurons 


(a—x)dx^2ajr-^jr^=  1  ^1-^  =  ^1  z'^dz  =  ^  ; 


et,  par  suite, 


3 
■ï\2 


6 

Le  volume  engendré  par  AQM  tournant  autour  de  Ax 
s'obtiendra  en  calculant  la  difTéi'ence  des  volumes  engen- 
drés par  le  rectangle  APMQ  et  par  la  portion  de  sur- 
face AMP. 


Fig.  9i. 


VOLUMES    QUI    PEUVENT    S  OBTENIR    PAR    UNE    SEULE 

INTÉGRATION. 

425.  On  peut  encore,  par  une  seule  intégration,  obte- 
nir le  volume  d'un  corps  lorsque  Taire  de  la  section  faite 
dans  ce  corps  par  un  plan  parallèle  au  plan  yOz  est 
une  fonction  connue  de  la  distance  de  ces  deux  plans. 

Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires  ;  soient  u  et 
u-f- Aa  les  sections  faites  dans  le  corps  par  deux  plans  P 

et  P',  parallèles  aii  plan 
yOz^  et  dont  les  distances 
à  ce  dernier  sont  respecti- 
vement.r  etx-j- Ax.  L'ac- 
croissement AV  du  volume 
correspondante  l'accroisse- 
ment Ax  de  l'abscisse  sera 
compris  entre  les  cylindres 
droits  qui  juraient  pour  bases  respectives  u  et  M-+-*Aa 
et  Aj:  pour  hauteur^  c'est-à-dire  que  l'on  a,  en  suppo- 
sant A  a  positif, 

d'où 

u  <I  —  <r  «  H-  A  «. 

A.r 


0 


^ 

'f 

^ _^ 

y< 

1 

\            \ 

/' 

\      \ 

/  p 

r 

i 
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Or,  à  la  limite,  Au  est  nul  \  on  a  donc 

——=zu,      OU     dV  =  u(i.T, 
dx 

Celte  démonstration  suppose  que  les  deux  cylindres  ne 
se  coupent  pas.  Si  ces  deux  cylindres  se  coupent,  ils  onl 
une  partie  commune  qui  a  pour  base  u  —  car,  a  étant  une 
quantité  très-petite,  et  qui-  s'évanouît  en  même  temps 
que  Ax.  De  même,  cette  partie  commune,  augmentée  des 
parties  excédantes  de  part  et  d'autre,  forme  un  cylindre 
qui  a  pour  base  m -h- 6,  S  s'évanouissant  avec  Ajc.  Or  AV 
est  évidemment  compris  entre  ces  deux  quanti  tés  :  par  suite 

AV 

u  —  a  <^  —  <'  w  -f-  6, 

A.r 

et  en  passant  à  la  limite, 

dy 

—  :=  a.      ou      dy  =  udx, 
dx 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  parallèles  àj^O^ 
menés  à  des  distances  a  et  &  s'obtiendra  donc  par  la  for- 
mule 

V=   /     udx. 


X"' 


Pour  obtenir  le  volume  du  corps  entier,  il  faudra  mener 
des  plans  tangents  parallèles  à  yOz^  et  prendre  pour  li- 
mites de  rintégration  les  distances  de  ces  plans  au  plan 
yOz, 

426.  Supposons  maintenant  que  l'axe  Oo:  ne  soit- plus 
perpendiculaire  au  plan  des  sections.  En  comparant  le 
volume  compris  entre  deux  plans  parallèles  à  yOz  et  la 
surface,  avec  un  cylindre  oblique  qui  a  pour  base  u  et  pour 
hauteur  la  distance  des  deux  plans  représentée  par  J.rsinX. 
i  étant  l'angle  que  fait  le  plan  xy  avec  Taxe  Ox,  on  a 

€/V=  tt^xsin),     d'où     V  =  sin^  IrtrAr, 


in^  i  Ui 
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On  démontrerait  facilement  cette  formule  avec  la  même 
rigueur  que  la  précédente,  mais  nous  croyons  inutile  de 
nous  y  arrêter. 

427,  Soit,  par  exemple,  un  cône  à  base  quelconque  : 
Fig-  93.  prenons  pour  axe  des  x  la  per- 

pendiculaire OC,  abaissée  du 
sommet  sur  la  base,  et  pour 
plan  des  jz  un  plan  mené  par 
le  sommet  parallèlement  au  plan 
de  la  base  ;  appelons  h  la  hauteur 
du  cône  et  b  sa  base.  En  menant  à  une  distance  OP  =  x 
un  plan  parallèle  kyOz^  Taire  de  la  section  sera,  d'après 

un  théorème  connu,  u  =  —-•  Donc 


bh 


et  en  faisant  a:  =  A,  on  a,  pour  le  volume  du  cône,  -5- 

428-  Soit  encore  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes 
principaux. 


â^'^V^'^?-'' 


La  section  GPH  faite  dans  Fellipsoïde  par  un  plan  parai* 
Fig.  g4.  lèle  au  plan  j^O-z,  mené  à  la  dis- 

lance OP  =  x,  a  pour  équation 


b^ 


x^ 


On  aura,  pour  ses  demi-axes, 
en  faisant  successivement^  =  0, 


GP 


=  V^"5'      PH  =  cy/n| 
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De  sorte  que  Taire  de  la  section  est 

d*où  l'on  déduit  pour  le  volume  V  du  segment  compris 
entre  les  plans  jOz  et  GPH, 

Pour  obtenir  le  volume  de  la  moitié  de  l'ellipsoide,  on 
fait,  dans  la  formule  précédente^  j:  =  a,  et  il  vient 

V  = \a^ r-  I  :=  TT  Tcahc. 


a^ 


Le  volupie  entier  de  Tellipsoïde  sera  donc  exprimé  par 
^Tiabc. 

429.  Considérons  maintenant  un  ellipsoïde  rapporté 
à  trois  diamètres  conjugués  obliques.  Son  équation  est 
de  la  forme 

La  section  faite  par  un  plan  parallèle  kyOz^  à  une 
distance  égale  à  x,  est  une  ellipse  ayant  pour  équation 

y^         z'        a'^  —  .T^ 
F>  "^  ?^  ~       «'»      ' 

et  les  demi-diamètres  conjugués  auxquels  elle  est  rapportée 

ont  pour  longueurs —,  y/a'*  —  x*,  —y/a'* — x^\  donc,  en 

désignant  par  9  l'angle  que  font  entre  eux  ces  diamètres, 
on  aura  pour  la  surface  de  la  section  considérée 

Par  suite^  on  aura  pour  le  volume  du  segment  d  ellip- 


4«6 
soïde 


y  =  'LÏSll^£, 


et  pour  l'eltipsoïde  entier 

îit«'ftVsinflsinl, 

430,  En  comparant  cette  expression  du  volume  de  l'et* 
lipsoïde  à  celle  qu'on  a  obtenue  p recède tninent,  on  trouve 

a'b'c'&in9s\nt.=abe, 
^ualion  qui  démontre  que  tous  les  parallélipipèdes  con- 
struits sur  les  diamèires  conjugués  d'un  ellipsoïde  sont 
ëquivalenis  au  parallélipipède  rectangle  construit  sur  les 
axes.  On  en  déduit  aussi 


nabc: 


-.jta't)'i/siQBs\iiX, 


c'est-i-dire  que  tous  les  cylindres  circonscrits  à  l'ellip- 
soïde et  don  tics  bases  sonl  parallèles  aux  plans  des  courbes 
de  contact  sont  équivalents  entre  eux. 


VOLUMES   TERMINÉS    Ptft   DIVERSES    SURFACES. 

431.    Imaginons  maintenant  une  surface  quelconque 
Fie-  95.  CDEF  dont  l'équatioD  soit 

Supposons  que  deux  plans 
parallèles  à  yOz,  menés 
aux  distances  OA^a, 
OB  =  i,  coupent  la  sur- 
face suivaut  les  courbes  CD 
encore  deux  cylindres  droits 


el  EF.  Imaginoi 
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ayant  pour  bases,  sur  le  plan  jOx^  les  courbes  RV  et  ST 
et  coupant  la  surface  suivant  les  courbes  CF  et  DE.  Ou 
pourrait  se  proposer  de  trouver  le  volume  DCFERVTS, 
mais  il  vaut  mieux  rendre  la  question  plus  générale  en 
considérant  une  seconde  surface  C'D'E'F',  dont  Téqua- 
tion  est 

et  chercher  le  volume  CDEFC'D'E'F'. 

Pour  cela,  menons  a  une  distance  arbitraire  x  =  OQ, 
comprise  entre  a  et  i,  un  plan  parallèle  à  yOz^  et  déter- 
minons Taire  de  la  section  GHH'G'.  Or  cette  aire  plane 
est  comprise  entre  deux  courbes  dont  les  équations 

s'obtiennent  en  faisant,  dans  celles  des  deux  surfaces,  la 
variable  x  égale  à  la  constante  OQ.  Elle  aura  pour 
différentielle  (z  —  ^i)  ^J^  ^  ^l  ^i  étant,  d'après  les 
équations  (i),  des  fonctions  de  y  correspondanles  à  une 
même  valeur  de  cette  variable.  On  aura  donc,  en  intégrant 
entre  les  limitesj^etj^i, 

aireGHG'H'=  j    \z  —  z,)djr. 

Ainsi  z  —  Zi  étant  une  fonction  dey  dans  laquelle  jc  entre 
comme  constante,  on  trouvera  pour  l'intégrale  indéfinie 


/ 


On  fera,  dans  cette  fonction,  j^  =  (f(x)  et  j  =  ^  {x)  suc- 
cessivement, x  étant  regardée  comme  constante,  d'où  Ton 
déduira 


Jf\ 


H') 

(z  —  z,)  dj  =  aire  G  H  M' G'  =  tt  [x,  ^  [jc)]  —  tt  [x,  <f{x)]. 


résultat  qui  ne  dépend  que  de  x. 


43o  COURS  d'analyse. 
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INTÉGRALES  MULTIPLES.  —  AIRE  DES  SURFACES  COURBES. 

Intégrales  doubles.  —  Intégrales  triples.  —  Théorème  sur  l'ordre  des 
intégrations.  —  Quadrature  des  surfaces  courbes.  —  Aire  des  surfaces 
de  révolution.  —  Application  à  l'ellipsoïde.  —  Changement  de  va- 
riables dans  une  intégrale  double. 


DES    IlVTéGRALES    DOUBLES. 

433.  Toute  expression  où  il  entre  deux  intégrales  re- 
latives à  des  variables  dilFérentes,  comme  celles  que  nous 
avons  obtenues  à  la  fin  de  la  dernière  Leçon,  est  ce  que* 
Ton  appelle  une  intégrale  double. 

Une  intégrale  double  est  définie  lorsqu'on  assigne  les 
limites  des  deux  intégrations.  Elle  est  indéfinie  dans  le 
cas  contraire,  et  on  la  représente  alors  simplement  par 

1    /  zdxdj. 

436.  Une  intégrale  double  /     dx  j  zrf^  est  la  lî- 

mite  do  la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  zAx^jr 
■entre  les  limites  des  deux  intégrations. 

f  zdj   est    rintégrale   définie    de  zdj" 

prise  entre  les  limites  (p  (x)  et  ^  (x)  de  y,  x  étant  re- 
gardée comme  constante  :  on  a  donc  (375) 


X 


zdy  =z  lim  >  (zày). 


Par  conséquent,  en  multipliant  par  Ax  et  faisant  varier 
jc  depuis  X  =  a  jusqu'à  x  =  i,  il  vient 

2)[ax   /  z^/r  Jr=^j  Aa:lim2(zAj)    • 
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Or,  si  les  valeurs  de  x  se  rapprochent  de  plus  en  plus, 
on  a 

d'un  autre  côté,  x  étant  regardée  comme  constante,  dans 
2(zAj),  on  a 

lini\^    Aj?liin\^(zA7)     =±  lîm^     1>"*5j  (^^J^^)    » 
ou  bien 

Donc  enfin 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

437.  On  peut  d'ailleurs  démontrer  ce  tbéorème  par 
des  considérations  géométriques.  Soit 

l'équation  d'une  surface  :  l'intégrale  double 

I     dx   I  zdy 

a  %'(j)  [x) 

représente,  comme  on  l'a  vu  au  n^  433,  le  volume  V 
compris  entre  cette  surface,  le  plan  xy^  deux  cylindres 
parallèles  à  l'axe  des  z  et  deux  plans  parallèles  au  plan 
zOj. 

Soient  M  et  M'  deux  points  voisins  quelconques  sur  la 
surface.  Construisons  le  rectangle  P/^'  dont  les  côtés 
parallèles  aux  axes  Ox  et  Oy  soient  conduits  par  les 
points  P  et  P',  pieds  des  parallèles  à  l'axe  des  z  menées 
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par  les  points  M  et  M'.  Les  p]( 
Fig.  97- 


MPp,  mpP',  M'P'p'el 
ni^Y  coupent  la  surface  suivant 
un  quadrilatère  courbe  MM'  :  te 
volume  V  est  la  somme  des  solides 
analogues  à  MP',  terminés  aux 
Iimîttsconvenables.SoilMP=«, 
et  soient  z  —  a  la  plus  petite,  et 
Z  +-  S   la   plus  grande  distance 


des 


poiiii 


idela 


jrface 


uplan 


ity  dans  toute  l'étendue  du  quadrilatère  courbe  MM'. 

Le  volume  MP',  que  nous  désignerons  par  ÛV,  est 
compris  entredeusparallélipipèdes  rectangles  ayant  pour 
base  commune  Pp' et  respectivement  pour  hauteurs  z — a, 
et  z  H-  £;  comme  d'ailleurs  le  rectangle  ¥p'  ^  ùxAjr, 
on  aura 

(e  —  a)4J!4j-<AV  <  {*  +  S)  iJ^'A;-, 


Mais  a  et  6  s'annuUnt  avec  Ax  et  Aj-,  on  a 


Par  conséquent. 


iV  = 


xàfit-i-n). 


ïl  devenant  nul  en  même  temps  que  Ax  et  Ay. 

Pour  chaque  valeur  de  x  et  de  Ax,  on  a  une  infinité 
de  valeurs  de  Ay  qui  produisent  dans  le  solide  une 
tranche,  dont  le  volume  sera  représenté  par 


2[-i-«:r(.- 


.)!■ 


Puis  en  faisant  varier  x,  c'est-à-dire  en  prenant  les  autres 
valeurs  de  Ax,  on  a  une  suite  de  tranches  doiit  la  somme 
donne,  quand  on  passe  à  la  limite,  le  volume  V,  et  par 
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conséquent, 

Mais 

Or 

'^^(nzAxày)=zo, 

En  effet,  en  supposant  tous  les  points  M,  M',  etc.,  assez 
rapprochés  les  uns  des  autres,  on  pourra  toujours  faire 
en  sorte  que  pour  chacun  d'eux  on  ait  yî  <[  €,  e  étant  une 
constante. arbitraire  que  l'on  peut  supposer  aussi  petite 
que  Ton  veut.  Par  conséquent, 

Or  celte  dernière  quantité  est  nulle  à  la  limite,  puisque  e 
peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  que  d'ailleurs 

y  y  (z^xAy)  a  une  valeur  finie.  Donc  enfin 

V     ou       I     dx  j  zdx  =z  iim  ^^y  (z^xày). 

INTÉGRALES    TRIPLES. 

438.  Soit.U  =y(a:,  j^,  z)  une  fonction  de  trois  va- 
riables indépendantes  .r,j^,  z. 

Si  Ton  intègre  la  différentielle  \]dz  par  rapport  à  z, 
c'est-à-dire  en  regardant  x  et  j)^  comme  des  constantes, 
et  si  l'on  fait  varier  z  entre  deux  liniiies  représentées  par 
deux  fonctions  de  x  et  de  y,  savoir  f  (a:,  j^)  et  F  (j^)J^), 
on  aura  l'intégrale 

qui  sera  une  fonction  de  x  et  de  j^. 

Sturm.  —  An.,  I.  28 


L 
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Coosidérons  maintenant  x  comme  constante  dans  la 
/onction 

Vdz. 


Intégrons  cette  fonction  par  rapport  k  y  en  faisant  varier 
y  entre  deux  limites  représentées  par  ç  [x)  et  ^  [x)  :  on 
aura  l'intégrale 

qui  sera  une  fonction  de  x. 

Enfin,  si  Pon  intègre  la  différentielle 


dy 


da:  I  dy   \  \5dz. 


par  rapport  à  x,  en  faisant  varier  x  entre  deux  limites 
quelconques  a  et  6,  on  aura  pour  résultat 


^(')  /»F(',^) 


/     -^^c  /  df  Vdz. 

Cette  expression  se  nomme  intégrale  triple  ^  on  la  repré- 
sente aussi  par 

r  r  r 

Vdjcdjrdz, 


fff' 


On  concevra  de  même  une  intégrale  d'un  ordre  quel» 
conque. 

On  démontrera  encore,  dans  le  cas  de  l'intégrale  triple, 
que 

dx  dy  l  U^3  =:Iim  2^2)2  (U^-=^^^^  =  )- 

La  démonstration  étant  tout  à  fait  semblable  à  celle  que    ^ 
nous  avons  donnée  pour  une  intégrale  double,  nous  nous 
dispenserons  de  la  répéter  ici. 


J  a  «/©  i 
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THÉORÈME    SUR    L*ORDRE    DES    I^TÉGRATIONS. 

439.  Nous  avons  obtenu  précédemment  (43i),  pour 
l'expression  du  volume  compris  entre  deux  surfaces, 
deux  cylindres  parallèles  à  Taxe  Ozy  et  deux  plans  paral- 
lèles au  planj^z,  rinlégrale  double 

.h  ^'P  {X) 

[z  —  Zi)dy. 

Ici  Tordre  des  intégrations  nVst  pas  indifférent.  Ainsi 
Ton  n'obtiendrait  pas,  en  général,  le  résultat  cherché  par 
la  formule 

f{x)  J  a 

Toutefois,  si  (p  [x)  et  ^  [x)  sont  des  constantes  a'  et  b\ 
c'est-à-dire  si  les  deux  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z 
se  réduisent  à  deux  plans,  il  sera  indifférent  de  com- 
mencer par  l'une  quelconque  des  deux  intégrations*,  car, 
en  répétant  les  raisonnements  du  n**  431,  on  voit  que  le 
volume  en  question  a  tout  à  la  fois  pour  mesure  Tune 
quelconque  des  expressions 

J/*b  /*b'  /tb'  r»b 

dx  I      (Z  —  Zi)(ix      ou       I      dx   I     {z  —  Zx)dx. 
a  J  a'  Ja'  Ja 

DE    l'aire    des    surfaces    COURBES. 

440.  On  appelle  aire  d'une  surface  courbe,  terminée 
à  un  contour  quelconque,  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'aire  d'une  surface  polyédrique  composée  de  faces  planes, 
qui,  en  diminuant  toutes  indéfiniment,  tendent  à  devenir 
tangentes  à  la  surface  considérée.  On  suppose  d'ailleurs 
que  le  contour  qui  termine  la  surface  polyédrique  se  rap- 
proche indéfiniment  de  celui  qui  termine  la  surface 
courbe. 

Nous  allons  d'abord  démon irer  l'existence  de  cette 
limite. 

:>.8. 


■^Q>' 
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Prenons  sur  la  surface  deux  ]M>mts  M  [x,  y,  z),  et 
M'  (x  +  Ax,  j-h  Ay,z  +  Az).  Soient P ci  P' leurs  pro- 
r>B-  98.  jec-iions  sur  le  plan  xOy.  For- 

mons le  rectangle  PP'=  Ax  A/ 
dout  les  côtés  soient  parallèles  à 
Ox  et  à  Oj,  et  concevons  un 
prisme  indéfini  ayant  pour  base 
ce  rectangle,  et  dont  les  arêies 
soient  perpendiculaires  au  plan 
xy.  Ce  prisme  intercepte  sur  la 
surface  donnée  un  quadrilatère  curviligne  MM',  ei  sur 
la  surface  polyédrique  une  aire  tu  qui,  si  elle  n'est  pas 
plane,  sera  composée  de  parties  planes  a,  a',  n",  etc. 

Or,  puisque  les  plans  de  toiiLes  ces  surfaces  tendent 
indéfiniment  à  se  confondre  avec  le  plan  tangent  à  la 
surface  an  point  M,  si  6,  0',  6",  etc.,  sont  les  angles 
formés  par  les  plans  des  éléments  a,  a',  ti",  etc.,  avec  le 
plan  xy,  et  si  X  est  l'angle  que  forme  ce  dernier  plan 
avec  le  plan  tangent  en  M,  ou  aura 

•   cose=^CosJ(i  +  a),     cos6'^c(isl(i -ha'),.  .  ., 
ec,  ce',  etc,  désignant  des  quantités  qui  s'annulent  en 
même  temps  que  Ax,  A/.  Mais  le  rectangle  PP'est  la 
somme  des  projections  de  tous  les  triangles  dont  nous  par- 
lons. Donc 
ù:cij':=rtcos)i(i  -(-a)-t-a'co3l(l  +«') -|-n"cosX(n-a")-l- ..., 


ou,  comme  a 


En  opérant  de  la  même  manière  dans  toute  J'étendue 
àe  la  surface,  on  aura  uu  certain  nombre  d'ëquatioDS  ana- 
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logues  à  celle-ci,  et  qui,  ajoutées  merabre  à  membre,  don- 
neront Tégalilé 

Donc 

lim^ ^  =lim^tt)  +  Hm  ^^(ax  4-a'a'  -t-  «"a" -h...). 

Or 

lira  V  (fl a -h  «' a' -h  «''a" -+-...)=:  o, 

d'après  le  théorème  démontré  au  n**  16  :  donc 

i^  ^    cosX         J  J    cosX 

On  voit  par  là  que^ co,  ou  la  surface  polyédrique,  a 
une  limite. 

441.  Ainsi,  en  appelant  A  l'aire  de  la  surface,  on  a 


-ff 


cosX 


riz        dz    . 

)artielles 
quation  de  la  surface,  on  a 


Sî/7  et  ^  sont  les  dérivées  partielles  ^  et  —  tirées  de  l'é- 


ces  A  =  -r-.  9 

et  il  vient 


A  ==1^  j    j  Vi.-+-/>^-+-  q'^dxdy. 

Si  la  surface  est  limitée  aux  plans  x  =  a^y  =  ô  et  au% 
cylindres  j^  r=  cj  (x),  j^  =  t|^  (x),  on  aura 

A=    /      dx  ï  dy  S;' \  ■>r  p^ -^  q'^\ 

J  a  c/çj  (x) 

la  marche  par  laquelle  on  parvient  à  ces  limites  est  la 
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= ^, -/      (n"-.r')<i 


et  pour  l'ellipsoïde  entier 

ïirfl'iVsmesinï. 

430.  En  comparant  cette  expression  du  volume  de  l'el- 
lipsoïde à  celle  qu'on  a  obtenue  précédemment,  on  trouve 


l'èVsi 


ni  =  abc, 


équation  qui  démontre  que  tous  les  parallélipipèdes  con- 
struits sur  les  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde  sont 
équivalents  au  paraliélipipède  rectangle  construit  sur  les 
a\es.  On  en  déduit  aussi 


nabc^  jta'fiVsi 


ni, 


c'est-à-dire  que  tous  les  cylindres  circonscrits  à  l'ellip- 
soïde et  dont  les  bases  sont  parallèles  aux  plans  des  courbes 
de  contact  sont  équivalents  entre  eux. 


VOLUMES    TERMIMÉS    I 


DIVERSES    SURFACES. 


431.   Imaginons  maintenant  une  surface  quelconque 
■"ie^S.  CDEF  dont  l'équation  soit 

Supposons  que  deux  plans 
parallèles  à  yOz,  menés 
aux  distances  OA=a, 
0B^5,  coupent  la  sur- 
face suivant  les  courbes  CD 
et  EF.  imaginons  encore  deux  cylindres  droits 
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ayant  pour  bases,  sur  le  plan  jOx^  les  courbes  RV  et  ST 
et  coupant  la  surface  suivant  les  courbes  CF  et  DE.  Ou 
pourrait  se  proposer  de  trouver  le  volume  DCFERVTS, 
mais  il  vaut  mieux  rendre  la  question  plus  générale  en 
considérant  une  seconde  surface  C'D'E'F',  dont  Téqua- 
tion  est 

Fi  (J?,  Xf  z)  =  o, 

et  chercher  le  volume  CDEFC'D'E'F'. 

Pour  cela,  menons  à  une  distance  arbitraire  x  =  OQ, 
comprise  entre  a  et  i,  un  plan  parallèle  à  yOz,  et  déter- 
minons Taire  de  la  section  GHH'G'.  Or  cette  aire  plane 
est  comprise  entre  deux  courbes  dont  les  équations 

s^obtiennent  en  faisant,  dans  celles  des  deux  surfaces,  la- 
variable  X  égale  à  la  constante  OQ.  Elle  aura  pour 
différentielle  (z  —  Zi)  dj^  z  et  z^  étant,  d'après  les 
équations  (i),  des  fonctions  de  y  correspondantes  à  une 
même  valeur  de  cette  variable.  On  aura  donc,  en  intégrant 
entre  les  limitesj^etj^,, 

aireGHG'H'=  Ç  \z-^z,)fix. 

Ainsi  z  —  Zi  étant  une  fonction  dey  dans  laquelle  x  entre 
comme  constante,  on  trouvera  pour  l'intégrale  indéfinie 


/ 


{z  —  Zi) djr  =  n  [x,  x)  -h  C. 


On  fera,  dans  cette  fonction,  j^  =  (p  (x)  et  y  =  tp  (x)  suc- 
cessivement, x  étant  regardée  comnie  constante,  d'où  Ton 
déduira 

'  (z  —  z.)  dj  —  aire  GH  H'G' =  7r[^,  ^  {x)]  —  n  [x,  f{x)], 

p(*) 


résultat  qui  ne  dépend  que  de  x. 
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En  regardant  de  nouveau  x  comme  variable»  on  aura 
pour  le  volume  demandé 

j  TT  [j:,  ^|/  (a:)]— 7r[a:,(p  (x)] j  dx=  \     dx  j  (s— z,  )  dy. 

432.  Lorsque  les  deux  surfaces  cylindriques  se  rédui- 
sent à  des  plans  parallèles  à  zOy^  cp  (x)  et  ^  [x]  ne  sont 
plus  que  des  constantes  c  et  e,  indépendantes  de  la  valeur 
OQ  de  X,  et  la  formule  se  réduit  à 

I     dx  /     (i-z,)dy. 

a  Je 

433.  Si  la  surface  inférieure  se  confond  avec  le  planaj^, 
on  aura  z,  =  o,  et 


.b  ^^{x) 


Ja  J  o 


V=r    /       dx  Zdf, 


pour  le  volume  compris  entre  une  surface  quelconque, 
le  plan  x/^  deux  cylindres  parallèles  à  Taxe  des  z  et  deux 
plans  parallèles  au  plan  zOy. 

434.  Ce  qui  précède  peut  servir  à  déterminer  le  volume 
d*un  corps  quelconque  terminé  de  tous  côtés  par  une  sur- 
face dont  Téquation  F  (x^y,  z)  ==  o  est  connue. 

Imaginons  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface,  parallè- 
lement à  Taxe  des  z-^  comme  en  chaque  point  (x^y^  z) 
de  la  courbe  de  contact  le  plan  tangent 

^I(X-x)+^(Y-^-)  +  ^{Z-*)  =  o 
dx  ^  '        dy^  ^  ^         dz  ^  ' 

est  vertical,  on  a 

dF  {.T,  j,  z) 

dz 


=  0. 


L^élimi nation  de  z^  entre  cette  équation  et  celle  de  la 
surface,  donne  une  équation 
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qui  représenie  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  jcy.  Cette 
courbe  est,  par  hypothèse,  une 
courbe  fermée,  et,  en  la  coupant 
par  un  plan  parallèle  kjOz,  on 
aura  deux  ordonnées  y  =  <f  (j^) 
et  /t  ^  9i  (x)  représeutées  sur 
la  figure  par  Ql,  QK,  et  ana- 
logues aux  lignes  de  même  nom 
dans  la  question  précédente. 
De  même,  ce  plan  sécant  déter- 
minera dans  la  surface  une  courbe  fermée,  et  si  z  ^  MP, 
Zi  =  M'P  sont  les  deux  valeurs  de  z  correspondant  à  la 
Taleur  j'  =  PQ,  l'aire  de  celte  section  sera  exprimée  par 


i: 


.,)*-. 


Si  mainlenant  on 
planj'Oz  aux  pla 
parallèles,  on  auri 


désigne  par  a  et  A  les  distances  du 
is  tangents  à  la  surface,  qui  lui  sont 
pour  le  volume  du  corps 


1.  La  sphère  j'+^'+a'=  r'  est  percée  à  jour  par  les  deux 
cylindres 

j'-H  j'  — ^  =  o, 

Le  volume  du  solide.sphérique  non  enlevé  est  égal  à  —  r'. 

2.  Calculer  le  volume  compris  entre  le  plan  xjr  et  les  surfaces 
représentées  par  les  équations 
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INTÉGRALES  MULTIPLES.  —  AIRE  DES  SURFACES  COURBES. 

Intégrales  doubles.  —  Intégrales  triples.  —  Théorème  sur  l'ordre  des 
intégrations.  —  Quadrature  des  surfaces  courbes.  —  Aire  des  surfaces 
de  révolution.  —  Application  à  rcllipsoïde.  —  Changement  de  va- 
riables dans  une  inlégrsfle  double. 


DES   II^T-ÉGRALES    DOUBLES. 

435.  Toute  expression  où  il  entre  deux  intégrales  re- 
latives à  des  variables  différentes,  comme  celles  que  nous 
avons  obtenues  à  la  fin  de  la  dernière  Leçon,  est  ce  que' 
l'on  appelle  une  intégrale  double. 

Une  intégrale  double  est  définie  lorsqu'on  assigne  les 
limites  des  deux  intégrations.  Elle  est  indéfinie  dans  le 
cas  contraire,  et  on  la  représente  alors  simplement  par 

/    /  zdxdy. 

dx  l  zdj  est  la  li- 

mite  de  la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  z^xC^y 
•entre  les  limites  des  deux  intégrations. 

En  effet,    /  zdy   q^\    l'intégrale   définie    Aq  zdy 

prise  entre  les  limites  (f[x)  et  ^  (x)  àe  j,  x  étant  re- 
gardée comme  constante  :  on  a  donc  (375) 

zdy  =  lim    y^  (zAf), 

Par  conséquent,  en  multipliant  par  Ax  et  faisant  varier 
jc  depuis  X  =z  a  jusqu'à  x  =  b^  \l  vient 


/ 
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Ofj  si  les  valeurs  de  x  se  rapprochent  de  plus  en  plus, 
on  a 


lim  >    j  Ax   1  zdy  I  :=   /      djc   I  zdy". 


d'un  autre  côté,  x  étant  regardée  comme  constante,  dans 
2(«Aj),  on  a, 

lini\^|  AarIimy^(zA/)     ==  lim ^^     ï*'"^!  i^^X^^)    ' 
ou  bien 

Donc  enfin 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

437.  On  peut  d'ailleurs  démontrer  ce  théorème  par 
des  considérations  géométriques.  Soit 

Féquation  d'une  surface  :  l'intégrale  double 

]     dx  j  zi/jr 

représente,  comme  on  l'a  vu  au  n°  433,  le  volume  V 
compris  entre  cette  surface,  le  plan  xy^  deux  cylindres 
parallèles  à  l'axe  des  z  et  deux  plans  parallèles  au  plan 
zOjr. 

Soient  M  et  M'  deux  points  voisins  quelconques  sur  la 
surface.  Construisons  le  rectangle  ^p'  dont  les  côtés 
parallèles  aux  axes  Ox  et  Oy  soient  conduits  par  les 
points  P  et  P',  pieds  des  parallèles  à  l'axe  des  z  menées 
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nées  polaires  r  et  6;  on  a 

a7=rcos6,        ^  =  rsin6; 

les  quadrilatères  ABCD  dans  lesquels  on  divise  le  plan 
des  a:y  sont  des  rectangles  dont  Tiiï!  est  compris  entre 
deux  cercles  de  rayons  r  et  r  -h  rfr,  et  deux  rayons  vec- 
teurs faisant  avec  Ox  les  angles  6  et  6  +  rf8;  son  aire  est 
égale  à 

*(S'i-SS)*'«-'-*'«- 

Considérons  une  sphère  qui  a  pour  centre  l'origine  et 
pour  rayon  a:  la  partie  de  sa  surface  située  au-dessus- 
du  plan  des  ûcy^  à  l'intérieur  du  cylindre  défini  par  Té- 
■quation 

esl  égale  (441)  à 

dx  / 


S_    I      ^^   I  ^dy 


-s/à 


r—x 


i   /«*  —  37*  —  y^ 


en  prenant  des  coordonnées  polaires,  on  aura 


K 

ar  dr 


*/__TC  */o 


a  cosO 


v/a2- 


u 


=  ia^j      (i  —  sinô)cro  =  (7r  —  2)a*, 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes  mon- 
trent qu'une  intégrale  de  la  forme  ///  P  dûc  dy  dz  peut 
être  transformée  en  une  autre  de  la  forme 

mais  nous  nous  bornerons  à  celle  seule  indication. 
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PREMIERE  LEÇON. 

NOTIONS     PRÉLIMINAIRES. 

i .  Notions  sur  les  fonctions.  —  On  appelle  variable  une  quan- 
tité qui  prend  successivement  différentes  valeurs,  et  constante  celle 
qui  conserve  une  valeur  fixe  dans  le  cours  d'un  même  calcul. 

2  Quand  les  valeurs  d'une  variable  dépendent  de  celles  que  prend 
une  autre  variable,  la  première  est  dite  une  fonction  de  la  seconde. 

.  3.  On  nomme  variable  indépendante  celle  à  laquelle  on  donne 
des  valeurs  arbitraires,  et  fonction  la  variable  qui  prend  des  valeurs 
correspondantes. 

On  indique  différentes  fonctions  d'une  variable  x  par /(j?),  <p  (x), 
F(x).  Le  résultat  de  la  substitution  de  «  à  la  place  de  a:  dans/(^) 
est  indiqué  par/ (fl). 

On  représente  les  fonctions  de  plusieurs  variables  par/(.r,  j,  z), 

?(-^,  r»2))  ^(^yX,  2), On  indique  par  f[a,b,c),  (p(«,A,  c), 

F(«,  6,  c),. . . ,  les  résultats  que  l'on  obtient  lorsqu'on  met  a^  by  c 
à'  la  place  de  j:,  j,  z  dans  ces  fonctions. 

4.  Ou  représente  une  fonction  d'une  seule  variable  par  l'ordonnée 
d'une  courbe  plane,  et  par  une  surface,  une  fonction  de  deux  va- 
riables indépendantes. 

5.  On  nomme  fonction  explicite  celle  qui  est  exprimée  immé- 
diatement au  moyen  de  la  variable  ou  des  variables  dont  elle  dé- 
pend, et  fonction  implicite  celle  qui  est  liée  aux  variables  dont  elle 
dépend  par  des  équations  non  résolues,  ou  par  des  conditions  quel- 
conques non  exprimées  analytiqucment. 

6  à  9.  MÉTHODE  DES  LIMITES.  —  Quaud  les  valeurs  successives 
d'une  quantité  variable  approchent  indéfiniment  d'une  quantité  fixe 
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et  déterminée,  de  manière  à  n'en  différer  qu'atissi  peu  qiCon  vou- 
dra,  cette  quantité  fixe  est  appelée  la  limite  des  valeurs  de  la  va- 
riable. 

Si  deux  quantités  qui  varient  simultanément  restent  constammenf 
égales  entre  elles,  dans  tous  les  états  de  grandeur  par  lesquels  elles 
passent,  et  si  Tune  d*elles  tend  vers  une  limite,  Tautre  tend  aussi 
vers  la  même  limite  :  principe  de  la  méthode  des  limites, 

iO  à  i2.  MÉTHODE  INFINITÉSIMALE.  —  Un  infiniment  petit  cst  une 
quantité  essentiellement  variable  qui  a  pour  limite  zéro. 

Les  infiniment  petits  sont  des  auxiliaires  qui  servent  à  rendre  plus 
aisé  le  calcul  des  quantités  finies. 

13.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infi- 
niment petites  n'est  pas  changée  quand  on  remplace  ces  quantités 
par  d'autre$  qui  ne  leur  sont  pas  égales,  mais  qui  ont  avec  elles  des 
rapports  tendant  vers  l'unité. 

14.  Autre  énoncé  :  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits 
ne  change  pas  quand  on  les  remplace  par  d'autres  qui  en  diffèrent 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  eux. 

15.  Théorème  IL  —  La  limite  d'îine  somme  d'infiniment  petits  de 
même  signe  ne  change  pas  quand  on  les  remplace  par  d'autres  dont 
les  raj:)ports  aux  premiers  ont  respectivement  pour  limite  l'unité. 

16.  Théorème.  —  Si  une  somme  d'infiniment  petits,  dont  le  nom- 
bre augmente  indéfiniment,  a  une  limite  finie,  la  somme  des  pro- 
duits obtenus  en  les  multipliant  respectivement  par  d'autres  infini- 
ment petits  aura  pour  limite  zéro. 

17.  Difï-érents  ordres  d'infiniment  petits.  —  Quand  des  infi- 
niment petits  dépendent  les  uns  des  autres,  on  en  prend  un  pour 
infiniment  petit  principal.  On  appelle  infiniment  petits  du  premier 
ordre  tous  ceux  dont  les  rapports  à  Tinfiniment  petit  principal  ont 
des  limites  finies  ;  infiniment  petits  du  second  ordre  ceux  dont  les 
rapports  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  sont  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Si  «  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  p  étant  fini  et  p 
infiniment  petit,  a''(/?-f-f)  représentera  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  de  n. 

Autre  énoncé  des  théorèmes  I  et  II  (13,  15)  :  *^{ 

Quand  en  cherche  la  limite,  du  rapport  de  deux  quantités  com- 
posées d'infiniment  petits  de  divers  ordres,  on  peut  ne  conserver, 
dans  chacune  de  ces  quantités,  que  les  infiniment  petits  de  l'ordre 
le  moins  élevé. 

Quand  on  cherche  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs  quantités 
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7n6niment  petiles,  on  peut  ne  conserver  que  les  infiniment  petits 
de  l'ordre  le  moins  élevé. 
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DEUXIEME  LEÇON. 

THÉORÈMES  SUR   LES   DÉRIVÉES   ET   LES   DIFFÉRENTIELLES. 

i8.  Origine  du  calcul  différentiel.  —  On  a  été  conduit  à  la 
découverte  du  calcul  différentiel  en  cherchant  une  méthode  générale 

pour  mener  des  tangentes  aux 
courbes  planes  représentées  par 
des  équations. 
Soit  la  courbe  ÂMB,  les  points 

la  sécante  M'MS,  et  la  tan- 
gente MT, 

tangIMR  =  lim  j7 

quand  h  diminue  indéfiniment  jusqu'à  zéro. 

19..  But  du  calcul  différentiel.  —  Fonction  dérivée.  —  Le 
calcul  différentiel  a  pour  but  de  déterminer,  pour  chaque  fonction, 
la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la 
variable,  quand  celui-ci  diminue  jusqu'à  zéro.  Cette  limite  est  appe- 
lée la  fonction  dérivée  de  la  fonction  proposée.  On  la  représente 
par  j'  ou  par/'(.r). 

20.  Différentielle.  —  Le  produit  de  l'accroissement  de  la  va- 
riable indépendante  x  par  la  dérivée  de  la  fonction  s'appelle  la  Tttf^ 
férentielle  do  la  variable  7,  et  on  la  désigne  par  dy\ 

dx=:x'h=f'(x)h. 

La  différentielle  de  la  variable  indépendante  n'est  autre  chose  que 
l'accroissement  h. 

La  dérivée  d'une  fonction  d'une  variable  est  le  quotient  de  la  dif- 
férentielle de  la  fonction  par  la  différentielle  de  la  variable. 

21.  dx  et  df  sont  les  accroissements  correspondants  do  x  et  de  j, 
quand  on  passe  du  point  de  contact  M  situé  sur  la  courbe  à  un  point 
quelconque  I  de  la  tangente,  tandis  que  /  ou  M'N  est  l'accroisse- 
ment de  l'ordonnée  de  la  courbe  correspondant  au  même  accroisse- 
ment h  =  dx  ÙQ  l'abscisse. 

22.  Le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  la  différentielle 
de  cette  fonction  tend  vers  l'unité. 
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23.  Propriétés  générales  des  fonctions  dérivées.  —  Une  fonc- 
tion croît  ou  décroît  a  partir  d'une  valeur  déterminée  de  x,  suivant 
que  sa  dérivée  est,  pour  cette  valeur,  positive  ou  négative. 

2i.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  by  cette  fonction  a  une  valeur  constante 
dans  cet  intervalle. 

25.  Si  une  f(»nction  est  croissante  dans  un  certain  intervalle,  sa 
dérivée  ne  peut  devenir  négative  dans  cet  intervalle;  si  une  fonc- 
tion est  décroissante,  sa  dérivée  sera  négative. 

26.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  était  constamment  infinie,  a:  serait 
une  constante. 

27.  Quand  on  considère  plusieurs  variables  x,  j,  z,  w,  on  repré- 
sente les  accroissements  simultanés  de  ces  variables  par  ^Jc,  A^, 

Az,  A«. 

28.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  pour  toutes  les  valeurs  de 
ia  variable  indépendante,  leurs  différentielles  ou  leurs  dérivées  sont 
égales. 

Deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par  une  constante  ont  la  même 
différentielle. 

29.  Réciproquement,  si  les  différentielles  de  deux  fonctions  sont 
égales  entre  elles,  dans  un  certain  intervalle,  ces  fonctions  auront, 
dans  cet  intervalle,  une  (différence  constante. 

30.  Des  fonctions  de  fonctions.  —  Quand  on  a 

X  étant  elle-même  une  fonction  de  ^,  f(j^),  on  dit  que  u  est  une 
fonction  de  fonction  de  .r. 

La  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  égale  au  produit  des 
dérivées  de  ces  fonctions. 

3i.  On  peut  écrire 

du  =  <3f'  [y]  djr, 

32. 

du   _  du  dy 

dx  ~~  dy  dx 
33.  Si  l'on  a 

on  aura 
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la  dérivée  de  la  fonction  u  est  égale  au  produit  des  dérivées  dos 
trois  fonctions  dont  elle  est  formée.  Cette  règle  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  fonctions. 


TROISIEME  LEÇON. 

RÈGLES     DE     DIFFÉRENTI ATION. 

3i.  Somme. 

d(u-\-  u  ^  z)  =  (fu  -h  du  —  dz, 

35  à  37.  Produit. 

dy  =  d{au^  =  adu, 
d(up)  =  vdu-{-  udi\ 

d(utfz)  =  vzdu  +  azdu  -p  uçdz. 

dluuz...t)       du       dv       dz  dt 

— -  = 1 1 h... H 

IWZ .  ,,t  U  V  z  t 

38.  Quotient. 

,u       i>du  —  udi> 

t 

39  à  42.  Puissance  m  quelconque. 

du"*  -■=  mu"*-^  du, 
43.  E^lpression  imaginaire. 

d(u-{-  V  \l —  I  )  =  du  -{-  dv  v/—  I  • 

44  et  45.  Applications. 

1^  Courbe  telle,  que  la  sous-normale  ait  une  longueur  constante  a. 

a**  Courbe  dont  la  sous-normale  est  une  puissance  donnée  de  l'ab- 
scisse. • 

/w  H-  1 

3®  Courbe  dont  la  sous-tangente  est  en  raison  inverse  de  l'or- 
donnée. 

éf  Courbe  dont  la  normale  est  constante. 

StIRM.    —    y/7l.,    1.  2() 
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46.   DiPFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  COMPOSÉES. 

47. 


QUATRIEME  LEÇON. 

NOTIONS     SUR     LES     SÉRIES. 

48.  DÉFINITIONS.  —  Série,  suite  composée  d'un  nombre  infini  de 
termes  formés  d'après  une  loi  déterminée. 

Si,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande,  la  somme  des 
n  premiers  termes  S„  approche  indéfiniment  d'une  limite  finie  et 
déterminée,  quand  n  augmente  de  plus  en  plus,  la  série  est  conver- 
gente^ et  la  limite  S  vers  laquelle  elle  tend  est  la  somme  de  la  série. 
La  différence  S  —  S„  =  R.  se  nomme  le  reste  de  la  série. 

Si  S„  croît  au  delà  de  toute  limite,  ou  n'a  pas  de  limite  fixe,  la 
série  est  divergente, 

49.  Théorèmes  sur  la  convergence  des  séries.  —  Pour  qu'une 
série  soit  convergente,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  consiste 
en  ce  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  au  delà 
du  //'*"",  tt„,  soit  aussi  petite  que  Ton  voudra,  si  n  est  suffisamment 
grand. 

50.  Â  partir  d'un  terme  //„,  n  étant  assez  grand,  les  termes  doi- 
vent finir  par  devenir  plus  petits  que  toute  quantité  donnée.  Con- 
dition nécessaire,  non  suffisante. 

51.  En  général,  pour  reconnaître  si  une  série 'est  convergente, 
on  compare  ses  termes,  à  partir  d'un  certain  rang,  à  ceux  d'une 
autre  série  qu'on  sait  être  convergente,  et  s'il  arrive  que  les  termes 
de  la  première  soient  inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  se- 
conde, alors  cette  première  série  est  convergente, 

52.  Théorème  1.  —  Une  série  dont  tous  les  termes,  ou  du  moins 
les  termes  très-éloignés,  sont  positifs,  est  convergente  si,  à  partir 
d'un  certain  terme,  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précédent 
est  plus  petit  qu'un  nombre  déterminé  X-,  qui  est  lui-ménrie  plus 
petit  que  l'unité. 

53.  Théorème  U.  —  Une  série  à  termes  positifs  est  convergente. 
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si,  à  partir  d'un  certain  terme,  on  a  constamment 

Ç/^<X-<i. 

54.  Les  termes  d'une  série  ayant  des  signes  quelconques,  si  la 
série  qu'on  obtient  en  prenant  positivement  tous  les  termes  au  delà 
d'un  certain  rang  est  convergente,  la  série  proposée  le  sera  aussi. 

Condition  suffisante,  non  nécessaire, 

55.  TiiéoRÈME  III.  ~  Une  série  est  convergente  quand  les  termes 
éloignés  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  décroissent  in- 
définiment. 

56. 

série  convergente,  si  .les  deux  sommes 

«,H-«,-f-«3  4-...4-«„4-...,     t'i-f-t',  H- t'a -4-...-+- <'„-!'..., 
sont  convergentes. 
57.  Étude  de  quelques  séries  : 

,o        li-a'-h- 1 5-4- 


i.a       1.^.3  1.2.3.../2 

convergente,  quel  que  soit  or, 

R.<^!r__^ — , 

i.a...«  n  -\-  i  —  X 

x^                                    af 
2"     i-1-xcosj:4 cos2J?-t-..  .H cosnx 

1.2  I  .  '2  .  .  .  /I 

convergente,  quel  que  soit  x\ 

_„  X       x^       x^  jf* 

12        3  n 

convergente  pour  x  entre  —  i  et  -h  i , 


K< 


//  +  I   I  —  jc' 


4.       .4.;„^+^(^Illl^.  +  ...4-"''"'-)-'^"-/'+')^4...., 

1.2  .  I  .  2 .  .  .  />»  ' 

convergente,  si  x'  <  i  ; 

tiO  III 

^  '       2^*       3^       4^  -r . . . , 

divergente  pour  m^^i^  convergente  pour  /w  >  1  j 

29, 
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6**     2-I-  — H !-^H !__4-...H 1 ,..., 

1.2         1.2.3  I.'2.3.4  1.2.0. ../I 

convergente.  On  en  représente  la  somme  par  e  : 
e  est  entre  2  et  3, 

1 . 2 .  i . . .  /i       n 
e  ==  2,7182818,  à  un  dix-millionième  près. 

') 


58  à  61 .  Limite  de  (  i  h j    quand  m  croit  indéfiniment. 


Cette  limite  est  le  nombre  e, 
62.  e  est  incommensurable. 


CINQUIEME  LEÇON. 

différentiation  des  fonctions  transcendantes. 

63.  Fonctions  logarithmiques. 

rf.log.r  =  —  loge. 

64.  Quand  le  nombre  e  est  la  base,  les  logarithmes  sont  dits  né- 
périens :  nous  les  désignerons  par  1. 

,         dx 

d\x  =  — • 

X 

On  passe  d'un  système  quelconque  au  système  népérien,  et  vice 
versa,  par  la  formule 

\OgX  =  \x  X'r—=\X  X  log<?. 

la 

Y^  ou  loge  est  le  module  du  système.  Quand  a  =  10,  le  module  est 

loge  =  0,4342945. 

65  et  66.  La  règle  de  la  différentiation  des  logarithmes  est  sou- 
vent utile  pour  diflférentier  d'autres  fonctions. 

67  à  69.  Fonctions  exponentielles. 

r/f/"  =  a^Xadu^     de*  =  e*  dx, 

La  fonction  Ce'  est  la  seule  qui  soit  égale  à  sa  dérivée. 
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70  à  75.  Fonctions  circulaires  directes.  —  sinj:,  cosj^,...  sont 
les  rapports  des  droites  ainsi  nommées  au  rayon  du  cercle,  jc  est 
la  longueur  d'un  arc  rapportée  au  rayon  pris  pour  unité  ;  si  2  est 
le  nombre  des  degrés  contenus  dans  x, 

X  =  —T-i      z  = X  or  =  57°  16' X  X, 

180  TT  ' 

L*arc  égal  au  rayon  =  67°  16'. 

d  sino:  =  coèxdxj     d  cosz  =  —  sin^^z. 

dz  ,     .  dz  ,    .  sinz^z 

rttangz= — 7-'  *  rtcotz  = r-r—      dsécz  = 5 — • 

°         cos''z  sin  z  cos^z 

76  à  80.  Fonctions  circulaires  inverses.  —  L*arc  dont  le  sinus 
est  :r  se  représente  par  arc  sin  j?. 

,  du 

d  arcsmi^  = 


d  arc  cos  m  =  — 


d  arc  langw  = 


du 


y/T^^u\ 
du 


°  1  H-  «^ 

a  arccotw  =  - 


I  +  a* 


SIXIÈME  LEÇON. 

DIFPÉRBNTIATION   des   fonctions   implicites.  —   GEANGEMENT 

DE    LA   VARIABLE   INDÉPENDANTE. 

81  et  82.   Différentiation  des  fonctions  implicites  données 

PAR  une  seule  équation 

f{x,y)  =  o\ 
df  ,         df  ,  dr  dx 

dj- 

83.  Élimination  des  constantes.  —  Si  entre  une  équation  donnée 
et  réquation  qu'on  en  lire  par  la  ditférentialion,  on  élimine  une  con- 
stante, on  a  une  nouvelle  équation  qui  exprime  une  propriété  de  la 
tangente,  commune  à  toutes  les  courbes  que  représente  l'équation 
proposée,  quand  on  y  donne  diirérrnles  valeurs  à  la  constante. 
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84.  Fonctions  implicites  données  par  plusieurs  équations. 

/(•^,  ri  «)  =  o>    P  (^»  r,  «)  =  o, 

dx  dy   ''       dz 

d¥  ,        dY   ,     ,  d¥   , 
—^dx-Jt--Y-dY-\--T'dz  =  o, 
dx  ity    -^        dz 

dy       dx  dz        dz  dx  dz  _dy  dx        dx  dy 

di^  d£^_dfdY'       dx~~  df.d¥^_dfdF_' 
dz  dy       dy  dz  dz  dy       dy  d^ 

85  et  86.  Si  l'on  a  n  équations  entre  n  +  i  variables,  on  égalera 
à  zéro  les  différentielles  des  premiers  membres  de  toutes  ces  équa- 

dy 

tiens;  on  aura  n  équations  du  premier  degré,  d*où  l'on  tirera  -~> 

dz      ^ 
-7-»  etc. 

(IX 

87.  DÉRIVÉES  ET  différentielles  de  divers  ordres.  —  Soit 
y=zf(x)  une  fonction  quelconque  de  x,  et  y'  sa  dérivée.  Si  Ton 
différentie  y\  ou  obtient  la  dérivée  de  y\  que  Ton  appelle  la  dérivée 
seconde  ou  du  second  ordre  de  /,  et  qu'on  désigne  par  y".  De  même 
y"  aura  une  dérivée  j'",  et,  en  continuant  ainsi,  on  aura  les  déri- 
vées de  tous  les  ordres  de  y.  On  les  représente  aussi  par  /'  (a:), 

A  ces  dérivées  correspondent  les  différentielles  successives  de  y^ 
que  l'on  représente  par  d^y^  ''/'/,.  •  •  • 

dy=y'dx,     d^y  =  j''dx^,     d^y^y'^dc^,...,     dy=y^'')flx", 

,      dy  „      d^y  „      d^y  ,„.       d^y 

•^       dx'      ^       dx''     -^        dx^'  -^  dx^ 

88.  Exemples  : 

1**  y  =  x^, 

d"*Y 
Si  m  est  entier,  -7-^  =  i  .^.3. .  ,m,k. 

Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

3°  y=  n'. 

d'W 
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4*  x  =  \ogx.  - 

fi'*  Y 

-rpr  =  (~  i)""'  i.a.3...(/i  —  i)jrMog<?. 
5*»  r=sinar,     ^  =  sm  (a:+ ~  ttJ. 

r  =  cos^,    ;^=c^s(^r-+--'^)- 

89.  Quand  la  fonction  y  est  donnée  par  l'équation  /(x,  ^)  =  o, 
df      df   ,  d^      d(p    ,       d(D    „ 

On  trouverait  de  môme  j*",  /*', 

90.   Du  CHANGEMENT  DE  LA  VARIABLE   INDEPENDANTE.  —  Si  Ton  a 

n  équations  entre  («  + 1)  variables,  /,  j:,  /,  w,  *',...,  on  peut  en 
regarder  une  comme  indépendante,  et  imaginer  que  toutes  les  autres 
soient  exprimées  en  fonction  de  celle-ci.  Si  Ton  choisit  ^,  par  exemple, 

on  a 

X  =  ^[t)    et    dy  =  ^i'')(t)df'. 

91 .  Si  Ton  prend  t  pour  variable  indépendante,  et  que  l'on  con- 
sidère x  et  j  comme  fonctions  de  f,  on  a 

d'X=f[x)dx^^r(x)d'x, 
d''X=f"'{x)dj^-\'3f"(x)dx€Px'^f'(x)d^x; 


ou 


f(0=/'(^)?'(0, 
^^"(0=--/"(^)?'(0'^-/'(^)/(0, 

92,  93.  Réciproquement, 

/•*'/    \  _  dx(dxd^y  —  dyd^x]  —  3d^x(dxd^x  —  dyd^x) 
J    (•^)-  ■■  ■  ^ = '- î 

les  différentielles  dans  les  seconds  membres  sont  relatives  à  /. 

94.  La  dérivée  première /'(or)  est  la  seule  dont  l'expression  par 
les  différentielles  de  or  et  de  ^  reste  la  même  quand  on  cesse  de 
prendre  x  pour  variable  indépendante,  ou  quand  dx  cesse  d'être 
constante. 
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95.  Vérification  des  formules  générales.  Si  x  =  t, 

/'(x)  =  £,  /"(-)  =  g-,  /"(.)  =  g:,.... 

96.  Si  l'on  prenait  /  pour  variable  indépendante,  Téquation 

étant  résolue  par  rapport  à  Xj  donnerait  une  valeur  de  la  forme 

x=F(/). 
F(^)  est  dite  \ai  fonction  inverse  de/(x). 

/^  '        F'(r)'' 

97.  Exemple.  


SEPTIÈME  LEÇON. 

différëntiation  des  fonctions  de  plusieurs  variables 

indépendantes. 

98.  Différentielles  partielles  et  totales  d*une  fonction  de 
PLUSIEURS  variables  INDÉPENDANTES.  —  Si  daus  uuo  fonctiou  de 
plusieurs  variables  indépendantes 

U=f[x,Xy  2)> 

on  ne  fait  varier  que  x,  et  qu'on  prenne  la  dérivée  de  la  fonction 
par  rapport  à  x,  cette  dérivée  partielle  sera  une  certaine  fonction 

ç(ji',jr,  z)\  on  la  représente  par  la  notation  -p  ou   •       !  '^' — --  En 

multipliant  la  dérivée  partielle  par  clx  ou  par  l'accroissement  arbi- 
traire de  J7,  on  aura  la  différentielle  partielle  de  u  par  rapport  à  x, 

f^(x,x,z)dx,  eu  -^dx. 

99.  La  somme. des  différentielles  partielles  de  «  par  rapporta 
toutes  les  variables  s'appelle  la  différentielle  totale  de  «. 

iOO. 

^u  =  [^{x,x,z)^x  +  ^if(x,x,z)^y'\-x[x,x^^)^^'\ 
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L*accroissement  de  la  fonction  u  se  compose  de  deux  parties  : 
dans  Tune,  les  accroissements  des  variables  sont  multipliés  par  de3 
fonctions  indépendantes  de  ces  accroissements,  et  qui  sont  les  dé- 
rivées partielles  de  u\  dans  l'autre,  ces  accroissements  sont  multi- 
pliés par  des  quantités  a,  ^*,  7"  qui  s'évanouissent  en  même  temps 
qu'eux. 

101.  Exemples. 

102.  Propriétés  de  la  différentielle  totale.  —  La  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  d'une  fonction  à .  sa  différentielle  totale 
est  l'unité. 

103.  Quand  une  fonction  de  plusieurs  variables  est  constante,  sa 
différentielle  totale  est  nulle. 

Si  deux  fonctions  ont  une  diflérence  constante,  leurs  différentielles 
partielles  ou  totales  sont  égales,  et  réciproquement. 

104.  DiFFÉRENTIATION  d'uNE  FONCTION  COMPOSÉE  DE  FONCTIONS  DE 
PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES,   p  foUCtioU  COmpOSéO  de  deUX 

fonctions  des  variables  \  p  =^¥(u^  p),  u  ei  v  étant  des  fonctions  des 
variables  indépendantes  j:,  j,  2  : 

dp       dp  du       dp  dv 
dx       du  dx       dv  dx 

dp       dp  du       dp  dv 
dy       du  dy      dv  dy 

dp  __  dp  du       dp  dv  ^ 
dz  "~  du  dz       dv  dz  ' 

la  différentielle  totale  de  p  : 

dp=  -^du-\-  -j-  dv, 
^        du  dv 

105.  Différentielles  des  fonctions  implicites  de  plusieurs 
variables  indépendantes. 

(2)  F(.r,  j,  3,  «,(»)  =  o. 

df  ,         df  ^         df  ^        df  ^         df  , 
-J-dx-\-  -LdY-{-  -y-dz^-f-du  +  -^dv  =  o, 
dx  dy  dz  du  dv 

-7—  dx  -\ — 7-  rtf  H — TdZ'\ — 7-  du  H — 7-  rit^  =  o . 
dx  dy    ^        dz  du  dv 

De  ces  deux  équations  on  tirera  du  et  dv, 

106.   DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  DE  DIVERS   ORDRES.    -, — 7-  OU 

^  dydx 


458  TABLE    ANALYTIQUE 

d^  U 

.    .    indique  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  la  dérivée  de  u  par 

d'^u 
rapport  à  x.  De  même    ,    .    est  la  dérivée  par  rapport  à  :r  de  la 

dérivée  de  u  par  rapport  à  y. 

On  indique  d'une  manière  semblable  le  résultat  d'un  nombre 
quelconque  de  diiférentiations  exécutées  dans  un  certain  ordre  sur 
la  fonction  u, 

107  à  109.  Théorème  sur  l'ordre  des  différentiations.  —  Le 
résultat  final  de  plusieurs  diiférentiations  successives  «st  toujours  le 
même,  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on  opère  par  rapport  aux 
diverses  variables. 

110.  Différentielles  totales  de  divers  ordres  d'une  fonction 
DE  plusieurs  variables  INDÉPENDANTES.  —  Soit  U  uno  foHction  de 
trois  variables  indépendantes  x^  j,  z, 

du  .\(«) 


f»  [  fl^*  »         du  ,        du  ,\ 


formule  symbolique,  dans  laquelle  il  faudra  remplacer  di^  par  d'*tt 
après  le  développement. 

111.    DÉRIVÉES    PARTIELLES    DES    FONCTIONS    IMPLICITES.    —    Une 

équalion/(x,  j)  —  o,  entre  deux  variables  x  eiy,  donne 

<f     ■ 

-rfx  +  -rfr  =  o,    doù    ^  =  --Q, 

dx}  dxdy  dx      dy^  \^J       ^X  ^^  ' 

d'^r  d^Y 

•d'où  l'on  tire  -j~*  En  différentiant de  nouveau,  on  obtiendra  -i^ i 

d'y 
dx'' 

112  et  113.  Si  l'on  a  une  seule  équation  entre  trois  variables 

^n  différentiant  l'équation  (i)  par  rapport  à  jt,  on  a 

df      (!fdz_^^ 
^    '  dx       dz  dx~     ^ 
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d'où  l'on  tire-j~'  On  a  de  môme   ,-  par  l'équation 

r\\  df      df  dz  _ 

dy      dz  dy~    ' 

En  différentiant  l'éduation  (2)  par  rapport  à  x,  on  aura 

d'^f      ^  d\f  dz       d^(dzy     dfd^_ 
de*         ddodz  dx      dz*  \dx/       dz  dx*  ~    ' 

En  différentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  ^,  ou  l'équation  (^) 
par  rapport  à  ^,  on  trouve  également 

d^^d^dz    ^     d\f  dz   ,   d\fdzdz   ,   df  d*z    _■ 

—  o» 


dxdjr      dfdz  de      drdz  dy      dz*  de  df      dz  dxdy 

d  ou  -i—j-  y  etc. 
dxdy 


HUITIEME  LEÇON. 

FORMATION   DES   ÉQUATIONS  DtFFÉRENTIELLES;    ÉLIMINATION 

DES   FONCTIONS   ARBITRAIRES. 

414-145.  Élimination  des  constantes.  —  Étant  données 
n  équations  qui  renferment  une  variable  indépendante  x^  n  fonc- 
tions inconnues  de  cette  variable  et  n-\-p  constantes  arbitraires, 
on  peut  éliminer  ces  constantes  entre  les  équations  données  et 
celles  qu'on  en  déduit  en  les  différentiant  un  nombre  suffisant  de 
fois  par  rapport  à  a:  :  on  obtient  n  équations  différentielles  simul- 
tanées. 

L'élimination  de  C  et  Ci  entre  une  équation 

/(^,j,  2,  G,Ci)  =  0 

et  les  équations  dérivées  par  rapport  à  .retjr  donne  une  équation 
aux  dérivées  partielles,  moins  générale  que  l'équation  proposée. 

416.  Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  Soit 

cp(ai,  a2,  . . .,  a,i)  =  o 

une  équation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  arbitraire 
des  n  quantités  ai,  a2,  . . . ,  a^^  qui  sont  des  fonctions  connues  d'une 
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quantité  inconnue z  et  de n  variables  indépendantes  J^i,  «rj,  ,...Xn\ 
on  peut  éliminer  cpjj^ ,  <pj^^, . . .  entre  les  équations  obtenues  en  dif- 
férentiant  la  proposée  par  rapport  à  xi,  ^cj,  . . .,  or^;  le  résultat 
constitue  une  équation  aux  dérivées  partielles,  linéaire  et  du  pre- 
mier ordre. 

H7.  On  trouve  encore  une  équation  du  premier  ordre,   mais 
non  linéaire,  en  éliminant  a  et  la  fonction  (p  entre  les  équations 


/[.r,j,  2,a,  <j)(rt)]  =  o, 


da 


=  o 


et  les  équations  dérivées  de  la  première. 

118.  D'une  manière  générale,  on  peut,  à  Faide  d'un  nombre  suf- 
fisant de  différentiatîons,  éliminer  tant  de  fonctions  arbitraires  que 
Ton  veut. 

119.  Changement  des  variables  lndé pendantes.  —  Soit  «une 
fonction  de  j:,  jr,  z,  si  l'on  donne  x,  j,  z  en  fonction  de  {,  r^,  Ç, 
on  aura,  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  dérivées  de  «, 

du  _  du  dx       du  dy       du  dz 

du  _  du  d\        du  dr^        du  d^ 
dx  ~^  ~d\  dx       dt]  dx       d^  dx 

120.  Application  des  relations  (2)  au  cas  où  l'on  pose 

X  =  r  cos  6,        ^  =  r  sin  6. 

121.  Une  dérivée  partielle  de  la  forme  --r-  n'a  de  sens  que  si 

l'on  indique  les  variables  qui  restent  constantes  quand  x  varie. 

122.  Soit  u  une  fonction  de  j:  et^;  si  l'on  pose 

on  pourra  regarder  u  comme  fonction  de  $  et  ir),  et  l'on  aura 
du       d?       d?  dû  du       d¥^       d¥^  d\> 


'"f 


d^        d^        r/u   ^r  '         di  "    d^  dj    d^  ' 

en  substituant  ces  expressions  dans  les  équations  (i),  n°  119,  on 

,,,       ..  ,     .      du     du     d^u  - 

aura  assez  d  équations  pour  calculer  -r^  -i-'>  -f-^  ?  •  •  •  >  en  fonc- 

tion  de  -77  >  -7-  j  .  •  •  • 
aç      d\ 
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NEUVIÈME  LEÇON. 

DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE   DES   FONCTIONS   D*UNE   SEULE 

VARLVBLE. 

123  à  125.  SÉRIE  DE  Taylor. 

.fins  (^)  H "     f{n^l)  (x-hU), 


I.2.3.../I  I.2.3...(/2-f- l)' 

Cette  formule  a  lieu  pourvu  que  /('»-^-lJ  (a:')  reste  finie  et  bien 
déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x',  depuis  la  va- 
leur X  jusqu*à  x-^  h. 

Les  fonctions  dérivées  d'ordre  supérieur  à  /«  -4- 1  ne  sont  assu- 
jetties à  aucune  condition. 

1.2.3.  .  .(/2-<-  I)-  ^  / 

126.  Autres  formes  du  reste. 

R  = -— ^- [/<'"  (X  +  6/,) -/<«)  (x)]. 

M.   •  Ja  •  yJ  •    •    •  il 

La  formule  suppose  que/^"^  {x')  reste  finie  et  déterminée  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  x'^  depuis  x  jusqu'à  jc  -f-  //  ;  ello 
n'exige  aucune  condition  relative  aux  dérivées  d'un  ordre  supé- 
rieur à  /^. 


127. 


1.2.3. .  ./z  -^  \      '        ; 


128.  Remarque  sur  la  série  de  Taylor.  —  Si  l'on  arrête  la  série 
à  un  terme r /^"M*^)  Q"'  "^  soit  pas  nul,  on  pourra  pren- 

dre  la  qur^ntité  h  assez  petite  pour  que  ce  terme  surpasse  en  valeur 
absolue  le  reste  qu'il  faudrait  ajouter  à 

/(x)  + ///'(x) +. . .+ .j-^^^/(«)(x), 

afin  d*ayoir  la  valeur  exacte  de/(x  -i-  h). 

129.  Série  de  Maclaurin. 

/(x)=/(o)+x/'(o)  +  ^/"(o)  +  ^/"'(o)+.... 
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Le  reste  a  l'une  de  ces  trois  formes 

130.  Remarques  SUR  la  formule  de  Maclaurin.  --  Si  la  fonction 
f[x)  devient  infinie  ou  discontinue  pour  j:  =  o,  on  peut  la  déve- 
lopper, suivant  les  puissances  de  jt  —  «,  par  la  formule 

1  •  ^ 

431.  La  fonction /(x)  ne  peut  être  développée  en  une  série  con- 
vergente procédant  suivant  les  puissances  entières  et  ascendante» 
de  X  autrement  que  par  la  formule  de  Maclaurin. 

132.  La  série  de  Maclaurin,  quand  elle  est  convergente,  peut 
converger  vers  une  limite  différente  de/(x). 

133.   AUTBE  DÉMONSTRATION  DE  LA  SÉRIE  DE  TaTLOE. 


DIXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS   DE   LA  SÉRIE   DE   MACLAURIN. 
134  et  13o.    DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EXPONENTIELLES. 

X    ,     x^  x^        , 

1  1.2  1  .2.3 

I I    __„__ . c 

1.2.3.  ../?         I  .2.3.  ..(/?+ i) 

a*  =  I  + -j- + -j-^  + -y-^-3- + . . .  +  T^^TT^ 

,     -r"-^'!'")"-^'      ex 

I  /  .      Cl  m 

I  .  2  .  .  .  (  «  -f-  I  ) 
136.    DÉVELOPPEMENT  DE  SIN  .r. 


X 


Sin  X  ^=  X '■ ;r  -h 


>  a^ 


1.2.3       1.2.3.4.5 


I.2...(/2-l-l)  I.2...(/I-f-l) 


cos(9ar). 
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137.   DÉVELOPPEMENT  DE  COS  X, 


X*  X* 


COSa;  =  1 h 

'   ~         I .  '^ .  o .  4 

COS(Ôj:). 


1.2  1.2.3.4 


1.2.3...  (/i  —  l)  1.2.3...(/2-|-l) 

138  à  141.  Formule  du  binôme  pour  un  exposant  quelconque. 

(.+xr=i+/,.x+"''^-'^x'+... 

^  1.2 

1.2.3...// 

1.2.3.  ..  (/i  +  i)  ^  ' 

série  convergente,  si  x  tombe  entre  —  i  et  +1,  quel  que  soit  m. 

142.  Développement  de  1  (i  +  x).  —  Si  x  est  entre  -h  i  et  —  i, 

,  ,  ,  X*  X^  X* 

\(l-{-x)  =  X \-— 7+ 

2  i  4 

143,  144.  Formules  pour  le  calcul  des  logarithmes. 

1(^4-4)4-1  (^-4)  +  lK4-3)-f-l(x- 3)  ~2lx-l(x-h5)-l(x-5) 

=  J 7^  I  '/  7a  Y 

Lx*  — 25x^+72       3  \x*  — -  25^7'+ 72/ 

■^  5  \x'- 25^^-1-72)  "^-  •  •  J' 
Si  x^iooo,  on  a,  avec  une  erreur  moindre  que  — ^j 

I  (X 4- 4)  4- l  (x  -  4)  +  1  ( j:  4- 3)  H- 1  (x  -  3) 

—  2lj7  —  1  (JT  +  5)  —  1  (x  —  5)  =  o. 

145,  146.  Lorsque  deux  nombres  sont  supérieurs  à  une  certaine 
limite,  telle  que  10  000,  leur  différence,  pourvu  qu'elle  soit  suffi- 
samment petite,  qu'elle  ne  surpasse  pas  i,  par  exemple,  est  sensi- 
blement proportionnelle  à  la  différence  de  leurs  logarithmes. 

147.  Des  logariti^ies  considéfTés  comme  limites  d'expressions 
algébriques. 


^=  lim  (  I  H 1 

quand  m  =  00 , 


WI 
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IW,   149. 

\j  =  lira  [m  Cv^r  —  i)]  quand  m  =  x. 


ONZIEME  LEÇON. 

FORMULE   DE   MOIYRE    ET   SES  CONSÉQCENCES. 
150.   GÉNÉRALITÉS    SUa    LES    EXPRESSIONS    IMAGINAIRES.    —    Une 

équation  où  entrent  des  quantités  imaginaires  est  la  représentation 
symbolique  de  deux  équations  entre  des  quantités  réelles. 


151.  Toute  expression  imaginaire  a-^b  yj—  i  peut  être  mise 
sous  la  forme  r  (cos^  -h  yJ  —  i  sinf)  : 


r  =  v/«'-h  ^',     cosr  =  T     sin/  = 


h 


m 

La  quantité  positive  r  est  dite  le  module  de  l'expression  imagi- 
naire. Les  valeurs  de  sinr  et  de  cos/  font  connaître  l'arc  /  ou 
Vargument  :  on  le  choisit  ordinairement  positif  et  plus  petit  que  la 
circonférence. 

15:^.  Formule  de  Moivre. 

(cosx  4-  /—  I  sin  jt)"*  =  cos//f:r  -4-  /—  i  sin/7?jr, 

encore  vraie  lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire,  positif  ou  né- 
gatif. 

133.  Développement  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  multiple  d'un 
arc  suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc. 

/// [m  —  \)       „..      .  - 
cosmx  =  cos'".r '  cos"  'xsm  x 

I  .2 

H ^ ^~ ^cos'"-*xsm*x  — . . . , 

1.2.3.4 

* 

m  •       •            ni(m  —  i)  (m  —  i)       -,  ,    .  ,       . 
sin mx  =  m cos"*'* xsmx ^^ ^ cos"*~'  sm' x -{-,,., 

1.2.3 

loi.  DÉVELOPPEMENT  D  UNE  PUISSANCE  d'UN  SINUS  OU  d'uN  COSI- 
NUS SUIVANT   LES  SINUS  OU  LES  COSINUS  DES  MULTIPLES  DE  L'aRG.   — 

m  =  2n  :  *  », 

2'""'  cos'" X  =  cos mx  4-  m  cos  [m  —  i)x 

.    H ^^ cosfw  — 4  «ï^-i-.-.H ^ — ■• — 5 — ^^ ^• 

1.2  ^  '  2  1.2.3. ../< 
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m  =  2/1  +  1  : 

a"*-*  cos'"x  —  C08 nix  -4-  m  cos  (/w  —  a)  or 

H ^^ cos(/w  — 4)^+..  .H i '-^ -'cosx. 

1.2  ^  '  1.2. 3... 72 

153.  m  =  in: 

(  —  I )"  2"*"'  sin'"a7  =  cos mx  —  /w  cos  (/«  —  2 )  x 

-^ ^ L  cos  (  //l  —  4  Lr  —  .  .  .  dr i '- ^ ■'  - 

1.2  2  1.2.3...// 

/iz  =  2  //  4- 1  :    • 

(  —  I  )"  2*""'  sin"*  X  =  sin  ///x  —  /ti  sin  (  //?  —  2  )  .r 

■    /;i(/w-ti)    .    ,  ,.  /w(/77  —  !)...(// 4- 2) 

1 .2  1 .2. .  ./î 

436.  Définition  et  tropriétés  de  e^,  cos2,  sin3.  —  La  série 

z        2'  2' 


1        1.2        1.2.3 

est  toujours  convergente,  et  sa  somme  est  une  fonction  bien  déter- 
minée de  z  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  z;  par 
définition,  cette  fonction  est  e^.  On  pose  de  môme,  quel  que  soit  3, 

2*              2^                            .           z  z^ 

C0S2  =  1 1 ^- — ....         sm3= 


I .2  1.2.3.4  1  I  .2.3 

137.  Les  fonctions  ainsi  définies  conservent  les  propriétés  carac- 
téristiques établies  dans  le  cas  des  variables  réelles  ;  en  premier 
lieu,  l'égalité 


( 


IH 1 h...     (  i-h  -  -^  -= — 

I         1.2  /  \         I         1.2 

x-h  y       (x  -h  r)^ 

—  I  _i 1_  ^ : 


I  1.2 

est  une  identité,  qui  implique  la  relation  générale  e^ey  =  e^-^y. 

138.  Si,  dans  l'équation  qui  définit  e^j  on  change  2  en  dz  3  /—  1 , 
on  trouve,  eu  égard  à  la  définition  générale  de  sin  2  et  cos 2, 


^±c\/-i  —  (.032  ±1  /—i  sin2; 

cette  relation,  combinée  avec  la  propriété  fondamentale  do  e?-, 

montre  que  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  s'c- 

Sturm.  —  uén,y  I.  3o 
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tendent  aux  arcs  imaginaires.  On  nomme  sinus  et  cosinus  hyper- 
boliques de  3  les  fonctions 

159-160.  DÉFINITION  DE  Iz  ET  DE  3'«.  —  Le  logarithme  népé- 
rien de 

a  -h  b\/ — I  =  p(cosw  -h  v/ — •  sinw) 

est  défini  par  la  condition 

QX+yyTÂ  —  p(cOSa)  4-  \/—\  sinw), 

/[,o(cosw  -i-  y/ — I  sino))]  =  /p  -h(to  -h  ikTzy\/ — 1  ; 

il  a  une  infinité  de  valeurs,  mais  on  peut  suivre  l'une  d'elles  par 
continuité.  On  a  . 

2W  —  gmiz  —  pm  [cosw  (w  -h  aAir)  -h  v/— *  sin(w  -h  2  Air)]; 
celte  quantité  à  g  valeurs  si  m  ==--' 
161.  La  dérivée  d'une  fonction /(s)  de  variable  imaginaire  est 

f(z)  =  lim^-^-^ ^j — '-^^-  ; 

l'extension  aux  imaginaires  des  règles  du  calcul  algébrique  et  des 
relations  sur  lesquelles  repose  la  différentiation  des  transcendantes 
élémentaires  généralise  les  résultats  obtenus  pour  les  dérivées 
des  fonctions  de  variables  réelles.  On  a 

df(z)^f{z)dz. 


DOUZIEME  LEÇON. 

EXPRESSIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT  SOUS  UNE  FORME  INDÉTERMINÉE. 

162.  1C3.   Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent 
SOUS  LA  FORME  -  •   -^  sc  léduit  à  -  quand  x  =r  n.  /("+')  (a)  et 

O       <u  [JC]  O 

,p(''+»)(^/)  sont  les  premières  dérivées  qui  ne  s'annulent  pas  simul- 
tanémei  l  pour  .r  =  ri. 


liin 


/[x]-  f^-'Hn) 
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00 


164,  i6S.  Valeur  des  expressions  qui  preniNEnt  la  forme  — 


00 


/,!  prend  la  forme  —  >  pour  a:  =  «:  /i-f- 1  est  l'ordre  des  dérivées 
f(a:)  ^  00     ^ 

de  ^(x)  et  de/(x)  qui,  les  premières,  ne  sont  pas  nulles  ou  infinies 
à  la  fois. 

166.  Valeur  des  expressions  qui  preiNNEiNT  la  forme  g  x  oo  . 
—  Pour  trouver  la  valeur  de  l'expression  <?(«)/(«),  dans  laquelle 
<p  (a)  =  G  et/(fl)  =  00 ,  on  observe  que 


?(x)/{x)  =  51^, 


y» 


o 


expression  qui  devient  -  pour  x  =  n^  et  Ton'appliquera  les  règles 
précédentes. 

167.  Lorsque  les  dérivées  de  ^{x)  et  de  f[x)  conduisent  à  des 
expressions  qui  présentent  toujours  pour  x  =  a  \à  même  indéter- 
mination que  celle  dont  on  cherche  la  vraie  valeur,  on  remplace  x 
par  «  4- ^,  on  développe  les  fonctions  par  la  série  de  Taylor,  ei, 
toutes  simplifications  faites,  on  pose//  =  o. 

168.  Valeur  des  expressions  qui  prennent  la  forme  o"  ou  i*. 

f(xy  prend  une  forme  indéterminée  lorsque /(.r)  et  ^{x)  s'an- 
nulent toutes  les  deux  pour  x  =  n;  sa  vraie  valeur  s'obtient  en 
cherchant  celle  du  produit  (^(x)  \f(x). 

i69.  Extension  des  règles  précédentes.  —  Crs  rè.^les -subsistent 

encore  lorsque  a  devient  infini. 

Mais  avant  de  les  appliquer,  il  faudra  s'assurer  que  l'expression 

9'  (x) 
proposée,  ainc>i  que  ..,'  >?  approche  d'une  limite  quand  x  tend 

vers  l'infini. 


TREIZIEME  LEÇON. 

développement    des    fonctions    de    PLISIKIRS 

VARIABLES. 

170-171.  Extension  du  théorème  de  Taylor.  —  Soit  if  =f{.v,y) 
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une  fonction  de  deux  variables  : 

du  :       du  ,  I     (du  ,    ,   du  ,\('> 

1.2.3  V^'-  ^0"   /  i.'i...fi\dx  dy    } 

«=rï^[(f'-f')'"-(È '-!')"■']• 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacer  p  par  or  +  ô/i,  et  q  par 
nâ.  On  a  la  formule  *    * 

|/(X-|-//,  J-hX-,    3-+-/,...) 

(i)  <  ,         r/*//  d^u  _ 

'  i.a  1.2. ../i 

1 . 2 . . ./?  L  \  r/yL»  rtiy  r/r  / 

[du  ,       du  .    .    r/f/  -  .         \(")-| 

pz=x-hQh,     q=y-i-BA-^     r=  z  +  Bl..,, 
6  égale  une  fraction  positive. 

Si  R  peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  lorsque  n 
est  assez  grand,  la  série  indéfinie  qui  forme  le  second  membre  de 
l'équation  (i)  est  convergente  et  a  pour  somme 

C'est  la  série  de  Taylor  étendue  à  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. 

173.  En  prenant  à  et  k  assez  petits,  un  terme  quelconque  du 
développement,  s'il  n'est  pas  nul,  surpassera  en  valeur  absolue  le 
reste  de  la  série,  à  partir  do  ce  terme. 

I7i.  Extension  du  théorème  de  Maclaurin.  — Désignons  par  mq, 

/dn\      /du\  ,     .  du   du 

(  -T-  I  j  (  -T-  I  j •  •  •  ?  ce  que  deviennent  u,  -j->  -r-y  '>  pour  j:  =  o, 
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on  aura 


/  0 


expression  dans  laquelle  on  doii  faire  j:  =  o,  j  :i:=  o,  et  remplacer  A 
par  JT,  ^  par  j,  p  par  ôa:  et  7  par  ô  j, 

175.  Fonctions  homogènes. /(x,  /,  z)  sera  une  fonction  ho- 
mogène si  Ton  a 

m  est  dit  le  degré  do  la  fonction. 

n6.  Si  l'on  divise  une  fonction  homogène  de  degré  m  par  une 
des  variables  élevée  à  la  puissance  w,  la  fonction  ne  dépendra  plus 
que  des  rapports  des  autres  variables  à  celle-ci,  et  réciproquement. 

177.  Les  dérivées  partielles  et  du  premier  ordre  de  toute  fonction 
homogène  du  degré  /?i,/(a?.  j,  z)  sont  des  fonctions  homogènes  du 
degré  [m  —  i). 

178  à  181.  Pour  toute  fonction  homogène,  on  a 

du         du         du 


( 


du       ,  du         du   \<')  ,  . 


(du       ,   du  du   \(^) 

La  somme  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  homogène,  mul- 
tipliées respectivement  par  la  variable  correspondante,  est  égale  à  la 
fonction  multipliée  par  son  degré. 


QUATORZIEME  LEÇON. 

MAXIMUM    ET    MINIMUM    DES    FONCTIONS   d'uNE    VARIABLE. 

182.  Maximums  et  minimums  des  fonctions  d'une  seule  variable 
INDÉPENDANTE.  —  Soit  f  (x)  unc  fonclion  d'une  seule  variable  x. 
Si,  en  faisant  croître  x,  la  fonclion  prend  une  valeur  réelle  qui  sur- 
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passe  celles  qui  la  précèdent  et  celles  qui  la  suivent  immédiatement, 
cette  valeur  de  la  fonclion  est  dite  un  maximum.  On  appelle  //// 
rtimum  une  valeur  moindre  que  les  valeurs  voisines. 

183.  Une  fonction  peut  avoir  plusieurs  valeurs  maximums  et  mi- 
nimums, lesquelles  doivent  se  succéder  alternativement.  Un  maxi- 
mum peut  être  moindre  qu'un  minimum.  Un  maximum  négatif 
devient  un  minimum  quand  on  fait  abstraction  de  son  signe,  et  de 
même  un  minimum  négatif  pris  positivement  devient  un  maximum. 

48i.  Les  valeurs  de  x  qui  rendent /(j:)  maximum  ou  minimum 
se  trouvent  parmi  celles  pour  lesquelles /'(j;)  devient  nulle,  infinie 
ou  discontinue  en  changeant  de  signe. 

185.  Ordinairement /(.r)  reste  finie  et  contmue.  Dans  ce  cas, 
on  a  la  règle  suivante. 

18G,  487.  Quand  une  valeur  de  a:  annule  quelques-unes  des  déri- 
vées successives /'(j:),/''(j7),...,  si  la  première  dérivée  qu'elle 
n'annule  pas  est  d'ordre  pair,  la  fonclion /(x)  est  un  minimum  ou 
un  maximum,  selon  que  cette  dérivée  est  positive  ou  négative;  mais 
il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  la  première  dérivée  qui  ne 
s'annule  pas  est  d'ordre  impair. 

188,  189.  Maximums  et  minimums  des  fonctions  implicites 
d'une  seule  variable  indépendante.  —  Trois  équations  : 

(/(•^»/>  2, '0  =  0, 

(0  j    <^(J0,X,  2,   U)^0, 

\  -^[^iX,  2,  «)  =  0. 

Pour  trouver  les  maximums  ou  les  minimums  de  «,  on  différentie 
les  équations  (i),  en  y  regardant/,  z et  «  comme  des  fonctions  de jc 

et  supprimant  les  termes  où  entre  -1-  j  ce  qui  donne 

dx      dy    de      dz     dx         ' 

^    '  ^  dx^  dy    dx^  dz    dx         ' 

^      ^    (ly      d'^    dz  _ 
dx      dy    dx       dz    dx  ~ 

il  Y       dz 
On  élimine  y-  et  y-  et  Ton  obtient  une  équation, 

(3)  F(.r,  j,  z,  tt)  =0, 
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qui,  jointe  aux  équations  (i),  détermine  les  valeurs  de  x,  /,  z  et  u. 
L'élimination  de  ;/"  ©^  ^^  ^  entre  les  équations  (2)  peut  se  faire 

en  ajoutiint  ces  équations  multipliées  respectivement  par  i ,  X  et  fx,' 
et  choisissant  les  indéterminées  X  et  fx  de  manière  que  dans  le  ré- 
sultat les  coerOcients  de  -r-  et  de  -7-  soient  nuls. 

ax  (ix 

190.  Fonction  explicite  F  [x,  /,  z,  u),  x^  ^,  «  et  w  étant  liées  par 
les  équations 

"/(*,r,  ^y  «)  =  0, 

T(-^»r,  2,  «)  =  oi 

^{x,y  z,  «)  =  o. 

On  posera  F  (x,  /,  z,  «)  —  t'  —  o,  et  l'on  sera  ramené  à  la  question 
précédente. 


QUINZIEME  LEÇON. 

MAXIMUM    ET   MINIMUM    DES  FONCTIONS    DE    PLUSIEURS  VARIABLES. 

i91.  Maximums  et  minimums  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables INDÉPENDANTES.  —  Une  valcuF  particulière  et  réelle  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  f{x^  /,  z)  est  un 
maximum^  quand  elle  surpasse  toutes  les  valeurs  de  cette  fonction 
qu'on  obtiendrait  en  donnant  aux  variables  des  valeurs  très-peu 
différentes  de  celles  que  l'on  considère.  On  appelle  minimum  d'une 
fonction  une  valeur  particulière  moindre  que  toutes  les  valeurs 
voisines. 

Les  valeurs  de  x^  /,  z  qui  rendent  u  =  f[x,jr^  z)  maximum  ou 

minimum  se  trouvent  parmi  celles  qui  rendent  les  dérivées  rr^  -j-* 
-^  nulles,  infinies  ou  discontinues. 

i9â  et  i93.  En  se  bornant  au  cas  où  ces  dérivées  sont  continues. 

La  différentielle  totale  du  premier  ordre  est  nulle. 

Si  (Pu  n'est  pas  identiquement  nulle,  il  peut  arriver  trois  cas: 
i"  iPa  pourra  changer  de  signe,  alors  il  n'y  aura  ni  maximum  ni 
minimum;  2°  (Ou  conservera  toujours  le  même  signe,  alors  u  sera 
maximum  ou  minimum  selon  que  ^/'<<  sera  négative  ou  positive; 
3"  d'^u  sera  nulle  pour  certaines  valeurs  de  /*,  / ,  /,  mais  sans  jamais 
changer  de  signe.  Alors  on  ne  peut  dire  si  la  fonction  est  un  maximum 
ou  un  minimum,  et  pour  avoir  une  conclusion  il  faut  pousser  plus 
loin  le  développement  de  A/<. 
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Pour  que  d^u  ou  la  fonction 

A/i'-h  BX'  -h  C/'-h  ithk  4-  2E///  +  T.? kl 

soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  h^  A  et  l^  A  n'étant 
pas  nul^  il  faut  que  Ton  ait  dans  le  cas'  du  minimum 

(1)  A>o. 

Mamtenant,  on  peut  écrire  d^u  sous  la  forme 

si  Ton  pose,  pour  abréger, 


(3) 


»-?-».  ^-?='.  ^-?=-- 

G>o,     ^G=B-^'), 


Ces  conditions  sont  suffisantes. 

194.  Si/(a:j  j,  z)  est  un  maximum,  il  faudra  que  Ton  ait 

X/i'  +  BA'  -t- . . .  -h  i¥Âl  <  0, 
A<o,     G<o,    N<o. 

195.  Si  les  quotients  différentiels  A,  B,  C,  D,  E,  F  étaient  tous 
nuls,  pour  les  valeurs  do  j:,  y  et  z,  tirées  des  équations 

du  du  du 

,7?  =  °'    71^  =  "'    ^  =  **' 

les  quolients  différentiels  du  troisième  ordre  devraient  s'annuler 
d'eux-mêmes,  et  la  différentielle  du  quatrième  ordre  aurait  le  même 
signe  poar  toutes  les  valeurs  tirées  des  accroissements  ^,  X-,  /. 

196.  Maximums  et  minimums  des  fonctions  implicites  de  plu- 
sieurs VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

lf(-^^  r,  2,  «,  '0  =  0» 

(0  ?(-^>r,  2,  //,  i')  =  o, 

\  'H^y  r»  ^1  "^  ")  ^'ï. 

^  et  j  sont  indépendantes.  Si  l'on  veut  rendre  maximum  ou  mini- 
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mum  la  fonction  p,  la  différentielle  totale  de  v  doit  être  nulle. 

Si  Ton  différentie  les  équations  (i)  en  faisant  attention  que 
^ç  =  o,  il  viendra 

df  ^        df  ,        df  ^       df  , 

dx  dy  dz  du 

En  éliminant  dz  et  du,  on  obtiendra  une  équation  de  la  formo 

Vdx  H-  Qdf  =  o, 
et  il  faudra  que  Ton  ait 
(3)  P  =  o,    Q  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (3)  donneront  les  valeurs  cherchées  de  x,  y, 

2,  M,  V, 

Pour  savoir  si.  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  est  maxi- 
mum ou  minimum,  il  restera  à  examiner  si  la  différentielle  totale 
d'^v  garde  toujours  le  même  signe. 

197,  Comme  cas  particulier,  si  l'on  a  une  fonction 

v=.Y{x,y,  z,  u) 
avec  les  relations 

r^[x,  J,    3,    u)  =0, 

rK.r,  y,  z,  tt)  =  o, 

cela  revîefit  à  changer,  dans  la  question  précédente,  f(x,y,  z,  «,  p) 
en  F(^,  j,  z,  u)  —  v^  et  à  supposer  que  les  fonctions  ^  et  >)/  sont 
indépendantes  de  c^. 


SEIZIEME  LEÇON. 

THÉORIE     DES     TANGENTES. 

498  et  199.  Équations  de  la  tangente  et  de  la  normale.  — 

fi^'i  y)  =  Oj  équation  de  la  courbe;  x  et  y  coordonnées  d'un  de 
ses  points;  X  et  Y  coordonnées  courantes. 

(')  Y-r=g(x-A 
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OU 

200.  Ëqualion  de  la  normale,  axes  rectangulaires, 
•        y-^  =  -|(X-x). 

Axes  obliques  (0  angle  des  axes), 

-,  rZr  -h  dy  cos  0  ,  --  . 

20i.  Longueur  des  lignes  nommées  sous -tangente,  etc.  — 

Axes  reclangulaires. 

'^'  ' **  Sous-tangente  S,  :  PT  =  *^, 

dy 

Sous-normale  PN  :  S.  =  —^  - 

dx 


I        dx^ 
Tangente  :  MT  =  j  4  / 4  +  -—• 

Normale .  MN  =74/14-  ^^^ 

202.  Degbé  de  l*éouation  de  la  tangente.  —  Si  Téquation  de 
la  courbe  est  algébrique  et  du  degré  m,  Téquation  de  la  tangente 
sera  du  (///  —  i)^'''*  degré  relativement  aux  coordonnées  du  point  de 
contact. 

203.  Problèmes  sur  les  tangentes.  —   Mener  par  un  point 

f//,  h)  une  langente. 

/    N  df       ^df       df  df 

(2  a-^  -{-bir^  ■y-^  +  'y-X' 

^   '  dx         dy      dx  dy^ 

L'équation  (2)  considérée  isolément  représente  un  lieu  géomé- 
trique qui  contient  tous  les  points  de  contact  et  qui  est  du  degré 
(///  —  i)  au  plus. 

204.  Tangente  parallèle  à  une  droite  dont  Téquation  est  Y  =  ârX. 
On  doil  avoir 

dy 

équation  qui,  jointe  à  /(j:,  y)  =  o,  déterminera  les  coordonnées 
du  point  de  contact. 


DES    MATIÈRES.  47'> 

Si  /C-^?,  x)  est  du  degré  /w,  le  problème  admettra  au  plus 
m  (m  —  i)  solutions. 

205.  De  la  concavité  et  de  la  convexité  Des  courbes  planes. 
—  Selon  que-T^est  positif  ou  négatif,  la  courbe  tourne  sa  conca- 
vité du  côté  de  la  partie  positive  ou  de  la  partie  négative  de 
Taxe  des  j. 

206.  Si  -T^  est  positif,  un  peu  avant  que  jc  devienne  égale  à  OP, 


Fig.  i5. 


et  négatif  après  que  jc  a  dépassé 
cette  valeur,  ou  vice  ^^ersâ^  la 
courbe,  convexe  ou  concave  à 
gauche  du  point  M,  devient  con- 
cave ou  convexe  du  côté  des  y 
négatifs  à  droite  de  cepoint.  Le 
point  M  est  dit  un  point  d*in- 
flexion.  Ces  points  s'obtiennent  en 
cherchant  Ips  valeurs  de  x  et  de 

y  y  qui,  rendant  ^~  nulle  ou  inOnie,  lui  font  on  même  temps  chan- 
ger de  signe.  

DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

THEOREMES  SUR   LES  AIRES   ET   LES  ARCS   DES  COURBES   PLANES. 

207     à    209.    DlFFÉIlENriELLE     DB 
l'aire   d'une   COURBE    PLANE. 

CAMP  =  u : 

du  ■=  ydjc. 
Axes  obliques  (0  angle  des  axes)  i 
du  =  jû?^sin6. 

240.  Des  aires  considérées  combie  limites  d'une  somme  de 
PARALLÉLOGRAMMES.  —  Dans  le  ras  des  axes  rectangulaires,  la  sur- 
face ABDC  est  la  limite  d'une  somme 
de  rectangles  intérieurs,  tels  que 
MIP'P,  formés  en  menant  par  les 
points  C,  E,  F,. . .,  M,  M',  etc.,  pris 
sur  la  courbe,  des  parallèles  à  Ox 
dont  chacune  soit  terminée  à  l'ordon- 
née du  point  suivant. 


V 

Fig. 

i6 

• 

K 
M, 

.y 

î 

^r 

I 
1 
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X 
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Si  l'on  mène,  par  chacun  des  points  considérés  sur  la  courbe,  des 
parallèles  à  Oxj  terminées  aux  ordonnées  des  points  précédents,  on 
formera  des  rectangles  extérieurs  analogues  à  PKM'P'.  u  est  aussi 
la  limite  de  la  somme  de  ces  rectangles. 


211.  Application. 


y  =  'ipo', 


^/  =  3^.r. 


212.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  --  La  longueur  d'une 
courbe  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'une  ligne 
brisée  inscrite  dans  celte  courbe,  lorsque  ses  côtés  sont  de  plus  en 
plus  petits,  et  que  leur  nombre  croît  jusqu'à  l'infini.  Ce  périmètre 
a  une  limite  déterminée. 

213. 


arc  CM  3=  j,    ris  =  ^cbo^  -+-  dy, 

214.  Limite  du  rapport  de  l'arc  a  sa  corde.  —  Nouveaux 
théorèmes  sur  les  arcs  considérés  comme  limites  de  polygones. 
—  La  limite  du  rapport  d'un  arc  quelconque  à  sa  corde  est  l'unité. 

21  S.  Si  cef. .  .d  est  un  contour  polygonal  d'un  même  nombre  de 
côtés  que  le  contour  CEF. . .  D;  si,  à  mesure  que  les  sommets  C, 

E,  F,. . .  se  rapprochent  de  plus  en 
plus,  les  côtés  ce,  ef,  etc.,  tendent 
de  plus  en  plus  à  devenir  égaux  aux 
côtés  correspondants  CE,  EF,  etc.,  en 
même  temps  que  le  nombre  de  ces 
côtés  va  en  augmentant  jusqu'à  Tin- 
fini,  le  contour  polygonal  r^/.  ..r/aura 
même  limite  que  le  contour  CEF...D, 
c'est-à-dire  la  longueur  de  lare  CD. 

216.  Si  l'on  mène  entre  les  deux  ordonnées  extrêmes  CA,  DB  un 
nombre  indéfini  de  parallèles  à  Taxe  des  j,  puis  que  l'on  inscrive 
entre  ces  parallèles  d'autres  lignes  droites,  tangentes  à  la  courbe, 
la  somme  de  ces  dernières  tend  vers  une  limite  qui  est  encore  la 
longueur  de  la  courbe  donnée,  même  quand  elles  ne  forment  pas 
une  ligne  brisée  continue. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

DES  COURBES   PLANES  RAPPORTÉES  A  DES  COORDONNÉES   POLAIRES. 

217,  218.  DéTBRMiNATiON  DE  LA  TANGENTE.  —  PouF  mener  la 
Fig.  2J.  tangente  MT  par  M,  il  suffît  de  con- 

naître Tangle  OMT  =  p. 

tangf*  =  -^) 

•  dr 
COSf*  = 


smfA  = 


rdQ 


219.  Longueur  des  lignes  nommées  sous-tangente,  sous-nor- 
male. 

Sous-tangente  :  S,  =  OT  =  — r —  > 

cfr 
Sous-normale  :  S„=  ON  =  -tt* 

220.  Différentielle  d'un  secteur.  —  Considérons  (Jig,  25)  un 
secteur  POM  =  u  : 

du  =  -r^dB, 

.    221 .  La  différentielle  du  secteur  POM  est  aussi  égale  à 

-  (xdjr  —  ydx), 

222,  223.  Différentielle  d  un  arc  de  courbe. 

ds  =  \/dr^  -h  r\dh^.,     sm  p  =  —r- î      COS  f*  =  —• 

224.  Applications. 

«^,1.  P  .  i-h<?cos0 

I**  Ellipse  :  r  =  — —^ r?  langjiz  = t-^ — 

^  i-4-t'cusô         ^'  ^sm9 

2*»  Spirale  d'Archimède  :  r=  ^ô,  tangfx  =  ô,  S,  =  aQ\  S„  =  a, 
3°  Spirale  hyperbolique  :  rQ  =  a,  tangfx  =  —  0,  S,  =  —  ^. 
4"  Spirale  logarithmique:  r  =  ab  , 

La  tangente  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  qui  passe 
par  le  point  de  contact. 
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L'exlrémité  de  la  sous-tangente  décrit  une  spirale  égale  à  la 
première,  mais  située  différemment. 

L'extrémité  de  la  normale  décrit  aussi  une  spirale  égale  à  la  pre- 
mière. 

225,  226.  Des  coordonnées  bipolaires.  —  Dans  ce  système  de 

coordonnées,  on  détermine  la  position 
d*un  point  sur  un  plan  par  ses  dis- 
tances r  et  r'  à  deux  points  fixes  A  et  B. 
Soit  /(r,  r')  =  o  l'équation  de  la 
courbe  CM.  Soient  AM  =  r,  BM  =  r', 
AMT  =  a,  BMT  =  6  : 


Fig.  29. 


COSa 

cosS 


fir 
dr' 


DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 

théorie  du  contact  des  courbes  planés. 

2?7,  228.  Contact  de  divers  ordres  des  courbes  planes.  — 
Soient  deux  courbes 

si 

r/r'      (Iy      d^r'     d^r  d^r'    ^d^r 

dx 


r  =r, 


dx        djc* 


—  -T-T'> 


dx' 


djf       djf^ 


les  deux  courbes  MN'  et  MN  ont  un  contact  de  l'ordre  n. 

Par  un  point  commun  à  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de 
l'ordre  //,  on  ne  peut  faire  passer  entre  ces  deux  courbes  aucune 
autre  courbe  ayant,  avec  l'une  des  deux  proposées,  un  contact  d'un 
ordre  inférieur  au  «'*'"*. 

229,  230.  L'ordre  du  contact  est  iNDÉPENbANT  du  choix  des 

axes,  pourvu  que  l'axe  des  ordonnées  ne  soit  pas  parallèle  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes. 

231.  Cahactères  géométriques  dun  contact  d'ordre  pair  ou 
impair.  —  Quand  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  d'ordre 
impair^  l'une  des  deux  embrasse  l'autre,  et  deux  courbes  se  tra- 
versent mutuellement  au  point  de  contact,  quand  elles  ont  un  con- 
tact d'ordre  pair, 

232,  233.  Des  courbes  osculatrices.  —  Si  l'équation  d'une 
courbe  renferme  /?-f- 1  constantes  arbitraires,  a^  b,  r, ...;  si  Ton 
détermine  les  constantes  a,  b,  c,  etc.,  de  manière  à  obtenir  un 
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contact  du  «'*"*  ordre  avec  une  courbe  donnée /  =  /(x),  parmi 
toutes  les  courbes  de  même  espèce  représentées  par  l'équation  pro- 
posée, celle  qui  répond  à  ces  valeurs  des  constantes  est  dite  oscula- 
trice  à  la  courbe  jr=f(x), 

234.  Dit  cercle  osgulateur.  —  Soit  en  coordonnées  rectangulaires 
réquation  d'une  courbe; 

l'équation  du  cercle  osculateur  :  on  aura  pour  déterminer  ï,  ^,  p  les 
trois  équations 


(*-?)  +  {/-'')ê=o, 


dx 


On  tire  de  ces  équations  : 


p  =  ± 


233.  Il  faut  prendre  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  -j^ 

est  >  o  ou  <o. 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  toujours  dans  la  concavité  de 
la  courbe. 

La  droite  qui  unit  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle  oscu- 
lateur est  perpendiculaire  à  la  tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  traverse  la  courbe,  excepté  en  certains  points 
particuliers,  où  le  contact  est  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  courbure;  son 
centre  et  son  rayon  centre  et  rayon  de  courbure. 

236.  Dans  toute  section  conique,  le  rayon  de  courbure  est  égal 
au  cube  de  la  normale,  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre. 


Jeu^  u>wJLvi  (juJu  OuJr  {/uju  corvJrotc^  i'ovAiOL.  ^AwJ^axx.  \*-  X^vJW 


48o 


TABLE    ANALYTIQUE 


VINGTIÈME  LEÇON. 

DÉVELOPPÉES  ET  ENVELOPPES  DE  COURBES  PLANES. 

237.  DÉVELOPPÉES  ET  DÉVELOPPANTES.  —  Les  centrcs  de  cour- 
bure d'une  courbe  CM  forment  une  nouvelle  courbe  FF',  que  l'on 
appelle  la  développée  de  la  courbe  CM,  et  celle-ci  est  appelée  la 
développante  de  FF'.  On  aura  l'équation  de  la  développée  en  élimi- 
nant X  et  j  entre  les  équations 


(a) 

et  l'équation 

(3) 

de  la  courbe  donnée. 


^-?4-(r-.)g  =  o, 


dr' 


d^y 


*+:7:;i+(:^--'')  7/77  =  0 


dx 


dx' 


/(x,^)  =  o 


238.  Propriétés  générales  de  la  développée.  —  Les  normales 
à  la  courbe  CM  touchent  la.développée  aux  centres  de  courbure. 

239.  La  développée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  intersections  suo» 
oessives  des  normales  à  cette  courbe. 

240.  La  différence  entre  deux  rayons  de  courbure  MK  et  M.  K.  est 

Fig.  37.  égale  à   l'arc  K,K  de  la  développée 

compris  entre  les  deux   centres   de 
courbure  correspondants. 

241.    Imaginons  un    fil  dont   une 
partie  soit  enroulée  sur  FK,  et  dont 
l'autre  partie,  tendue  suivant  la  tan- 
"^       gente  K,M,,  se  termine  en  M,  sur  la 
courbe  CM.  Si  Ton  déroule  ce  fil  en 
le  tenant  toujours  tendu,  son  extrémité  décrira  la  courbe  CM. 

242.  Une  même  courbe  FK  a  une  infinité  de  développantes  ;  pour 
les  décrire  il  suffira  d'allonger  ou  de  diminuer  le  fil  d'une  quantité 
arbitraire.  Toutes  les  développantes  ont  les  mêmes  normales  et  les 
mêmes  centres  de  courbure,  et  interceptent  sur  leurs  normales  com- 
munes des  longueurs  constantes. 


0 


243.  Si  une  courbe  est  algébrique,  sa  développée  sera  rectifîable. 
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244.  Raton  de  courbure  et  développée  de  la  parabole, 


y^  =  %px. 


3 
3     I      .,2  \  l 


(v2_|_   r;') 

Rayon  de  courbure:  p  =  ^ — / 

g 
Équation  de  la  développée  :  y?  = (5  — /^)^- 

245.  Rayo:^  de  courbure  et  développée  de  l'ellipse, 

Rayon  de  courbure  :  p  =  • \.^  '^      • 

Si  Ton  pose,  pour  abréger,  —  =  Aet7-  =  B,  on  a  pour  l'équa- 
tion de  la  développée, 

246.  Rayon  de  courbure  et  développée  de  l'hyperbole. 
Rayon  de  courbure  :  p  =  4,,         • 


c» 


Équation    de   la  développée,    en    posant   c'  =  ^'4-^',  —  =  A 
3  2 


•'?=-(I)-(b)'  = 


247.  Enveloppe  d'une  courbe  mobile.  —  Quand  une  courbe  se 
meut  sur  un  plan,  en  changeant  de  forme  suivant  une  loi  détermi- 
née, elle  est  en  général  constamment  tangente  à  une  courbe  fixe 
qu'on  nomme  son  enveloppe.  On  peut  supposer  que  la  courbe  mo- 
bile est  représentée  par  une  équation 

(i)  F(x,/,  r)  =  o, 

où  c  est  un  paramètre  qui  varie  d'une  manière  continue. 
Si  entre  les  équations 

F(a7, /,  c)  =  o,     -^=0 

Stvrm.  —  An.,  l.  3l  - 

'%%^*1^/-'^-^ .  
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OQ  élimine  c,  an  aura  ie  lieu  îles  iaiersecliont  sueeessives  des  courbes 
représentées  par  l'équation  (i)  ou  l'envelt^pe  cherchée.  ^^  . 

VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ËTUDB    PARTI CltLIËSB    DB   LA    CTCLOÏDE. 
Î48.  DÉFINITION    ET   ÉQUATION    OB    LA   CVCLOÏDB.  —  La  cyeMde 

P,_  ,  est  le  lieu  des  positions  d'un 

point  H  lionne  sur  un  cercle 
qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  IndéGnie  Xx. 
Équation  de  la  cycloïde  : 


l'arc  AC,  e' 
249,  i£JO.  Tangente 


Le  signe  supérieur 
signe  inrérieur  à  l'arc  CA'. 


MH  est  la  normale  au  point  M,  et  MG,  perpendiculaire  à  MH,  est  la 
langente  en  ce  point. 

Supposons  le  cercle  Ci«D  décrit  sur  l'ordonnée  maximum  comme 
diamètre;  menons  M«j  parallèle  h  kx  :  une  parallèle  à  Cm,  menée 
par  le  point  M,  sera  la  tangente  cherchée. 

251.  Raïon    et    cE^rrHE    du    ceuclb  osculateur.  R  =  aMH, 

MN  =  aMH,  N  est  le  centre. 

252,  2S3.  DÉVELOPPER  de  la  cvcloTdb.  —  La  dévelnpiiée  de  la 
cycloïde  est  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point  N  placé  sur  la 
circonférence  d'un  cercle  égal  au  cercle  OM,  mais  qui  roulerait  sur 
une  parallèle  LE  à  A.t,  au-dessous  de  celle  droite,  et  à  une  distance 
de  celle-ci  ^^<le  au  diamètre  du  cercle  mobile.  Celte  développée  est 
une  cycloïde  é^jale  à  la  première. 

SSi,  255.  LONGUEUH  d'un  AltC  DE  CTCLOÏDE. 
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mum  la  fonction  p,  la  différentielle  totale  de  v  doit  être  nulle. 

Si  Ton  différentie  les  équalions  (i)  en  faisant  attention  que 
dv  =  o,  il  viendra 

d"^  j      t    d-^  ,     ,    d-^        ,    d-^ 

-r-  dx  -^  —•  flr  -{-  -r-flz  -h  -r-  du  =  o 

ax  dy   *^        dz  du 

En  éliminant  dz  et  du^  on  obtiendra  une  équation  de  la  formo 

Vdx  H-  Qdf  =  o, 
et  il  faudra  que  Ton  ait 
(3)  P=:o,    Q  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (3)  donneront  les  valeurs  cherchées  de  j-,  j, 

Z,   Uy   if. 

Pour  savoir  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  est  maxi- 
mum ou  minimum,  il  restera  à  examiner  si  la  différentielle  totale 
d^  (f  garde  toujours  le  même  signe. 

197.  Comme  cas  particulier,  si  l'on  a  une  fonction 

»'  =  F(-^>  J,  2,  u) 

avec  les  relations 

^(a-,  r,  z,  u)  =  o, 

^'t-^,  7,  2,  tt)  =  o, 

cela  revient  à  changer,  dans  la  question  précédente,  /(^,  /,  z,  m,  p) 
en  F{^,  j,  z,  u)  —  Çy  et  à  supposer  que  les  fondions  ^  et  >{/  sont 
indépendantes  de  if. 


SEIZIEME  LEÇON. 

THÉORIE     DES     TANGENTES. 

198  et  199.  Équations  de  la  tangente  et  de  la  normale.  -- 
f(x,  jr)  =  o,  équation  de  la  courbe;  x  et  j  coordonnées  d'un  de 
ses  points;  X  et  Y  coordonnées  courantes. 

(>)  Y-r=g(x-x), 
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262.  On  appelle  angle  de  contingence  l'angle  formé  par  les  tan- 
gentes menées  aux  extrémités  d'un  arc  infiniment  petit.  La  cour- 
bure d'une  courbe  est  égale  à  l'angle  de  contingence  divisé  par 
la  différentielle  de  l'arc. 

263  à  265.  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle 
osculateur. 

266,  267.  Expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
polaires.  ^  {T^oir  n°  258.) 


VINGT-TROISIEME  LEÇON. 

des  courbes  a  double  courbure. 

268  à  270.  Équations  de  la  tangentr.  —  On  appelle  courbes  à 
double  courbure  celles  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan. 

Équations  de  la  tangente  : 

X  —  .r  _  Y  —  y  _  Z  —  z 

dx  dy  dz 

Si  fÇr,x,  z)  =  G,  cp(.r,  j,  z)  =  o  sont  les  équations  de  la  courbe, 
la  tangente  a  encore  pour  équations 

J(X-.)+|,Y-^)  +  |(Z-.)  =  o. 

g(X-.)^:|(Y-^)  +  g(Z-.)  =  o. 

271 .  ANGLES  DE  LA  TANGENTE  AVEC  LES  AXES.  —  Axcs  rectangu- 
laires ;  a,  6  et  7  angles  formés  par  la  tangente  avec  les  trois  axes. 

dx  ^      dy  dz 

C0Sa=-7-,       C03fi=-r->       C0S7  =  -7"' 
ds  ds  '        as 

272,  273.  Plan  normal. 

(X  -  X)  dx  -h  (Y  -  j)  rfr  H-  (Z  -  z)  r/z  =  o. 

274,  275.  Différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  a  double 
courbure. 

ds  =  \/(ix^-\-df^-\-dz\ 

276.  Limite  du  rapport  d'un  arc  a  sa  corde.  —  La  limite  du 
rapport  d'un  arc  à  sa  corde  est  l'unité. 
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VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

DES  SURFACES  COURBES  ET  DES  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE. 

277.  Équation  du  plan  tangent.  —  Équation  de  la  surface  : 

/(•^,  /l  2)  =^  O. 

Plan  tangent  de  la  surface  au  point  {x,  j,  z)  : 

|(X-x)  +  f(Y-^)  +  f(Z-.)=o. 

278.  Équations  de  la  normale. 


X  —  X 

dx 

Y-jr_ 

"    'If 

Z-8 

<lf 

dz 

dz 
lix' 

dz 

=  q. 

279. 


Équation  du  plan  langent  : 

Équations  de  la  normale  : 

X  —  j:  +  />>  (Z  —  z)  =  o, 
Y-7-h'/(Z-«)  =  o. 

280.  a,  %  7,  angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes  : 

P 

COS  a  = '         —  î 

\/p'  H-  q'  +  I 

C0SP  = ^         — ^       COS7  = 


yJp^-\-q^^y  V^/^'+^/'+i 

281.  Degré  de  l'équation  du  plan  tangent,  par  rapport  aux 
COORDONNÉES  DU  POINT  DE  CONTACT.  —  L'équation  du  plan  tangent 
est  du  degré  m  —  i  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  de 
contact. 

282.  Surfaces  enveloppes.  —  Une  équation  de  la  forme 

/(•'^».>',  2,r)  =  o 

peut  représenter  une  infinité  de  surfaces  quand  on  donne  au 
paramètre  c  toutes  les  valeurs  possibles.  L'intersection  d'une  sur- 
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face  de  ce  faisceau  avec  une  surface  infiniment  voisine  a  pour 
limite  une  ligne  U  définie  par  les  équations 


/=o, 


dont  le  lieu  est  une  surface,  appelée  l'enveloppe  des  surfaces 
données;  celles-ci  sont  les  enveloppées,  et  les  lignes  U  les  carac- 
téristiques de  l'enveloppe. 
L'intersection  d'une  ligne  U  avec  la  surface  infiniment  voisine 

est  un  point  dont  les  coordonnées  annulent  -j^  ?  et  dont  le  lieu 

est  l'arête  de  rebrou ssement  de  la  surface  enveloppe. 
Une  équalion  de  la  forme 

peut  représenter  une  infinité  de  surfaces  formant  un  réseau;  cha- 
cune d'elles  coupe  les  surfaces  infiniment  voisines  en  un  ou  plu- 
sieurs points  défiiiis  par  les  équations 

i-  df  df 

^="'         i="'         ^="' 

le  lieu  de  ces  points  est  l'enveloppe  des  surfaces. 

283.  En  chaque  point  commun  à  une  surface  et  à  son  enve- 
loppe'les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent;  chaque  surface 
d'un  faisceau  touche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  caractéris- 
tique; pour  une  surface  faisant  partie  d'un  réseau,  le  nombre  des 
points  de  contact  est  limité.   . 

284.  Plan  osculateur.  —  La  tangente  MT  à  la  courbe  au  point  M 

et  le  point  M'  déterminent  un  plan. 
On  appelle  plan  osculateur  la  limite 
du  plan  MTM',  quand  le  point  M' vient 
se  confondre  avec  le  point  M. 

285.  Équation  du  plan  osculateur  : 

'  -^[dzd''x-dxd^z){X-y) 
r^-Xdxd""  y  —  dyd''  x]\^—  z)  =  o. 

286,  287.  Angles  du  plan  osculateur  avec  l^s  plans  coor- 
donnés. 


(») 


,       ABC 

C0SA  =  ^5        C0S|:A  =  |::?        COSV  =  ~> 

D»  =  {dydH  -  dzd'^y)''  +  [dzd^x  -  dxd^z)* 
4-  (dxd^y  —  dyd^xY, 
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D  =  y/[dsiPx -  (Ixd^ .v)'-h  (ds(Px  —  dyd's)^-^  (dsd'z  -  dzd's)'^ 


D  =  ds" 


288.  Normale  principale.  —  On  appelle  normale  princtpale  celle 
qui  est  située  dans  le  plan  osculateur. 
Équations  de  la  normale  principale  : 

X  —  J7     ^  —y     t  —  z 


.dx  ,  dy  .  dz 

ds  ds  ds 


VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 

COURBURE   DES   LIGNES   DANS   L* ESPACE.  HÉLICE. 

289.  Courbure  des  lignes  dans  l'espace.  —  On  nomme  angle 
de  contingence  Tangle  »  que  font  les  tangentes  menées  aux  extré- 
mités d'un  arc  MM'  qui  devient  infiniment  petit,  et  courbure  au 

point  M  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  >  quand  A^  dimi- 

ds 
nue  indéfiniment.  L'inverse  de  la  courbure,  —7  est  dit  le  rayon  de 

courbure  p  au  point  M. 
290. 


M 


291. 

P  = 


ds 


yJ[iPx)''-^  [d-'yY-^  \d'zf  -  (r/^)» 


d^ 

i^92.  Équations  de  la  normale  principale  MN  : 
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face  de  ce  faisceau  avec  une  surface  infiniment  voisine  a  pour 
limite  une  ligne  U  définie  par  les  équations 


/=o, 


de 


=  o, 


dont  le  lieu  est  une  surface,  appelée  l'enveloppe  des  surfaces 
données  ;  celles-ci  sont  les  enveloppées,  et  les  lignes  U  les  carac- 
téristiques de  l'enveloppe. 
L'intersection  d'une  ligne  U  avec  la  surface  infiniment  voifine 

est  un  point  dont  les  coordonnées  annulent  -i-^j  et  dont  le  lieu 

est  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe. 
Une  équation  de  la  forme 

f{x,f,z,c,c')  =  o 

peut  représenter  une  infinité  de  surfaces  formant  un  réseau;  cha- 
cune d'elles  coupe  les  surfaces  infiniment  voisines  en  un  ou  plu- 
sieurs points  défiiiis  par  les  équations 


/=o, 


df  _ 


de 


df 

de'  ' 


le  lieu  de  ces  points  est  l'enveloppe  des  surfaces. 

283.  En  chaque  point  commun  à  une  surface  et  à  son  enve- 
loppe'les  deux  surfaces  ont  le  môme  plan  tangent;  chaque  surface 
d'un  faisceau  touche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  caractéris- 
tique; pour  une  surface  faisant  partie  d'un  réseau,  le  nombre  des 
points  de  contact  est  limité.   . 

284.  Plan  osculateur.  —  La  tangente  MT  à  la  courbe  au  point  M 

et  le  point  M'  déterminent  un  plan. 
On  appelle  plan  osculateur  la  limite 
du  plan  MTM',  quand  le  point  M' vient 
se  confondre  avec  le  point  M. 

285.  Équation  du  plan  osculateur  : 

'  -^[dzd^x~dxd^z)[X-y) 
r^\dxd^y  —  dxd^x)  (Z— z)  =  o. 

286,  287.  Angles  du  plan  osculateur  avec  l^s  plans  coor- 
donnés. 


(») 


,       ABC 

C0SA  =  g5      C0S|:a  =  ^?      COSV  =  ~> 

D'  =  [dydU  -  dzd^xY-^[dzd^x  -  dxd^z)' 
4-  (dxd^jr  —  dfd^xY^ 
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D  =  y/[dsd^x -  cLccî^ .v)'+  [dstnx-dyd's)^-^  (dsd'z  -  dzd^s)\ 


D  =  ds" 


288.  Normale  principale.  —  On  appelle  normale  principale  celle 
qui  est  siluée  dans  le  plan  osculateur. 
Équations  de  la  normale  principale: 

X-x      Y-j      Z-z 


.dx  ,dy  1^^^ 

ds  ds  ds 


VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 

COURBURE   DES   LIGNES   DANS   L* ESPACE.  —    HÉLICE. 

289.  Courbure  des  lignes  dans  l'espace.  —  On  nomme  angle 
de  contingence  Tangle  w  que  font  les  tangentes  menées  aux  extré- 
mités d'un  arc  MM'  qui  devient  inQniment  petit,  et  courbure  au 

point  M  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  >  quand  Ax  dimi- 
nue indéfiniment.  L'inverse  de  la  courbure,  —  >  est  dit  le  rayon  de 
courbure  p  au  point  M. 

290. 


291. 


ds' 


P  = 


ds" 


)/(dxd^z-dzd^yf-\-[dzd^x  —  dxd''zY-^(dxd^  y—dyd^  xf 

i^2.  Équations  de  la  normale  principale  MN  : 

dx 

(«)X-x  =  Rp-^,     y-jr=Rp 


^dr 

^dz 

d-T- 

d  — 

ds 

-,        ds 

ds  ' 

Z       z 

-""f  ds^ 
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Si  l'on  mène,  par  chacun  des  points  considérés  sur  la  courbe,  des 
parallèles  à  Ox,  terminées  aux  ordonnées  des  points  précédents,  on 
formera  des  rectangles  extérieurs  analogues  à  PKM'P'.  u  est  aussi 
la  limite  de  la  somme  de  ces  rectangles. 

2M.  Application. 

u  =  5  xr. 

212.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  ~  I^  longueur  d'une 
courbe  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'une  liijne 
brisée  inscrite  dans  cette  courbe,  lorsque  ses  côtés  sont  de  plus  en 
plus  petits,  et  que  leur  nombre  croît  jusqu'à  l'infini.  Ce  périmètre 
a  une  limite  déterminée. 

213. 


,2 


arc  CM  =«=  ^ ,     ds  =  ^cLc^  -h  dj 

214.  Limite  du  rapport  de  l'arc  a  sa  corde.  —  Nouveaux 
théorèmes  sur  les  arcs  considérés  comme  limites  de  polygones. 
—  La  limite  du  rapport  d'un  arc  quelconque  à  sa  corde  est  l'unité. 

215.  Si  cef. .  .d  est  un  contour  polygonal  d'un  même  nombre  de 
côtés  que  le  contour  CEF. . .  D;  si,  à  mesure  que  les  sommets  C, 

E,  F,. . .  se  rapprochent  de  plus  en 
plus,  les  côtés  ce,  ef,  etc.,  tendent 
de  plus  en  plus  à  devenir  égaux  aux 
côtés  correspondants  CE,  EF,  etc.,  en 
même  temps  que  le  nombre  de  ces 
côlés  va  en  augmentant  jusqu'à  l'in- 
fini, le  contour  polygonal  c<?/.  ..r/aura 
même  limite  que  le  contour  CEF...D, 
c'est-à-dire  la  longueur  de  l'arc  CD. 

216.  Si  l'on  mène  entre  les  deux  ordonnées  extrêmes  CA,  DB  un 
nombre  indéfini  de  parallèles  à  l'axe  des  /,  puis  que  l'on  inscrive 
entre  ces  parallèles  d'autres  lignes  droites,  tangentes  à  la  courbe, 
la  somme  de  ces  dernières  tend  vers  une  limite  qui  est  encore  la 
longueur  de  la  courbe  donnée,  même  quand  elles  ne  forment  pas 
une  ligne  brisée  continue. 


DES    MATIÈRES.  477 

DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

DES  COURBES  PLANES  RAPPORTÉES  A  DES  COORDONNÉES  POLAIRES. 

217,  218.  DÉTERMINATION  DE  LA  TANGENTE.  —  PouF  mener  la 
Fig.  22.  tangente  MT  par  M,  il  suffit  de  con- 

naître Tangle  GMT  =  ^x. 

rrlQ 
COSfX  = 


sinfA  = 


rdB 


219.  Longueur  des  lignes  nommées  sous-tangbntb,  sous-nor- 

MALE. 

Sous-tangente  :  S,  =  OT  =  — r — > 


r/r 
Sous-normale  :  S„  =  ON  =  77 


r 


220.  Différentielle  d'un  secteur.  —  Considérons  [fg.  25)  un 

secteur  POM  =  u  : 

du  =  ~  r^  dB . 
1 

.   221.  La  différentielle  du  secteur  POM  est  aussi  égale  à 

IVxdy-xdx), 

JL 

222,  223.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe. 

__j -_-.  rdB  dr 

d!i  —  \/dr^-\-r\dh\,     smfx=-^)      C0SfA=— • 

224.  Applications. 

p  i-h^cos9 

I*»  Ellipse:  r= — -^ r?  tangp  =  —    .  ^     - 

.  i-4-6'cosô  ^sin9 

2**  Spirale  d'Archimède  :  /•=  «0,  tang^  =  0,  S,  =  «9',  S^  =  «. 

3°  Spirale  hyperbolique  :  rO  =  a,  tangfx  =  —  9,  S,  =  —  ^. 

il 
4**  Spirale  logarithmique  :  r  =  ab  . 

La  tangente  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  qui  passe 
par  le  point  de  contact. 
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L*exlrémité  de  la  sous-tangente  décrit  une  spirale  égale  à  la 
première,  mais  située  différemment. 

L'extrémité  de  la  normale  décrit  aussi  une  spirale  égale  à  la  pre- 
mière. 

2â5  226.  Des  coordonnées  bipolaires.  —  Dans  ce  système  de 

coordonnées,  on  détermine  la  position 
d*un  point  sur  un  plan  par  ses  dis- 
tances r  et  r'  à  deux  points  fixes  A  et  B. 
Soit  /(r,  r')  =  o  l'équation  de  la 
courbe  CM.  Soient  AM  =  r,  BM  =  r', 
AMT  =  a,  BMT  =  6  : 

COS  a  _  dr 
COS  6  ~~  dr*  * 


Fig.  29. 


DIX-NEUVIEME  LEÇON. 

THÉORIE  DU  CONTACT  DES  COURBES  PLANÉS. 

S^7,  228.  Contact  de  divers  ordres  des  courbes  planes.  — 
Soient  deux  courbes 

si 

dr'      dy       d^y'      d^y  d^y'    ^d\r 


•^  "-^^      d^  ~  dr' 


dx' 


—  -TTÎ 


djC^ 


fir"        duf^ 


les  deux  courbes  MN'  et  MN  ont  un  contact  de  l'ordre  /?. 

Par  un  point  commun  à  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de 
l'ordre  /^,  on  ne  peut  faire  passer  entre  ces  deux  courbes  aucune 
autre  courbe  ayant,  avec  l'une  des  deux  proposées,  un  contact  d'un 
ordre  inférieur  au  n'""*. 

229,  230.  L'ordre  du  cOxNtact  est  iNDÉPENbANT  du  choix  des 
AXES,  pourvu  que  l'axe  des  ordonnées  ne  soit  pas  parallèle  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes. 

231.  Caractères  géométriques  d'un  contact  d'ordre  pair  ou 
IMPAIR.  —  Quand  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  d'ordre 
impair^  l'une  des  deux  embrasse  l'autre,  et  deux  courbes  se  tra- 
versent mutuellement  au  point  de  contact,  quand  elles  ont  un  con- 
tact d'ordre  pair, 

232,  233.  Des  courbes  osculatrices.  —  Si  l'équation  d'une 
courbe  renferme  n -+- 1  constantes  arbitraires,  a,  ô,  c, ...;  si  Ton 
détermine  les  constantes  a^  b,  c,  etc.,  de  manière  à  obtenir  un 
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contact  du  n"^'"*  ordre  avec  une  courbe  donnée  j  =  /(j?),  parmi 
toutes  les  courbes  de  même  espèce  représentées  par  l'équation  pro- 
posée, celle  qui  répond  à  ces  valeurs  des  constantes  est  dite  osculç- 
trice  à  la  courbe  j  =  /(  J?  ) • 

234.  Dit  cercle  osculateur.  —  Soit  en  coordonnées  rectangulaires 
réquation  d'une  courbe  ; 

l'équation  du  cercle  osculateur  :  on  aura  pour  déterminer  Ç,  *î,  p  les 
trois  équations 

(*-?)'+Cr-«)'=p', 

(x-|)  +  (/-i)£=o, 
rfr»      ,  ,  rfV 


On  tire  de  ces  équations  : 


p  =  ± 


235.  Il  faut  prendre  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  -r^ 

est  >  o  ou  <o. 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  toujours  dans  la  concavité  de 
la  courbe. 

La  droite  qui  unit  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle  oscu- 
lateur est  perpendiculaire  à  la  tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  traverse  la  courbe,  excepté  en  certains  points 
particuliers,  où  le  contact  est  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  courbure;  son 
centre  et  son  rayon  centre  et  rayon  de  courbure, 

236.  Dans  toute  section  conique,  le  rayon  de  courbure  est  égal 
au  cube  de  la  normale,  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre. 


Jei^  tx>wdt$  aUi  OuJr  Uuu  cwJroLcAr'  ^'ovdiuu  ^awJ^oJ^  V*  X^vJ^^viiv 
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VINGTIÈME  LEÇON. 


DÉVELOPPÉES  ET  ENVELOPPES  DE  COURBES  PLANES. 


237.  DÉVELOPPÉES  ET  DÉVELOPPANTES.  —  Lcs  ccntrcs  de  cour- 
bure d'une  courbe  CM  forment  une  nouvelle  courbe  FF',  que  l'on 
appelle  la  développée  de  la  courbe  CM,  et  celle-ci  est  appelée  la 
développante  de  FF'.  On  aura  l'équalion  de  la  développée  en  élioii- 
nant  x  et/  entre  les  équations 


et  l'équation 

(3) 

de  la  courbe  donnée. 


^~Ç4-(r-.);|  =  o, 


dy^^.  ^d'y 


dx^ 


dx' 


f(x,  /)  =  o 


238.  Propriétés  générales  de  la  développée.  —  Les  normales 
à  la  courbe  CM  touchent  la. développée  aux  centres  de  courbure. 

239.  La  développée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  intersections  suo 
cessives  des  normales  à  cette  courbe. 

240.  La  différence  entre  deux  rayons  de  courbure  MK  et  M,  K,  est 


Fîg.  37. 


c 

M 

- 

y 

\ 

Vg 

• 

• 

k\ 

0 

X 

m 

égale  à  l'arc  K,K  de  la  développée 
compris  entre  les  deux  centres  de 
courbure  correspondants. 


241.  Imaginons  un  fil  dont  une 
partie  soit  enroulée  sur  FK,  et  dont 
l'autre  partie,  tendue  suivant  la  tan- 
gente K,  M,,  se  termine  en  M,  sur  la 
courbe  CM.  Si  Ton  déroule  ce  fil  en 
le  tenant  toujours  tendu,  son  extrémité  décrira  la  courbe  CM. 

242.  Une  même  courbe  FK  a  une  infinité  de  développantes  ;  pour 
les  décrire  il  suffira  d'allonger  ou  de  diminuer  le  fil  d'une  quantité 
arbitraire.  Toutes  les  développantes  ont  les  mêmes  normales  et  les 
mêmes  centres  de  courbure,  et  interceptent  sur  leurs  normales  com- 
munes des  longueurs  constantes. 


243.  Si  une  courbe  est  algébrique,  sa  développée  sera  rectifiable. 


des  matières.  4^1 

244.  Raton  de  courbure  et  développée  de  la  parabole, 


y^  =  ipx. 


2\i 


Rayon  de  courbure:  p  =  — t~~^' 

Équation  de  la  développée  :  yj^  = [^—pY- 

245.  RAYori  de  courbure  et  déveï^oppée  de  l'ellipse, 

Rayon  de  courbure  :  p  =  ^ ^.^         * 

Si  l'on  pose,  pour  abréger,  —  =  AetT-  =  B,  on  a  pour  Féqua- 
tion  de  la  développée, 

246.  Raton  de  courbure  et  développée  de  l'hyperbole. 
Rayon  de  courbure  :  p  =  rg; • 


c« 


Équation    de  la   développée,    en    posant   c' =  «r' -h  ^',  —  =  A 

••?— (ly-ay- 

247.  Enveloppe  d'une  courbe  mobile.  —  Quand  une  courbe  se 
meut  sur  un  plan,  en  changeant  de  forme  suivant  une  loi  détermi- 
née, elle  est  en  général  constamment  tangente  à  une  courbe  fixe 
qu'on  nomme  son  enveloppe.  On  peut  supposer  que  la  courbe  mo- 
bile est  représentée  par  une  équation 

(i)  F(J7,7,  c)  =  o, 

où  c  est  un  paramètre  qui  varie  d'une  manière  continue. 
Si  entre  les  équations 

F(j:,/,  c)  =  o,     -^=o 

Sturm.  —  An.^  I.  3l  ,,  , 
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on  élimine  c,  on  aura  le  lieu  des  intersecttont  iateeisioes  des  courbes 
représentées  par  l'équation  (i)  ou  l'enveloppe  ctiejchée,  W 
inM  â.  a<w  «t  U-  «ffwi^<-  (1.  (Mit  t^  u(L/bn^  fi«.  tu</'^wt<^  ^Wm*  d*^ 
jfaSr  /«utUM.a^i-y /lu^^ft^Wi  ^■H*<*<«^t^  MMj-tUi  /Mt,uw^ 

VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 
Etude  particuliërb  db  la  ctclo'ide. 

24S.  DÉFINITION    ET    ÉQUATION    nB    LA   CVGLOÏDB.  —  La  cyrlnïde 

Pi^  ^_  est  le  lieu  des  positions  d'un 

point  H  <lonné  sur  un  cercle 
(]ui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  indéSnie  A^. 
Ëquaiion  de  la  cycloïde  : 


Le  signe  supérieur  convient  â 


" 

i 

Œ 

T\ 

-(. 

'j\ 

/ 

l'arc  AC,  e.  le  signe  inférieur 
249,  ^50.  Tangente  et  ne 


MH  «st  la  normnle  au  point  M,  et  MG,  perpendiculaire  à  MH,  est  la 
tangente  en  ce  point. 

Supposons  le  cercle  C'hD  décrit  sur  l'ordonnée  maximum  comme 
diamètre;  menons  Mm  parallèle  à  A*  :  une  parallèle  à  C/«,  menée 
par  ie  point  M,  serj  la  tangente  cherchée. 


S51.    Ravon    et    centre   di 
Mil,  N  est  le  centre. 


CERCLE    OSCULATEDR.    R  - 


aMH, 


MN 

232,  2S3.  DÉVELOPPÉE  de  la  cïcloïde.  —  La  développée  de  la 
cycloïde  est  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point  N  placé  sur  la 
circonférence  d'un  cercle  égal  au  cercle  OM,  mais  qui  roulerait  sur 
une  parallèle  LE  à  Ax,  au-dessous  de  cette  droite,  et  à  une  dislance 
de  celle-ci  égale  au  diamètre  du  cercle  mobile.  Cette  développée  est 
une  CfcJoïde  égale  à  la  première. 

2S4,  25S.  Longueur  dvs  arc  db  cvcloïde. 


arcCH  =  aM(i  =  -i  ^/^a'-taf. 
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D  =  cis  \/(ri^xY-{-(d''fy-h(d'zy-(fPs)\ 


D  =  )/{dsd^x  -  (LcJ^ .sf-h  [(is<ny -  dvcPs)^-^  (dsd^z  -  dzd^s)\ 


D  =  d6^ 


288.  Normale  principale.  —  On  appelle  normale  principale  celle 
qui  esl  siluée  dans  le  plan  osculaleur. 
Équations  de  la  normale  principale  : 

X  —  J7      Y  —  ^"      Z  —  z 


,  dx  ,  dy  .  dz 

ds  ds  ds 


VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 

COURBURE   DES   LIGNES    DANS    L* ESPACE.  HÉLICE. 

289.  Courbure  des  lignes  dans  l'espace.  —  On  nomme  angle 
de  contingence  Tangle  w  que  font  les  tangentes  menées  aux  extré- 
mités d'un  arc  MM'  qui  devient  infiniment  petit,  et  courbure  au 

point  M  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  >  quand  A^  dimi- 
nue indéfiniment.  L'inverse  de  la  courbure,  —>  est  dit  le  rajon  de 
courbure  p  au  point  M. 

290. 


-1 = V  \-7Ï^; + v-^-y 


29i. 

ds 

P  = 


y/[d^x)^-^(d''yy-^[d''z)''  -[d^s)^ 

ds" 


}/{dyd^z-dzd''rf-^\dzd''x  —  dxd'')ù)''^-{dxd''y-dyd''xY 
^92.  Équations  de  la  normale  principale  IMN  : 

dx  dy  dz 

(«)X-x  =  Rp-^,      y_j.=  Rp_,     Z-^  =  Rp^, 
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262.  On  appelle  angle  de  contingence  l'angle  formé  par  les  tan- 
gentes menées  aux  extrémités  d'un  arc  infiniment  petit.  La  cour- 
bure d'une  courbe  est  égale  à  l'angle  de  contingence  divisé  par 
la  différentielle  de  l'arc. 

263  à  265.  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle 
osculateur. 

266,  267.  Expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
POLAIRES.  ~  {Foir  n°  258.) 


VINGT-TROISIEME  LEÇON. 

des  courbes  A  DOUBLE  COURBURE. 

268  à  270.  Équations  de  la  tangentr.  —  On  appelle  courbes  à 
double  courbure  celles  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un 
môme  plan. 

Équations  de  la  tangente  : 

X— r _  Y  —y _ 1  —  z 

dx  dy  dz 

Si  fixjXj  z)  —  o,  cpC.rjjr,  3)  =  G  sont  les  équations  de  la  courbe, 
la  tangente  a  encore  pour  équations 

|(X-.)  +  |(Y-^,  +  |(Z-.)  =  o, 

27d .  ANGLES  DE  LA  TANGENTE  AVEC  LES  AXES.  —  AxBS  rectangu- 
laires; a,  6  et  7  angles  formés  par  la  tangente  avec  les  trois  axes. 

dx  a       dy  dz 

COSa=-j-,       C03b  =  -f-,       C0S7  = -T-' 
ds  ds  as 

272,  273.  Plan  normal. 

(X  -  x)  dx  -f-  (Y  —y)  dy'\-\Z-z)dz=:  o. 

274,  275.  Différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  a  double 
courbure. 

ds  =  yj cix'' ^  dy"" -\' dz\ 

276.  Limite  du  rapport  d'un  arc  a  sa  corde.  —  La  limite  du 
rapport  d'un  arc  à  sa  corde  est  l'unité. 
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VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

DES  SURFACES  COURBES  ET  DBS  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE. 

277.  Équation  du  plan  tangent.  —  Équation  de  la  surface  : 

/(•^,  Ji  z)  =  o. 
Plan  tangent  de  la  surfaœ  au  point  (jCj  y^  z)  : 

J(X-x)^-|(y-^)4-f(Z-.,=o. 

278.  Équations  de  la  normale. 

X-x  _Y-x  _Z-z 

(/x  (Ijr  dz 

279. 

tlz  _  dz  _ 

Équation  du  plan  tangent  : 

Équations  de  la  normale  : 

X  —  X  -\-  p  [Z  —  z)  =  o, 
Y-/4-y(Z-z)  =  o. 

S^*  ^)  ^y  7i  angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes  : 


cos  a  =  -- 


yjp'^-f^  I 


cosp  = '       — ^     cos  7  = 


281.  Degré  de  l'équation  du  plan  tangent,  par  rapport  alti 
COORDONNÉES  DU  POINT  DE  CONTACT.  —  L'équalion  du  plan  tangent 
est  du  degré  m  —  i  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  de 
contact. 

282.  Surfaces  enveloppes.  —  Une  équation  do  la  forme 

fi-r,    y,  3,  C)  =  G 

peut  représenter  une  infinité  de  surfaces  quand  on  donne  au 
paramètre  c  toutes  les  valeurs  possibles.  L'intersection  d'une  sur- 
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303.  Angle  et  rayon  de  torsion. 

9  m      I 

-j-  =  r  t:  =  COnst. 

as      I  -h  Aw*  R 


VINGT-SIXIEME  LEÇON. 

POINTS   SINGULIERS    DES   COURBES   PLANES. 
306.   DÉFINITION   DES  POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES.  — 

Points  d'inflexion.  —  Points  sin^uliers^  points  qui  offrent  quelque 
parlicularilé  remarquable,  indépendante  de  la  position  de  la  courbe 
par  rapport  aux  axes. 

307.  Sinusoïde 

y  =  sinx. 

Les  points  où  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  sont  des  points 
d'inflexion. 

308. 

X  =  tang  JT. 

Tous  les  points  où  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  sont  des  points 
d'inflexion. 

309.  Points  multiples.  —  Points  qui  sont  traversés  par  plusieurs 
branches  d'une  même  courbe. 

p 

X=<f(x)dz(x-^a)(x—  ^)^, 

-  étant  une  fraction  irréductible,  dont  le  dénominateur  q  est  pair. 

Si  Ton  suppose  «  >  ^,  le  point  qui  a  pour  coordonnées  x  =  a^ 
j  =  <j)  (âr)  est  un  point  double. 

310,  311.  Équation  de  la  courbe  : 

f[x,  y)  =  o. 

Pouravoir  les  points  multiples,  il  faudra  commencer  par  chercher 
les  points  dont  les  coordonnées  vériflent  les  équations 

df  df 

dx        '  df         ' 
on  aura 

d\f      ^  d\f  dy  'i'f(^rY_^ 

tlx^         dxdydx  df^\dx)  * 
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d'^f      d'^f  d^f 

et  si  les  trois  coefficients  -pr»    ,  '     et  -7-3-  ne  sont  pas  tous  nuls. 

dx^    dxdjr      dy  *  ^ 

dv 
et  que  l'équation  donne  deux  valeurs  réelles  et  distinctes  de  y>T 

le  point  considéré  est  un  point  double. 

Mais  si  trois  branches  de  la  courbe  se  rencontraient  en  ce  point, 
il  faudrait  que  Ton  eût  en  même  temps 

d\f  d\f  _         d\f  _ 

dx*  ^  ®'     dxdy  ~  ^'     dy  ~  ^' 

312.  Points  de  rebroussement.  —  Points  où  deux  branches  de 
courbe  viennent  s'arrêter,  et  où  elles  ont  une  tangente  commune. 

Le  rebroussement  est  de  première  ou  de  seconde  espèce^  suivant 
que  les  deux  branches  sont  de  deux  côtés  différents  ou  du  même 
côté  de  la  tangente  commune. 

d^r 

313,  314.  Si  le  rebroussement  est  de  première  espèce,  ^-^  a  des 

signes  différents  sur  les  deux  branches;  si  le  point  de  rebrousse- 

d^y 
ment  est  de 'seconde  espèce,  -^  a  le  môme  signe  sur  les  deux 

branches. 

315.  Points  isolés.  —  Points  dont  les  coordonnées  satisfont  à 
réquation  d'une  courbe,  sans  qu'aucune  branche  de  cette  courbe 
passe  par  ce  point. 

j^  ±  (x—  a)\/x  —  b, 

a<Cb, 

Le  point  (x  =  «,^=  o)  est  un  point  isolé. 

316.  Points  d'arrêt.  —  Points  où  une  branche  unique  d'une 
courbe  vient  brusquement  s'arrêter. 

317.  j  = .  L'origine  est  un  point  d'arrêt. 

logj:  \ 

318.  319.  Point  saillant  ou  anguleux.  —  Point  où  viennent  se 
terminer  deux  branches  de  courbe  qui  ont  chacune  en  ce  point  une 
tangente  distincte. 

X 

y  — 

i-h^' 
a  un  point  saillant  à  l'origine. 
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VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 

RÈGLES   POUR   l'INTÉGRATION    DES    FONCTIONS. 

320.  DÉFLNiTiONS  ET  NOTATIONS.  —  Une  fonction  d'une  seule 
variable  est  toujours  la  dérivée  d'une  autre  fonction. 

321.  On  appelle /V?re^^w/^  de  f[x)dx  et  l'on  représente  par 
Jf(x)cix  une  fonction  dont  la  différentielle  est  f(x)(lx.  L'opé- 
ration par  laquelle  on  passe  de  la  différentielle  d'une  fonction  à  cette 
fonction  se  nomme  intégration. 

On  a^  par  la  définition  même, 

dSf[x)  dx  —f[x)  clx,     Sd(f  (x)  =  (j>  (x), 

322.  L'intégration  générale  de /(x)^  est 

G  étant  une  constante  arbitraire  et  ^ (x)  une  fonction  qui  a  pour 
dérivée /(x). 

323.  Intégration  d'une  différentielle  multipliée  par  un 
facteur  constant. 


/  af(x)  dx  =  a  I  f(x)  dx. 


324.  Intégration  immédiate  de  quelques  fonctions  simples. 


/ 
/ 


af^' 


x"dx  = hC, 


e*dx=  ^-f-C, 

rcfdx  =  ï — h  C, 
\a      . 

t 


/f 


/  cosxdx  =  sin x  H-  C, 

rsiiixdx  =  —  cos.r  4-  C, 


/ 


5-  =  tang^  4-  C, 


COS'J: 

dx 


=  —  cota:  +  C, 


f 
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dx 


x" 


=  arc  sin  J7  ■+-  C, 


dx  ^ 

.  =  —  arc  cos  j:  4-  G; 

v/i  —  x^ 

— ; — 5  =  arc  tangj:  4-  C. 
I  H-  a:-' 

325.  Dans  ces  formules,  x  peut  être  la  variable  indépendante  ou 
une  fonction  quelconque  de  la  variable  indépendante 


326.  La  formule 

f    3/f^  djK  =. 


devient  illusoire  quand  on  y  fait  «  --  —  i.  Cependant  un  artifice  de 

/dx 
—  • 


/ 


a^dx— h  C. 

n  4- 1 


Si  Ton  fait  /i  =  — -i  dans  le   quotient  des  dérivées   des  deux 
termes  par  rapport  à  /i,  on  a 


/dx  _ 


Ix-hC. 


327.  Intégration  d'une  somme.  —  L'intégrale  d'une  somme  de 
fonctions  est  la  somme  des  intégrales  des  fonctions  qui  la  com- 
posent, 

328.  Intégration  par  parties. 


/  udv  =  iw  —  j  udu. 


329.  Intégration  par  substitution. 


Jf[x)dx  =  Jf[<^[t)y(t)dt, 


x4-- 


/dx  1  .  2       .    _ 

^a =  — F==.  ^ï'C  tang  — ^  4-  C. 


X*  4-  px  +  q 


=  -s  arc  (ang  — s h  C. 
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a  -f  6  /^,  a  H-  p \J—i  racines  de  l'équation 


VINGT-HUITIEME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES    FRACTIONS   RATIONNELLES. 

330.  Intégration  des  fractions  rationnelles.  —  La  question  se 

ramène  à  intégrer  la  fraction  rationnelle    \.    .    >  où  q>(j:)  est  d*un 
degré  inférieur  à  celui  de/(x). 

331,  332.  Cas  des  racines  simples,  m  degré  de  f[x)\  «,  A, 
<:,...,  A- racines  de /(^). 

j\x)       x  —  à      x  —  h      '"      X — ^' 

A_?(")      D 1  y(^)  ir-liil 

333. 

*y(cr)  dx 


■■ 


=  Al(ar-«)-f-Bl(j:  — ^)4-.... 


Si  x  —  <7  était  négative,  il  faudrait  changer  A 1  (x  —  «r)  en  A  l  (^i  —  x). 
334.  Cas  particulier  des  racines  simples  imaginaires. 
fl  =  a  4-  6  /— I,     ^  =  a  —  6  y/— i; 

A=ll^Ltl»Q  =  G  +  Hv/=7, 
=  Gl  [(:c  -  «)'+§»]  -  2H  arc  tang  (^^^^)  +  C. 


335. 

^    M^  +  N 


)'+ê» 


dx 


=  -  '  [(-^  -  «)+€']  H g —  arc  tang  — ^  -^  C. 
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336  à  338.  Cas  des  racines  multiplzs. 

f{x)  =  M  ( J-  -  a)"  (x  -  by  [x  -  c)»...(jc  -.A)  =  (x-  fl)"/,(a?). 


+  rz — rT^+-.-  + 


f(j:)      (x  —  a)"  '   (x  —  a)'*-' x^a 


(x-^)*»  '   (x— ^)'»-«   • •  x-b 

^  (:r  -  c)'  ^  (x  -  6- )»-»  ^ •  •  ■  ^  X  -  c 

+  .. 

expression  qui,  multipliée  par  dx,  sera  très-facile  à  intégrer.  Cette 
décomposition  ne  peut  se  faire  que*  d'une  seule  manière. 

339.  Cas  particulier  des  racines  imaginaires  multiples.  — 

Soient  a  ±6  \f^  deux  racines  conjuguées  de  l'équation  f(x)=o, 
et  n  leur  degré  de  multiplicité. 

On  a  l'identité 

ç(a:)_(Ax4-B)/.(x)-(A,^  +  B.)[(^-a)»4-e']y.(^) 
-(A,x  +  B,)[(^-a)^  +  6'P/.(^) 


-  (K^^^-h  B„_,)  [(X-  «)'  +  6'r»/.(x) 
=  [(x-oLY-i-^'Y^(x). 

Les  constantes  A,  B,  A, ,  B, ,  etc.,  choisies  de  manière  que,  pour 

X  =  ct-\-^  /—T,  le  premier  membre  devienne  nul,  ainsi  que  ses 
^  —  I  premières  dérivées. 

340.  Le  cas  actuel  conduit  à 

r  {Ax-hB)ffx           r  k[x-aL)dx          f  (AaH-BWx 
«>,         r  A(a:-a)^x A 

/A  (a:  —  a )  r/j7       A  ,  r/ 
j^3^^,  =  -l[(x-«)'+6'J. 
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Soit  X  —  a  =  êz, 


Ç  (Aa4-B)rfjr     _  Aa-4-B  Ç     dz       ^ 


j:  —  a  =  êz. 
341. 


/'     dz       _  z  2«— 3    /*      dz 

[\-^z'f~(7.n-%)[i^z^f-''^Tir=iLj(i-T^)r'' 

r  dz 

formule  qui  conduit  finalement  à  /  .^  =  arc  tang  z. 

3i2.  On  peut  encore  poser  t  =  arc  tangz  :  il  en  résulte 

On  développe  cos**"'  t  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  /  et  on 
intègre  chaque  terme. 


VINGT-NEUVIÈME  LEÇON. 

intégration  des  fonctions  irrationnelles. 

343.  Fonctions  qui  ne  contiennent  que  des  irrationnelles 
MONÔMES.  —  Faisant  x  =  t^, 


f 


d  +  x'  — x')rfr_  r{i  +  t'—t')ei*. 


344.  On  ramène  au  cas  précédent  toute  fonction  qui  ne  contient 
que  des  radicaux  portant  sur  un  mémo  binôme  du  premier  degré. 

345.  Fonctions  qui  contiennent  un  radical  du  second  degré. 

—  Le  terme  ar'  sous  le  radical  est  précédé  du  signe  .-h.  On  pose 

^a  -{-  bx  -i-x^  =  z  —  J7, 


X  = 


b  -\-'iz 


j — — T — ; — -,      a-}-bz-j-z^ 
i/a  +  bx  -\-  x^  =  — -, > 

,         (a  -hbz-^  z')  7.dz 

dx  = n T , • 

(b-h^z)* 
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La  fonction  donnée  se  changera  en  une  fonction  rationnelle  de  z. 
346.  Autre  méthode  :  «  >  o, 

_  'izsfâ  —  h 

X  —  -       i 

/         . •„      z^  \fâ  —  bz -\-  \fa 

y/a-^bx-^x"^—^ ~-^% 


,    __  (z^  ^  •—  tz-i-  y/^)  2ciz 


347.  Exemples. 


/    ,  ^       =  =  1  (-  +  X  +  v^«  -h  6a:  +  jtA  4-  C. 

6=0, 

J  }Ja-\-x^ 

(f^x  -^  h)  dx 


-{-  bx  -^x^  -    . 

=  g\/a-tbx-\-x^-\-(h  —  ^ )  I  f-4-jc-|-y/rt-f-6^H-a7M-4-C. 

348.  Intégration  de  /(a:,  \]a-\-bx  —  j:^)  r^;  «  >  o, 

/ z 5         /~   ■  ^  —  izJa 

\Ja  -\-  bx  —  x^  =  /rt  4-  xz^     x  = ^  5 


I-^^ 


/ j î      \f7i  -\- bz  —  z^  yfâ 

yJa-^bx-^x^^i  I__I__        _I_: 
'^  I  4-  3^ 


2-,  i 


349.  Troisième  transformation  quand  les  racines  a,  ^  du  trinôme 
a-\-hx±Lx^  sont  réelles. 
1**  j:*  a  le  signe  +, 


v/«  -h  6x  4-  JC*  =  (x  —  a )  z, 

6-az'     ./r-rxT^rTâ  -  (^-°^)^ 

I  —  z-*  '^  I  ~  z' 

,         2(6  —  a  )  zf/z 
•        (l-z')^ 
Sturm.  —  .'//i.,  I.  82 
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2**  J7*  est  précédé  du  signe  —  , 

a -\- bx  —  a:^=(jc  —  a)*2*, 

/ — --7 î        (6  — a)z 

I  4-  z^ 

^•^-       (14-^^r 
350. 


/; 


dr  b  —  IX         - 

=•  arc  cos   ,  -h  C. 


sja->rbx  —  x^  yj l^a  -|-  ^* 

351 .  On  peut  intégrer  une  fonction  rationnelle 

qui  contient  des  radicaux  du  deuxième  degré  portant  sur  deux  bi-* 
nômes  différents  du  premier  degré. 

352.  Intégration  des  différentielles  binômes.  —  Les  différen- 
tielles binômes  sont  de  la  forme 

ar'[(i-\-bjf'Y  dx. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  formule  en  supposant  m 
et  n  entiers  et  /2  >  o,  /?  doit  être  supposé  fractionnaire. 

353  et  354.  Cas  d'intégrabilité. 

/w4-i 


n 


=  un  nombre  entier, 


/?  =  un  nombre  entier. 


n 
355.  Réduction  de  l'exposant  de  x  hors  de  la  parenthèse. 


(A) 


b  (np -\- m -{- 1)         b[np-irni-ir\)J  ^  ' 


Si  ///  est  positif  et  >  n,  in  étant  le  plus  grand  multiple  de  n  qui 
soit  inférieur  à  w,  on  sera  ramené  à  l'intégrale 


f' 


x"'-^"(n-{'bx^yf/x. 
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356.   RÉDUCTION   DE   l' EX  POSANT  DU   BINÔME. 


(B) 


Car  [a  +  baf'Y  (h: 

= \        . — ^H — ^— ; —  \af^(a-\-baf'V-'dx. 

«y»  -}-  m  H-  I  np-\-  m  -^\  J       ^ 


Au  moyen  de  cette  formule,  on  ôtera  successivement  de  p  toutes 
les  unités  que  contient  cet  exposant. 

357.  L'emploi  des  formules  (A)  et  (B)  fera  dépendre  l'intégrale 
/  3f**[a-^bjc^Ydx^  quand  m  et  p  sont  positifs,  de  l'intégrale  plus 

simple 

ijc"'-^"(a-{-bjf)i'-'^fU, 

in  étant  le  plus  grand  multiple  de  n,  inférieur  à  //i,  et  X'  la  partie 
entière  de  p» 

358.  Formules  de  réduction  dans  le  cas  ou  les  exposants  m 

ET  p  SONT  NÉGATIFS. 


jx-"*  (a  -h  b.if'Y  flr  =  — 


4-  . V — '  lx-''+''(a-\-bjf)''(ix, 

(m-i)a  J  ^  ' 

Par  cette  formule,  l'intégrale  cherchée  sera  ramenée  à 


I' 


où  in  est  le  plus  grand  multiple  de  n  contenu  dans  m, 
359. 


(D) 


\aria-\-  bjcf)-P  dx  = ^-^ f — 

J    .  an[p-'\) 

m  +  n  -\-  \  —  pn  C  r»  i  »    -v  -^i    » 

on[p  —  \)      J 


SI  /»  est  >  I ,  on  ramènera  cet  exposant  à  être  compris  entre  o  et  i. 

300. 

xf'{a3f-^bjifydx 

devient  la  différentielle  binôme  xf^^^^  [a  -h  bx^-'^y  dx, 

361.  ///  impair, 

/xf'Hlv  \x'n-\      (w  —  i).r'«-i  2. 4...  (w  — 1)1  / 

^x—x^  L    "'  {in-''X)m  I.3.../W     J '^  ^^* 

32. 
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m  pair, 


/; 


af"  (Iv 


v/i  — X» 

L  /w         [m  —  i)in  2.4.0... //i         J 


1 .3.5. . .  (aw  —  i)  .         ,   /i 

-t — -r-^ ■  arc  smx  -f-  L 

2 . 4  •  0 . . .  //z 
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intégration  des  fonctions  transcendantes. 

362.  Fonctions  qui  se  ramènent  aux  fonxtions  algébriques. 
—  Si  ron  a,  sous  le  signe  / ,  une  fonction  algébrique  d'une  trans- 
cendante, multipliée  par  la  différentielle  de  cette  transcendante, 

dx 


p(e')e'dx,     j'f(a')à'dx,     j7(lx)Ç 


,...  , 


on  pose  e*  ou  iif  ou  Ix  =  2. 

363.  Intégrale  de  z'^Pdjr^  z  étant  une  fonction  transcendante 
de  jc.  Posons 

(A)         A"Prùr  =r  Qz"  -^  TzRz"-'  +  /?(«  —  i)  Sz""»  -..-.. 

364.  Exemples. 

nr        ^ 

-\-  ^(^  —  i).».3.a.n     p 
~~  /II".         J      ' 

/(arcsinj7)"r/jc 

=  J7[3''— «(/î  —  l)z"-*-h/î(/2—  l)  (/î-a)(/2  — 3)2"-*— ...] 
-f-  V^I  —  X'  [«Z"-  —  /î  (/2  —  1)  (/l  —  2)  z"-'  -h.  .  .]. 
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I Z"  COS  Z  (iz 

=  s\nz[zf'  —  n(n  —  i) ^-^ -\- n(n  —  j)  (/?  — a)  (/i  —  3)  «'*-<  — ...] 

-hC0Sz[/?2""'— ,/2  (/2  —  l)  («  —  2)2"-*  +  ..  .]. 

//(x)  cosj:^^  =  [/(jc)  -/"{J^j  H-/'M-p)  -. . .]  sinx 
365.  Exemple. 

7 


dz 
z 


C— 
J  ^'' 

— 
On  ramène  /  7 , — rr  à  /•  1—  • 

m 

366.  Intégration  de  quelques  fonctions  exponentielles  et 
trigonométriques. 

e**  cosbûcdx  =  — ^ Tirp ■  "^  ^» 

/•^    .    ,     ,        e**(asin^j:  — ^cos^x)   ,  ^ 
c"  sin  6a:<5te  =  — ^ ,  .    ,a -4- 1. 

367.  Pour  obtenir 

I  zf*  c**  COS  bz dz    et     /  z"  ^  siu  ^«  ^/2, 

on  remplace  dans  la  seconde  formule  du  n°  364  m  par  a-\-b  /—i, 
et  Ton  égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires 
des  deux  membres. 

368. 

/(sinj:,  cosjt)  dx^ 

/étant  une  fonction  rationnelle.  On  pose  tang-^  =  z\  d'(  11 

dz 


369. 


j  sinxcosxdx  =  —  -casax  +  C. 

/tan?  jcr/jT  =  l h  C. 
'^                 cos.r 


z' 
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dx 


-, 


sinjTCOSJ? 


=  1  tango: +  C. 


/4^  =  1  tang  -  X  H-  C 
Itlx  /i  -h  cosx  =  —  a  Va  cos - ^  -f-  C. 

^  7  ^  •        f 

=  cos  A-,  =  sm  A*. 


h 


(Ix  I        .  X  -f-  X- 

I  tans 


a%mx  -\-h  cosa:      y/^a  _^  ^2        °      2 
Suivant  les  cas,  « 


/. 


a  sin  X  4-  h  cos  j:  -f-  c 

-7==  arc  tang ^^ ■    '      °»     - — , 


ou 


j  (g  — ^)  tang {x-i-a  —  yjn' -^  b*  —  c'' 


V/<'/' -f- 6' 4- c*     (c  —  6)  tang-^x4-<Tf4-v/'''4-^'  —  c 

m 

370.  Intégration  des  produits  db  si.nus  et  de  cosinus. 


/' 


sin(/7jr4-  b)  sin(rt'jr4-  b')  dx 
—  si"[(^  — ^')'y  +  ^--^']      sin[(g4-^')j?4-^4-^l   ,  p 

2(«  — ^1)  2(fl4-«) 

On  intègre  un  produit  de  sinus  et  de  cosinus  lorsque  les  arcs  se 
présentent  sous  la  forme  ax  4-  b^  en  transformant  ce  produit  en 
Une  somme  de  sinus  ou  dé  cosinus. 


371. 


jsïn^xdx.  et      j  cos^xdx^ 


quand  n  est  un  nombre  entier  positif,  se  déterminent  en  développant 
sin^j-elcos'^.r  en  fonction  des  sinus  ou  des  cosinus  des  multiples  dejc. 

372.  Intégration  des  dfférentielles  de  la  forme 

s\n^"^xeos^^xdx. 

/,        sin'w-^i.rcos^-^r       w  —  i     /* .  .      , 

sm"*  xcos^xd^r  = ! /  sm'"  jc  cos'*-*  x  air. 
m-hn               rn-h/ij 
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On  sera  conduit  à  /  sin"»^<ir,  ou  /  sin"*^  cosxda:, 

373.  Quand  m  =  —  n^ 

374.  m-i 

r^x^n,    ^    »    j  sin'«-i.rcos'*+^x     m — r   /* . 

/  m-\-n  m-\-  nj 

Par  là  on  réduit  l'exposant  de  sin.r  lorsque  m  est  positif. 

'  375. 

/COS^.rfl?.r  _  cos'^-^ïj:  m  —  n  —  iÇç^o^^x     , 

sin^«x    "~      (/w  —  i)sin'"-i.r  m  —  \     J  sin^^-^j: 

376.  m  pair. 

Ain'"  xrfx  =  —  5^^  [sin'n -i  .r -f- -î^^=li  sin'«-3a: 
t/  w     [_  m  — 2 

(m — i)(m— 3)sin'«-»a7-i-... 


7w  impair, 


(m  —  iXi^m  —  4) 

{m  — 

(  m  — 

{m  —  I  )(w  —  3). .  .3.1    ^   p 

( /w  — '2  )  (  w  —  4  ) . . .  4 . 2  "^ 


I  )  (m  —  3).  ..3.1    .       1 

-f^ 7T -, —  sin.r 

2)(m— '4). .  .4'^  J 


/«•    ».      J  COS.r  r   ,  ,  A?2  —  1     . 

m    y  m  —  2 


{m — \){rn  —  3)..  .214- G. 

"^  (m  —  2)  {tn  —  4)'  •  •  ïj 


TRENTE  ET  UNIEiME  LEÇON. 

DES   INTÉGRALES  DÉFINIES. 

377.  DÉFINITIONS  ET  NOTATIONS.-  —  Lorsque  cp(.x')  a  pour  diffé- 
rentielle/(x)t/j7,  cp(x)-i-C  est  nommée  \ intégrale  indéfinie  de 
la  différentielle /(.r)cLr.  On  fixe  la  valeur  de  G  par  la  condition 
que  l'intégrale  devienne  nulle  pour  x  =  a.  Dans  cette  hypothèse. 


G  = 


cp(rt)     et    Jf(a:)dx  =  ^{.v)—^(a). 
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L'expression  ff(b)  —  <p(û),  représentée  par  la  nolation  /  f(x)  dx^ 

Ja 
Fig.  70i 


est  dite  intégrale  définie,  prise  entre 
les  limites  a  et  b^  pu  depuis  x  =  a 
jusqu'à  x=  b. 

378.  Signification  géométrique  db 
L*iNTÉGRALE  DÉFINIE.  —  La  valeur  de 

l'intégrale   /   f[x)dx  est  la  surface 

Ja 

CABD. 


379.  Exemples  d'intégra|.es  définies. 
I 


X 


x"  dx  = 


>  si  77  H- 1  est  positif, 


r"-'(') 


X 


1T 

3 


,„        ,  1.3.5...  (2/2  —  l)7r 

s\xr*xdx  = --^-^ -^  -  • 

Q  2. 4*0*  •  .  2/2  2 


380.  Intégrales  définies  considérées  comme  limites  de  sommes. 
—  .L'intégrale  définie  /  f(x)dx  est  la  limite  de  la  somme  des  va- 
leurs infiniment  petites  de  la  différentielle  f(x)  dx,  lorsque  x  varie, 
par  degrés  insensibles,  depuis  a  jusqu'à  b, 

381.  Remarques  sur  les  intégrales  définies. 

Xa  /•b 

f{x)dx  =  —  j      f{x)dx. 

382.  Si  c  est  une  valeur  quelconque  de  x,  on  aura 

f  f(x)dx=  fy(x)dx-h  f  f(x)dx. 
Ja  Ja  Je 

f  f[x)dx=    rf{x)dx-i-   rf(x)dx+  Ç^f(x)dx+  f  f(x)dx. 
Ja  Ja  Je  Je  J g 

383.  Calcul  approché  d'une  intégrale  définie.  —  Soit  ^[x) 
une  fonction  de  x  telle,  que  l'on  ait  ^{x)  <cf(x)  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b: 

f  f(x)dx>  f  ^[x)dx. 
Ja  Ja 
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Si  x(^)  ®8t  une  fonction  de  x  telle,  que  Ton  ait  x(^)>/(^)> 
de  jc  =  a  h  ûT  =  bf  on  aura 


b  /»* 


a  Ja 


384.  Exemple. 


1 
'       <o,5236. . 

0     \li  —  01^ 


385.  Nouvelle  démonstration  de  la  série  de  Taylor. 


TRENTE-DEUXIEME  LEÇON. 

suite  DBS  INTÉGRALES  DÉFINIES.  —  INTÉGRATION  PAR  LES  SÉRIES. 

386.  Des  intégrales  définies  dans  lesquelles  les  limites 

f[pc)  dxy  f[x)  restant  finie 

et  continue,  est  la  limite  de  /  f[x)  dx^  quand  b  croît  indéfiniment. 


387.  i*»  /  "^  e-'dx^  I. 


00 

a**  /      e*dx  =  <xi. 


r^      dx      _  Tt 
Jo       ^ 


5* 

/»00 

/      cosxdx  est  indéterminée. 

388. 

A-)-''!;\ 

Ts(x),  fonction  finie  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  a. 
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J/»30 
[     f(x)clj:&  une  valeur  finie. 
a 

Si  «  ^  I ,  cette  intégrale  a  une  valeur  infinie. 

389.  Intégrales  dans  lesquelles  la  ponction  sous  le  signe 


/ 

DEVIENT    INFINIE    ENTRE    LES    LIMITES    DE    L'INTÉGRATION    OU   A  CES 

LIMITES.—  Quand  /(è)  =  oo  ,  /  /(j:)  dx  est  la  limite  de  Tintégrale 

Ja 

b-i 

f[x)dx^  lorsque  e  décroît  jusqu'à  o. 

a 

J/*b  /*b 

'   f(x)fix  est  la  limite  de  /      f(x)dx^  quand  s 

décroît  jusqu'à  o. 

Si  /(c)  est  infinie  ou  discontinue,  c  étant  une  quantité  comprise 
entre  a  et  b^  on  pose 


X 


J^b  /»c — c  /*b 

'    f(x)dx=\mj         f(x)dx-{-V\mj       f[x)dx^ 


b 

quand  e  et  yj  décroissent  jusqu'à  o. 
390.  Supposons /(  ^  )  —  oo  :  soit 


J^^'i-  (b-x) 


«' 


n  étant  un  nombre  positif  et  7r(x]  une  fonction  qui  ne  devient  pas 
infinie  lorsqu'on  fait  x  £  b. 

Si  Aï  est  <  I,  /   f(x)dx  di  une  valeur  finie. 

Ja 

Si  Ton  a  71  >  I  ou  /i  =  i ,  Tintégrale  proposée  est  infinie. 
391.  Exemples. 

39â.  Des  intégrales  indéterminées.  —  L'intégrale 

-^^dx 


J—a      ^ 


) 


r7  >  O,  ^  >  o,  est  indéterminée. 
393  à  396.  Intégration  par  séries.  —  Si 

f[x)    =   tt,-f-«,-|-  W3-f-...-htt, 
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607 


on  aura 


J/*b  /*b  r*h  r*b 

a  Ja  J  a  Ja 


^X*"" 


dx 


formule  encore  vraie  même  si  la  série  «,  4-  w,  +  «3  + . .  • ,  conver- 
gente quand  ;r  est  moindre  que  ^,  devient  divergente  pour  x  =  b^ 
pourvu  que  la  dernière  série  soit  encore  convergente. 

En  général,  si  la  formule  de  Maclaurin  donne  une  série  conver- 
gente, 

on  aura 


TRENTE-TROISIÈME  LEÇON- 

QUADRATURE  DES  AIRES  PLANES. 

397.  Formules  générales,  y  =f[x)^  équation  de  CD, 


Fig.  7.>. 


y 


aireABCD 


M. 


G 

A 


P      B 


=   /    f(x)dx. 


Axes  obliques  (&  Tangle  des  axes), 

h 


"^  aireABCD  =  s'inO  C  f(x)  dx. 

398.   /    f(x)  dx  représente  la  différence  entre  la  somme  des  seg- 


Fig.  77. 


ments  situés  au-dessus  de  Taxe  des  x 
et  la  somme  des  segments  situés  au- 
dessous. 

399  (/é^.80). 


aire 


CC'M'M=jrV--r')^^. 


r)o8 

400.  Exemples. 
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Parabole  quelconque, 

m  ei  n  étant  positifs. 


aireOMP  = 


n 


m -{-ri 


xy. 


La  parabole  partage  le  rectangle  OPMQ 
dans  le  rapport  constant  de  /i  :  m. 


401.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  paraboles  qui  jouissent  de 
cette  propriété. 

402.  Courbe  du  genre  hyperbole  donnée  par  Téquation 

m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  positifs. 
n  >  /7f,    OA  =  a. 


y 

\g 

Q 

l\c 

1      V. 

^ÎL 

r^ 

— 

0 

Il    ▲ 

p 

X 

aireACMP 


I  /    n—m        n—m\ 
=  — — »"Vx    "    —an     ), 


La  surface  ACGH  tend  vers  une  limite  finie,  à  mesure*  que  le 
point  G  se  rapproche  de  plus' en  plus  de  l'asymptote  0^.  Cette 
limite  est  dans  le  rapport  constant  de  nk  n  —  m  avec  le  rectangle 
OPMQ  =  ^r. 

403.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  courbes  comprises  dans 
l'équation  jf*jr'*  =p  qui  jouissent  de  cette  propriété. 


Fig.  8o. 


404.  Cervle, 


COPM=  —^ f — arc  sin  -  • 

a  a  a 


secteur  OCM  =  -  arc  CM. 

a 


405.  Ellipse, 

a^y^b^x'zrza^bK 

Le  segment  elliptique  OPMB  et  le  segment  circulaire  OPNC,  qui 
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correspondent  à  la  môme  abscisse,  sont  entre  eux  dans  le  rapport 
Fig.  8i.  constant  de  b  h  a, 

y  La  surface  de  l'ellipse  est  moyenne 

proportionnelle  entre  les  surfaces  des 
deux  cercles  qui  ont  pour  diamètres 
respectifs  les  axes  de  Tellipse. 


406. 


secteur  OBM 
secteur  OCN 


h 
a 


r=-v^-^-«'- 


AMP  = 


_  bx  \]t}  —  a* 
%a 


ab,  fx-\-  yjx^  —  «A 


408    Cycloïde  AMD  engendrée  par  le  mouvement  du  cercle  ANB 
roulant  sur  la  droite  BD, 


Fig. 

83. 

V 

B 

Q 

)^ 

y 

V 

/ 

l 

P     ( 

1 

X 

dx 


= *  \/^' 


aire  AMP  =  /    ydx 

AMP  =  segm.  ANQ. 


L'aire  comprise  entre  la  cycloïde  et  sa  base  est  égale  à  trois  fois 
Taire  du  cercle  générateur. 


409.  Quadrature  des  courbes  rapportées  a  des  coordonnées 
Fig.  84.  polaires.  —  Si  a  désigne  Taire  du 

secteur  COM,  on  aura 

M 

c  secteur  OCM  =  w  =  -  /  /•'  r/0, 

^  ^  cette  intégrale  ayant  pour  limites  les 

valeurs  de  0  qui  correspondent  aux  points  C  et  M. 
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410.  Spirale  logarithmique ,  r  =  irt'"*^. 


Fig.  85. 


OC  =  r\ 
4  m 


4ii.  La  quadrature  des  aires  curvilignes  est  quelquefois  rendue 
Fig.  86.  plus  facile  par  l'emploi  des  coordon- 

nées polaires. 

Exemple,  folium  de  Descartes, 
j:^  4-/*  —  o^X  =  o. 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 


RECTIFICATION     DES     COURBES     PLANES. 


412.  Formule  générale. 


=f^^  \A+lî 


413.  Parabole.  /'  =  ipjc. 


s  = 


j)/x^-^p'  .  p^  ly-^y/y 


ip 


-+- 


P\il±^hl±^ 


414.  Ellipse.  —  Arc  ^ellipse  BM  [fig^  8i,  p.  Sog),  compté  à 
partir  du  sommet  B  du  petit  axe, 


415. 


=  a\^- 


t/o 
i  e'' yif^  sin»  ^  -  ^  ^  ^' y^  sin> 
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416  à  418.  Quart  de  l'ellipse. 


5i 


BMA 


5\2.4.6    J       7\a.4.e.8    y 


-...] 


419.  Hyperbole,    a^x^  —  b^x^  =  —  a^b^. 


\a         a   C^  h  I  cos*<p  .    1.2.3  cos*<p         \  , 
On  intègre  cos^cp^cp,  m  pair,  en  faisant  [formule  (F)  du  n**375]^ 


X  = <p, 


420.  Cycloïde.  --  P'oir  n*»  2S4. 


TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

CUBATURE   DES   SOLIDES. 

421.  Cubature  des  solides  de  révolution.  V,  volume  engendra 
i  ig.  88.  par  la  révolution  de  CAMP  autour  de 

K    M'  ,— - 

'  V 


0 


TT    jf^dx. 


P    P' 


422.  Volume  engendré  par  l'aire  CMM'C',  en  désignant  MP  par^ 
Fig.  89.  et  M'P  par/', 

y 

M 


T* 


iT 


P        X- 


y  =  izf(y*-y')dx. 
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423.  GUBATURE  DE  l'eLLIPSOÏDE  DE   RÉVOLUTION. 


Fig.  90. 


vol.  AMP  =  ^  (aa^  "^  t) 
Volume  de  Tellipsoïde  entier, 


V=|7rà'«. 


Volume  engendré  par  la  demi-ellipse  tournant  autour  du  petit  axe, 

V=|7r«»^. 

424.  Volume  engendré  par  la  révolution  d'une  cycloïdb.  — 
Solide  engendré  par  le  segment  AMP  {^g.  86,  p.  499)}  tournant 
autour  de  Ax, 

V  =  TrasegmAQN  —  0  (^^J"".?^')'« 

425.  Volumes  qui  peuvent  s'obtenir  par  une  seule  intégra- 
tion. —  Ceux  où  Taire  a  de  la  section  faite  par  un  plan  parallèle 
au  plan  /Oz  est  fonction  de  la  distance  de  ces  deux  plans. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  parallèles  à  jOz  menés  à 
des  distances  a  et  b  s'obtiendra  par  la  formule 

b 


=  /    udx. 


426.  Axes  obliques,  >  étant  l'angle  que  font  les  plans  de  section 
avec  l'axe  Oj?, 

V  =  sinX  I  udx, 

427.  Cône  à  base  quelconque. 

428.  Ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  principaux, 

x^      r*      z* 

— +  Al■^-7a='• 
a^       à        c 


Volume  entier  de  l'ellipsoïde, 


%7tabc» 


.  Ellipsoïde  rapporté  i  trois  diamèires  conjugués  obliques. 


n6VBinfl8in>Y   -,     _^\ 


430.  Tous  les  parallélipipëdes  construits  sur  les  diamètres  con- 
jugués d'un  ellipsoïde  sont  équivalents  au  parallélipipëde  rectangle 
construit  sur  les  axes. 

431.  Volumes  terminés  par  diversbs  surfaces.  —  Une  surface 

quelconque  CDEF 
Fin.  qS 

deux  plans    parallèles  à  /Os, 

'  menés  aux   distances  OA^n, 

OB  =  6;  deux  cylindres  droits 

).    7,  =  +(^)i 
surface  C  DE' F' 

F,(j.,j-,  =)=o. 


:i^; 


s^^f,^^}^  une  seconde 


V=  /    dx  \         (î-î,)'/.'- 

J«  Jf(x) 

432.  Lorsque  les  deux  surfaces  cylindriques  s 
plans  parallèles  à  zO/, 

43;i. 

Ja         Jtfi 


volume  compris  entre  une  surface  quelconque,  le  plan  jj,  deux  cy- 
lindres parallèles  à  l'axe  des  z  et  deux  plans  parallèles  au  plan  lO/, 

43i.  Vo'iumé  d'un  corps  quelconque  terminé  de  tous  câtés  par 
une  surface  dont  l'équation  F(j^,  ^,  z)  —  o  est  connue. 

SllBM.  .-  ^n.,  I.  33 
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Imaginons  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface,  parallèlement  à 
Fig.  gfi.  l'axe  des  z; 

représenle  la  trace  du  cylindre  sur  le 
plan  x}-,  courbe  fermée;  en  la  cou- 
pant par  un  plan  parallèle  à  jOï,  on 
aura  deux  Ordonnées  j-—^{3:]  et 
r,  =  Tl(')■ 
Si  z  =  MP,  z,=  M'P  sont  les  deus 
valeurs  de  s  tirées  de  l'équation  de  la 
/olume  du  corps 


^r"'p' 


«,)rfr. 


TRENTE-SIXIEME  LEÇON. 

INTCCRÂLES  KULTirLES.   ^    AIRES    DES   SUUPÀCBS 

433.  Des  intégrales  doubles.  —  Toute  expression  où  il  entre 
deux  intégrales  relatives  à  des  variables  différentes  est  une  inié- 
gmle  double. 

Une  intégrale  double  est  définie  lorsqu'on  assigne  les  limites  des 
deux  intégrations,  indéfinie  dans  te  cas  contraire;  on  la  rrprésenle 
pal  j  j  tdxdx. 

dr  l         z,^  est  la  limite  de 

la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  z^Jc^x  entre  les  limites 
des  deux  intégrations. 

i38.  Intégrales  tbiples.  —  Soit  U=/(jr,  j,  z)  une  fonction 
de  trois  variables  indépendantes  x,  y,  s. 

ff{X,f) 


dx    j  dy   f 


Mdz. 

'.égrale  triple;  on  la  représente  a 


///"■ 
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On  a 

439.  Théorème  sur  l'orure  des  intégrations. 

clx  \      (z-z^)df=  j      ify  \     [z-z,)(ix. 
a         J  a'  *J  a'         J  a 

4i0.  De  l*aire  des  surfaces  courbes.  —  L*aire  d'une  surface 
courbe,  terminée  à  un  contour  quelconque,  est  la  limite  de  Taire 
d'une  surface  polyédrique  composée  de  faces  planes,  qui,  en  dimi- 
nuant toutes  indéBniment,  tendent  à  devenir  tangentes  à  la  surface 
considérée. 

La  surface  polyédrique  a  une  limite. 

441.  Soit  A  l'aire  de  la  surface;  si  /?  et  </  sont  les  dérivées  par- 
tielles -7-  et  -7-  tirées  de  l'équation  de  la  surface,  on  a 
d.r        dy 


A=  I   i  yji^p'-^q'dxdr. 


44:2.  Aire  des  surfaces  de  révolution. 

b 


A  =  a 


•X^*V'"(È) 


En  désignant  par  s  un  arc  compté  à  partir  d'un  point  fixe, 
on  a 


X 

A 


=  2  7r    I    yds. 


4i3.  Surface  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  —  Surface  engen- 
Fig.  ,oo.  ^''^6  PSir  la  révolution  de  l'arc  BM, 

y  . 

Tzbe  (    ^  /a^         ^      «2  ^,^.\ 

.Nt  A  = (  x4/  —  —  ^2  _|.       arcsm —   • 

445.  Si  l'on  fait  x  =  a  dans  l'expression 
précédente,  et  si  l'on  prend  le  double  du 

33. 
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résultat-  on  a, 

27r^^H arcsmr, 

e 

pour  b  surface  totale  de  l'ellipsoïde. 


444.  a<:b  Qi  yjb*  —  a}  =  be\ 

si  Ton  fait  x  =  a,  on  aura,  en  doublant,  pour  la  surface  totale  de 
l'ellipsoïde,  

27r  6  /«  +  c»^'  H 1  ( )  î 

e       \  a  J 

ou  bien,  en  remplaçant  b^e^  par  sa  valeur  ^*—  «*, 


2 


7r^»»-f-aff/7Mr-(é'-f  i)l 


1 

e 


-^43.  Si  l'on  suppose  ^  =  o,  on  retrouve  4^«*  pour  la  surface  de 
la  sphère. 

446.  Changement  de  variables  dans  une  intégrale  double 

—  Si,  dans  une  intégrale  double  /  jVdxdjr^  on  remplace  :c  et  / 

par  des  fonctions  données  de  deux  nouvelles  variables  «  et  t^,  P 
devient  une  fonction  connue  Pi  de  u  et  de  p,  et  on  aura  pour  l'in- 
tégrale proposée 

447.  Si  l'on  pose 

^  =  rcos6,    ^'  =  rsin6, 

on  aura  des  intégrales  de  la  forme  /  /  Vxrd^dr. 
Application  à  un  exemple. 


FRËHIÊRË  ET  DEIIXIËHE 


LEÇONS  COMPLÉMENTAIRES, 


Par  â.  de  SAINT-GERMAIN. 


PREMIÈRE  LEÇON  COMPLÉMENTAIRE  o. 

COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 

Cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la  binor- 
male.  —  Expression  des  coordonnées  en  séries.  —  Propriétés  du  plan 
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latrice.  —  Applications  à  l'hélice.  —  Contact  de  deux  lignes. 


<30SINUS  DIRECTEURS  DE  LA  TANGENTE,  DE  LA  NORMALE  PRINCIPALE 

ET   DE   LV   BINORMALE. 

• 

1*.  Par  un  point  quelconque  M  d'une  courbe  h  double  courbure 
on  peut  mener  trois  droites  qui  jouent  un  rôÎ3  capital  dans  l'étude 
des  propriétés  infinitésimales  de  la  courbe  :  ce  sont  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  ou 
binormale;  les  résultats  obtenus  dans  les  n°'27I,  275,' 286,  291 
et  292  font  connaître  les  cosinus  directeurs  de  chacune  de  ces 
droites,  c'est-à-dire  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  trois 
axes  rectangulaires  OXYZ;  il  est  bon  d'en  rappeler  les  valeurs. 
On  a,  pour  la  tangente, 


/  V                         d.v                Q       dr 
(i)            cos3t— ^-,         cosi—  -y-, 
^                            ds                ^       ds 

dz 
cosY  =  ^^  ; 

pour  la  normale  principale, 

,dx                            ,  d)' 

d  y-                                         d  -7- 

,    .           ,             ds                                 ds 
(a)    cos/ =p"j—>         cosm  =  p— T— j 

as                                 as 

,  dz 
ds 

COS/2  —  p  —y—-: 

^    ds 

pour  la  binormale, 

/         ^           drd^z  —  dz 
cosX       p  •        ^-- 

.«.                            )                     dz  d^.c  —  d.i 
(3)                            cos(^-p             ^^^,3 

:d^z 

> 

f                     dx  d^  y  —  di 

COSV    _  p  •             • 

\                '              ds^ 

dKv 

{*)  Cette  Loçon  forait  naturellement  suite  à  la  viiigt-ciu(iiiiômn  du  texte. 
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Dans  cos  formules,  les  coordonnées  x,  j,  z  peuvent  être  regar- 
dées comme  fonctions  d*un  paramètre  arbitraire  f,  dont  la  valeur 
caractérise  chaque  point  de  la  courbe;  ds  est  l'élément  d'arc,  p  la 
valeur  absolue  du  rayon  de  courbure. 

Sur  chacune  des  trois  droites  considérées,  on  peut  cheminer,  à 
partir  du  point  M,  dans  deux  directions  opposées  auxquelles  cor- 
respondent, en  quelque  sorte,  deux  demi-droites;  il  y  a  donc  lieu 
de  caractériser  les  directions  MT,  MN,  MB  auxquelles  se  rap- 
portent les  cosinus  donnés  par  les  formules  (i),  (2),  (3).  Il  est 
clair  que  les  demi-droites  définies  à  l'aide  de  ces  cosinus  seront 
toujours  les  mêmes,  quelle  que  soit  l'orientation  des  axes  OX,  "OY. 
OZ,  et,  pour  les  distinguer,  nous  placerons  nos  axes  d'une  façon 
particulière  :  l'origine  coïncidant  avec  le  point  M,  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  x  sera  dirigée  suivant  la  tangente  du  côté  où  s 
croît,  celle  de  l'axe  des  j  suivant  la  portion  de  normale  principale" 
menée  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa  concavité;  l'axe 
des  z  coïncidera  avec  la  binormale.  Pour  cette  position  particu- 
lière des  axes,  nous  développerons  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  l'arc  s  compté  à  partir  du  point  M,  et  nous  en  dédui- 
rons, non  seulement  le  caractère  des  demi-droites  MT,  MN,  MB, 
mais  encore  quelques  propriétés  importantes  de  la  courbe. 

DÉVELOPPEMENTS   DES  COORDONNÉES   EN   SÉRIES. 

2*.  Si  le  point  M  ne  présente  aucune  singularité,  les  coordon- 
nées x^  j,  z,  qui  sont  des  fonctions  bien  déterminées  de  j,  peuvent 
se  développer  par  la  formule  de  Maclaurin  en  séries  de  la  forme 
suivante  : 

X  ^B^ -^  B' .v*  H- BV -+...,* 

On  en  déduit,  d'eorès  les  formules  du  n**  1*. 

cosa  zr  A -^  2A'x  +  3A*.y2-h...,        cos/    =  p(2A'-h  GA'^ -i-...), 
cos3  ^  B  -^2B'.f -^-...,  cosm  =  p(2B'-h  CB'.v  -+-...), 

cosY  =  C -i- 2C'.y -4-. ..,  cos/2  =  p(2G'-t-GG"SH-...). 

Mais  au  point  M,  pour  lequel  s  est  nul,  on  doit  avoir 

cosa=±:i,        co5/?i=dii,        cosp  =  C0SY=  30s/  =  cos^^  =  0; 
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il  en  rcsulle 

A=:=bi,        A'=o, 

B=o,  B'=:±  — , 

C  =  o,  C  =  o, 

Po  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  M.  D'ailleurs,  quand  s  est 
positif  et  très  petit,  x  et  x  doivent  être  positifs,  par  suite  de 
l'orientation  que  nous  avons  donnée  aux  -parties  positives  de  OX 
et  de  OY;  les  premiers  termes  du  développement  de  ces  coordon- 
nées ne  sauraient  être  négatifs.  En  tenant  compte  des  résultats 
qu'on  vient  d'obtenir,  on  peut  écrire  les  valeurs  de  x,  j,  z  sous 
la  forme  suivante  : 

ix  =  s  -h  as^  4- . . . , 


z  =  cs^ 


•    •    •  • 


On  en  déduit 


ces  a   =  I  -f-  3  as^  H- . . . , 


(2)  <  cosS   =  —  H- 3^^2^..., 

i  po 

[  cos  Y   =^  3  c.v2  -f- . . . , 
I   cos/    =  p(Gr/.ç  -H. . .)) 

(3)  {  cosw  =  p  ( 1- 6^*^-1-.. 

I  \Po 

1    cos/z    =  p(Çc.9-f-.  .  .). 

Les  cosinus  directeurs  de  la  binormale  peuvent  se  calculer  en 
prenant  s  pour  variable  indépendante  :  on  a  de  la  sorte 

.  /dr  d^z       dz  d^r\  /3c  ,  \ 

cosfJL  =  p( —  6cs  -\-. .  ,)j 

cosv  =p( hC^j-f-...); 

\po  / 

quand  s  tend  vers  zéro,  cosv  devient  égal  à  l'unité. 

Nous  pouvons  dès  maintenant  caractériser  les  directions  MT, 
MN,  MB  :  la  première  est  celle  de  la  tangente  menée  du  côté  où  s 
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augmente;  MN  se  dirige  vers  le  centre  de  courbure;  enOn  la  por- 
tion de  binormale  définie  par  les  cosinus  (3)  (1*)  est  orientée, 
par  rapport  à  MX  et  MN,  comme  la  partie  positive  de  Taxe  OZ 
Test  relativement  aux  parties  positives  de  OX  et  de  OY. 

3*.  Nous  allons  déterminer  les  coefficients  a,  b,  c.  Comme  on  a 

toujours 

cos'a  -\-  cos*  p  H-  cos*  Y  =  '  » 

la  somme  des  carrés  des  seconds  membres  des  équations  (2)  (2*  ) 
doit  se  réduire  identiquement  à  l'unité,  les  termes  en  s,  .v<,  .r', . . . 
disparaissant;  si  l'on  écrit  que  le  coefficient  de  s'^  est  nul,  on 
trouve 

pî  <>p5 

En  second  lieu,  remplaçons,  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (3)  (2*),  p  par  sa  valeur  donnée  par  la  formule  de 
Maclaurin, 


■^   ■         f^    .» 


p  =  po-|--p^-f-— Po-H 


et  élevons  ces  équations  au  carré  :  la  somme  des  seconds  membres 
doit  alors  se  réduire  identiquement  à  l'unité;  en  écrivant  que  le 
coefficient  de  s  est  nul,  nous  aurons 

Po  6  Po 

En  tenant  compte  de  cette  valeur  de  6,  on  reconnaît  que  les 
expressions  de  cosX,  cosfJL,  cosv  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

cosX  =  (3c-i-  6),y*, 
cosfji  =  —  (6cpo-i-  e')j, 
cosv  =  I  -+-  e'j", 

e,  e',  e'  s'annulant  avec  s.  Si  l'arc  s  devient  infiniment  petit,  l'angle 
des  binormales  à  ses  deux  extrémités  M  et  M'  mesurera  (296)  la 
torsion  ^  de  cet  arc,  et  Ton  aura  ç  =  v, 

sin*o  =  I  —  cos^v  =  cos*X  h-  cos*fJi  =  (36c*pJ  -h  t)).v'. 
T,  s'annulant  avec  x.  Le  rayon  de  torsion  f^  au  point  M  est  égal  à 


PREMIÈllE    LEÇON    COMPLÉMENTAIRE.  523 

la  limite  de  -  ou  de  -r^—  pour  ^  =  o,  c'est-à-dire  à  la  valeur  ab- 
©  sincD 

solue  de  - —  :  on  a  donc 
6cpo 

ro  =  =t ,  c—dz ; 

ocpo  6ropo 

d'ailleurs,  pour  des  valeurs  positives  et  sufûsamment  petites  de  .y, 
z  a  le  signe  de  c;  il  faudra  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les 
signes  inférieurs  selon  que,  en  suivant  la  courbe  à  partir  du 
point  M  du  côté  où  s  croît,  on  se  trouve  ou  l'on  ne  se  trouve  pas, 
par  rapport  au  plan  osculateur  en  M,  du  même  côté  que  la  binor- 
male  MB. 

L'expression  de  cos  (i  donne  lieu  à  une  remarque  qui  nous  ser- 
vira plus  loin  :  c'est  que,  pour  des  valeurs  positives  et  suffisam- 
ment petites  de  .v,  l'angle  ja  est  obtus  ou  aigu  selon  que  la  courbe 
est,  par  rapport  au  plan  osculateur  en  M,  dans  la  première  ou  la 
seconde  position  que  nous  venons  de  considérer. 

4*.  La  connaissance  des  valeurs  de  a,  ù,  c  permet,  en  négli- 
geant les  termes  de  l'ordre  de  ^*,  d'écrire  l'expression  des  coor- 
données X,  jr,  z  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  en  fonction 
des  éléments  géométriques  relatifs  au  point  M,  qui  a  été  choisi 
arbitrairement  :  on  trouve 


6pJ  apo        GpJ  Gropo 

Quand  s  est  suffisamment  petit,  les  valeurs  de  jr  et  de  3  se 
réduisent,  sans  erreur  appréciable,  chacune  au  premier  terme  de 
son  développement,  et  l'on  a  immédiatement  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

1°  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  en  un  point  M  est  égal 
à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  quotient  du  carre'  d'un  arc  MM' 
de  cette  courbe  par  le  double  de  la  distance  du  point  M'  «  la 
tangente  en  M,  quand  MM'  tend  r>ers  zéro, 

2°  Le  rayon  de  torsion  en  M  est  égal  à  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  quotient  du  cube  de  l'arc  MM'  par  six  fois  le  produit  du 
rayon  de  courbure  en  M  et  de  la  distance  du  point  M'  au  plan 
osculateur  e/z  M. 

On  sait  que  la  limite  de  ces  quotients  n'est  pas  altérée  si  l'on 


\ 
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remplace  MM'  par  ua  infiniment  petit  dont  le  rapport  à  MM'  tende 
vers  l'unité. 

Le  premier  théorème  conduirait  à  l'expression  donnée  (291) 
pour  p  et  à  d'autres  équivalenleâ;  le  second  fait  connaître  explici- 
tement la  valeur  de  r;  nous  allons  la  calculer,  parce  qu'elle  n'est 
pas  donnée  dans  le  texte.  Soit 

(X  —  x){d)rd*z  —  dzd^x)  -H. .  .=  o 

1  équation  du  plan  osculateur  en  M,  par  rapport  à  des  axes  rectan- 
gulaires quelconques;  le  point  infiniment  voisin  M'  a  pour  coor- 
données 

x-h  dx  -h\  d^x  -\ -; —  d^Xj 

jr^djr-hid^X-\-  ^—^  d^y, 

I  -+-  £* 

z  -If-  dz  -\-i  d^z  H ^ —  d^z, 


6 


6,  e',  &"  étant  infiniment  petits;  sa  distance  au  plan  considéré  se 
réduit  à 

I  (dfd^z  —  dz  d^y)(^-^^)  ^^^-^- '  •  , 
~  ^  ^{dfd-^z  —  dz  d^fY-{-. , . 

divisant  ds^  par  six  fois  cette  distance,  et  par  p,  dont  la  valeur  est 
connue,  puis  annulant,  à  la  limite,  e,  e',  e",  on  trouve 

—  -f-      ^ ^/r  d-^z  —  dz  fl?^j)«-h  (dz  d^x  ~  dx  d^z)^-}-  (dx  d^y  —  dy  d^x)* 
'~~'  (dfd^z-^dzdiy)d^x-h{dzd*x—dxd^z)d^y-i-{dj^d^y  —  dyd^x)d^z' 

on  choisit  le  signe  ±  de  manière  à  rendre  positif  le  second 
membre,  dont  la  forme  rationnelle  est  remarquable. 

PROPRIÉTÉS   DU   PLAN  OSCULATEUR. 

5*.  Le  plan  osculateur  en  un  point  M  a  été  défini  comme  pas- 
sant par  la  tangente  en  M  et  par  un  point  de  la  courbe  infiniment 
voisin  du  point  M;  il  peut  y  avoir  avantage  à  le  définir  autrement. 
Ainsi,  je  vais  montrer  qu'un  plan  passant  par  le  point  M  et  par 
deux  autres  points  Mi,  Mj  de  la  courbe  va  se  confondre  avec  le 
plan  osculateur  en  M,  quand  les  points  Mi,  M2  se  rapp  ochent 
indéfiniment  de  M.  , 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  droites  MT,  MN,  MB,  et  soient 
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^i,  Ji>  ^1,  ^ii  J2,  ^î  les  coordonnées  de  Mi  et  M2;  l'équation  du 
plan  MM1M2  est 

Désignons  par  ^i,  Jj  les  arcs  MMi,  MM2,  et  exprimons  j:i,  ^2,  ... 
en  fonction  de^i  et  5*2  par  les  formules  du  n°4*;  on  pourra  diviser 

tous  les  termes  de  l'équation  par  ^1.^2-^ — -y  ©t  il  restera 


—  l  »  — Pi  -Vr-*^----)z  =  o; 


"Spi" 


quand  Ji  et  ^2  tendent  vers  zéro,  cette  équation  tend  à  se  réduire 
à  l'équation  Z  =  o,  qui  représente  bien  le  plan  osculateur  en  M. 
Le  plan  osculateur  en  M  peut  encore  être  considéré  comme  la 
limite  d'un  plan  mené  par  la  tangente  MT  parallèlement  à  la  taù- 
gente  au  point  infiniment  voisin  M'.  Les  équations  de  cette  droite, 
rapportée  aux  axes  MT,  MN,  Mfi,  sont  de  la  forme 

V        c_x.        _  poY—j.y» -+-...   _  ToPoZ  — |.v3-i-...  ^ 

iV.  ~~'  s  ~T"  •      .  —     "  —    ï j 

*         •  •  •  ï*^    ~^  •  •  • 

le  plan  mené  par  Taxe  de  a:,  MT,  parallèlement  à  cette  droite,  a 
pour  équation 

ToZ  — (f  J4-..  .)Y  =  o, 

d'où  l'on  conclut  la  proposition  énoncée.  Ces  équations  montren 
encore  que  la  plus  courte  distance  des  tangentes  en  M  et  en  M' est 

s^,  E  s'annulant  avec  s. 

laropo 

En  général,  les  tangentes  en  deux  points  M,  Mi  d'une  courbe 
à  double  courbure  ne  se  rencontrent  pas;  mais, si  MMi  est  infini, 
ment  petit,  on  peut  dire  que  les  tangentes  se  coupent,  à  condition 
de  négliger  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre  par  rapport  à 
MMi.  Sous  la  même  réserve,  on  dira  que  le  plan  osculateur  en  M 
passe  par  la  tangente  MT  et  par  la  tangente  infiniment  voisine. 

6*.  L'intersection  du  plan  osculateur  en  M  avec  le  plan  oscuUi' 
leur  au  point  infiniment  voisin  M'  a  pour  limite  la  tangente  MT. 

En  effet,  l'équation  du  plan  osculateur  en  M',  rapporté  aux 
droites  MT,  MN,  MB,  peut  s'écrire,  en  remplaçant  x,  j,  z  par  leurs 
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expressions  en  fonction  de  s  et  multipliant  tous  les  termes  par 

\2r0p0         /  \ro  I 

les  termes  e,  e',  e*,  ^  contiennent  s  en  facteur.  Pour  déterminer 
l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  osculateur  en  M,  on  fera 
Z  =  o  dans  Féquation  précédente;  on  peut  alors  diviser  tous  les 
termes  par  s  et  si,  après  cette  division,  on  fait  s  =  o,  on  trouve 
réquation  Y  =  o,  qui,  avec  Z  =  o,  représente  la  tangente  MT. 

Cela  posé,  imaginons  les  plans  osculateurs  en  une  série  de  points 
infmiment  rapprochés  sur  la  courbe  donnée  :  les  intersections  de 
chacun  de  ces  plans  avec  le  suivant  sont  des  droites  qui  coïncident 
avec  les  tangentes  à  la  courbe  et  forment  une  surface  réglée  S, 
enveloppe  des  plans  osculateurs.  Une  propriété  essentielle  de  ce 
lieu  S  peut,  dès  maintenant,  être  mise  en  évidence  en  considérant 
un  second  mode  de  génération  de  la  surface. 

Prenons  sur  la  courbe  donnée  une  série  de  points  a,  6,  c,  rf,  e,  ... 
très  rapprochés  les  uns  des  autres  et  formant  les  sommets  d'un  poly- 
gone inscrit  dans  la  courbe:  les  plans  de  trois  sommets  consécutifs, 
tels  que  ahc^  bcd^  cde^  ...  ne  coïncident  pas  en  général,  mais  se 
coupent  suivant  des  droites  hc^  cd,  ...;  ces  droites,  prolongées 
indéfiniment,  constituent  les  arêtes  d'une  sorte  de  surface  polyé- 
drale  ayant  un  très  grand  nombre  de  facettes  très  aiguës,  situées 

dans  les  plans  abc^  bcd, Supposons  maintenant  que  les  points  «, 

b,  Cj  ...  deviennent  infiniment  nombreux  et  rapprochés  les  uns 
des  autres  :  les  droites  bc^  cd,  ...  tendront  à  se  confondre  avec  les 
tangentes  à  la  courbe  et  la  surface  polyédrale  aura  pour  limite  la 
surface  S,  qui  en  conservera  les  propriétés  essentielles. 

Il  est  évident  que  la  surface  polyédrale  considérée  peut  être 
appliquée  sur  un  plan  donné  P  sans  altérer  la  grandeur  de  ses 
éléments  linéaires  ou  superficiels;  il  suffît  de  placer  une  des  fa- 
cettes sur  le  plan  P,  puis  de  faire  tourner  une  facette  adjacente 
autour  de  l'arête  commune  jusqu'à  ce  qu'elle  coïncide  avec  P,  et 
ainsi  de  suite.  En  passant  à  la  limite,  on  voit  que  S  peut  être  ap- 
pliquée sur  un  plan  sans  altérer  la  grandeur  de  ses  éléments  li- 
néaires et  superficiels;  il  en  résulte  que  l'angle  sous  lequel  se  cou- 
pent deux  lignes  de  la  surface  est  égal  à  celui  sous  lequel  se  coupent 
leurs  transformées;  on  dit  que  la  surface  est  deçeloppable. 
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On  voit  aussi  que  le  plan  d'une  des  facettes  de  notre  surface 
polyédrale  a  pour  limite  le  plan  tangent  à  la  surface  S  tout  le  loi  g 
de  la  génératrice  avec  laquelle  vient  se  confondre  une  des  arêtes 
do  la  facette;  d'ailleurs  le  plan  de  cette  facette  passe  par  trois 
sommets  consécutifs  du  polygone  abcde. . .  ;  il  a  pour  limite  le 
plan  osculateur  à  la  courbe  en  l'un  de  ses  points  M,  et  ce  plan 
louche  S  tout  le  long  de  la  tangente  MT. 

La  courbe  donnée  est  Varéte  de  rebroiissement  de  la  surface  P^ 
En  effet,  si  nous  voulons  trouver  le  lieu  des  traces  des  tangentes 
à  la  courbe  sur  un  de  ses  plans  normaux,  le  plan  NMB,  par  exemple, 
il  suffit  de  faire  X  =  o  dans  les  équations  de  la  tangente,  rappe- 
lées à  la  fin  du  paragraphe  précédent  ;  on  a 

\2po         /  \6ropo  / 

on  reconnaît  que  le  lieu  présente  un  rebroussement  au  point  M  ; 
ce  rebroussement  se  retrouve  dans  la  trace  de  S  sur  tout  plan 
mené  par  M  sans  passer  par  MT. 

FORML'LES   DE   SERRBT. 

7*.  Quand  on  se  déplace  sur  la  courbe,  les  neuf  cosinus  consi-* 
dérés  n°  1*  varient,  en  général,  d'une  manière  continue  :  leurs  dif- 
férentielles ont  des  valeurs  remarquables,  que  Frenet  a  fait  con- 
naître et  dont  M.  Alfred  Serret  a  montré  toute  l'utilité. 

Il  suffit  de  comparer  les  équations  (i)  et  (a),  1*,  pour  en  con- 
clure 

(i)     acosar= — cos/,     acosS  =  — cos/n.    «cosy  —  —  cosv. 

Pour  trouver  les  différentielles  de  cosX,  cosji,  cosv,  je  mène 
par  l'origine  deux  droites  Oô,  0^',  égales  à  l'unité  et  parallèles  aux 
binormales  en  deux  points  infiniment  voisins  M,  M',  dont  la  distance 

est  ds;  la  droite  bb'esl  sensiblement  égale  à  la  mesure  de  l'angle 

ds  * 

de  torsion  —  :  d'ailleurs,  les  plans  osculateurs  en  M  et  M' peuvent 

être  considérés  comme  se  coupant  suivant  la  tangente  MT,  6*,  et 
le  plan  0^^'  est  parallèle  au  plan  normal  en  M;  le  triangle  Obb' 
étant  isoscèle,  la  droite  bb'  fait  un  angle  infiniment  voisin  de  go* 
avec  la  binormale  MB,  et,  puisqu'elle  est  parallèle  au  plan  normal 
en  M,  elle  sera  parallèle  à  la  normale  principale:  Selon  que  l'arc  Mi\/ 
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(ds  étant  supposé  positif)  est  ou  n'est  pas, par  rapport  au  plan  os- 
culateur  en  M,  du  même  côté  que  la  portion  MB  de  la  binormale, 
Tangle  de  Ob'  avec  la  direction  MN  est  obtus  ou  aigu;  il  en  résulte 
que,  dans  le  premier  cas,  la  direction  bb'  est  de  sens  contraire  à 
la  direction  MN  ;  dans  le  second  cas,  elle,  est  de  même  sens.  Les 
projections  de  bb'  sur  les  axes  sont  (296)  deos'kj  dcos^i,  dcos^^ 
et  Ton  a 

dcos'k  =111  —  cos/, 

(2)  l  fl?COS(JL  =  zp  —  cosw, 

-  ds 

a  cos  V  =  zp  —  cos//  ; 
p 

il  faut  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les  signes  inférieurs,  selon 
que  MM'  et  MB  sont  ou  ne  sont  pas  du  môme  côté  du  plan  oscu- 
lateur  en  M. 
Enfin,  le  trièdre  MTNB  étant  trirectangle,  on  a 

cosW  =  I  —  cos'  a  —  cos*  X, 
cos /fi?  cos/  =  —  cos  a  dcos  a  —  cos  X  dcos  X  ; 

si  Ton  remplace  dcos  a  et  dcos'k  par  leurs  valeurs  (i)  et  (a),  on 
peut  tout  diviser  par  cos/,  et  il  reste 

rfcos/  = ^  cos  a  zh  —  cos  X. 

p  r 

On  a  de  même 

a cosm  = cos  p  =t  —  cos  w, 

p  ^         r         ' 

,    .                 df  ,    ds 

dcosn  = cos  Y  ±  —  cosv: 

p         *         r 

il  faut  choisir  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  de  la  même  ma- 
nière que  dans  les  équations  (2). 


DROITES   ET   SURFACE   POLAIRES. 

8*.  Soit 
(1)       (X  —  x)  cosa  -+-  ( Y  ~ j)  cosp  +  (Z  —  z)  cos^  =  o 
ré(iuation  du  plan  normal  au  point  quelconque  M  delà  courbo; 
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si  l'on  désigne  le  premier  membre  par  V,  l'équation  du  plan 
normal  au  point  voisin  M',  tel  que  M]Vr=  A.v,  pourra  s'écrire 

(2)  V-4-AV=  V-f-^^+Ê^Aj=o, 

e  s'annulant  vers  Aj.  L'intersection  des  deux  plans  normaux  est 
repr.ésentée  par  les  équations  (j)  et  (2);  dans  la  seconde,  on  peut 
supprimer  V  et  diviser  par  Aj.  Si  alors  on  suppose  que  Av  tende 
vers  zéro,  e  s'annule  et  l'on  voit  que  rinlerseclion  du  plan  noiinal 
en  M  avec  le  plan  normal  infiniment  voisin  est  une  droite  D  dclinic 
par  les  équations 

V=o,         ^=0; 

la  seconde  s'obtient  en  différentiant  le  premier  membre  de  Téqua- 
lion  (i),  tenant  compte  du  premier  groupe  des  équations  de  Serret 
e'.  observant  que  X,  Y,  Z  ne  dépendent  pas  de  j;  on  trouve 

dW       X  —  x  ■    Y  —  r 

-T-  = cos/h —  cosm 

as  p  p 

H- cosn  —  cos^a  —  cos*  S  —  cos^y. 

p  ' 

La  droite  D  peut  donc  être  représentée  par  l'équation  (1)  et  par 
l'équation 

(3)  (X  —  J7)  cos/-^  (Y — j^')cos/w -4- (Z  —  3)cos/2  —  p  =  o. 
L'élimination  de  X  —  x  entre  les  équations  (1)  et  (3)  donne 

(Y — j)(cosacos'7/ —  cospcos/) 
-1-{Z  —  3)(cosacos/i  —  cosYCOs/)  —  p  cosa  =  o. 

En  vertu  des  relations  qui  lient  les  cosinus  directeurs  de  trois 
droites  rectangulaires,  le  coefficient  de  Y — x  ^st  égal  à  cosv,  celur 
de  Z  —  3  à  —  cos  jjl,  celui  de  p  à  cos w  cosv  —  cosn  cos  (i,  et  l'équa- 
tion peut  s'écrire 


(Y  —X  —  p  cosm)  cosv  —  (Z  —  2  —  p  cos/2)cos(i  =  o. 

La  forme  de  cette  équation  et  la  symétrie  des  équations  (1)  et 
(3)  montrent  que  la  droite  D  peut  être  définie  par  le  système  des 
ctjuations 

.    .      X  —  .r  —  p  cos/  __  Y  —X  —  p  cos/w  _  Z  —  2  —  p  cosn  ^ 
cusX  "  cos{x  ~~  cosv  ' 
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la  droite  est  parallèle  à  la  binormale  en  M  et  passe  par  le  centre 
de  courbure  correspondant  C;  c'est  l'axe  du  cercle  de  courbure; 
on  lui  donne  aussi  le  nom  de  droite  polaire. 

9*.  La  droite  polaire,  étant  déterminée,  on  peut  chercher  ce  que 
devient  son  point  de  rencontre  avec  le  plan  normal  en  M'  quand 
JVfM'  tend  vers  zéro.  Nous  écrirons  l'équation  du  plan  sous  la 
forme 

(ibis)  V  -f-  -r-  ^^  -t-  -  (  —r^  -■-  7)  )  A.f«  =  G, 

as  i\  ds^  I 

7)  s'annulant  avec  Av.  I^  valeur  commune  des  fractions  (4)  repré- 
sente la  distance  u  du  point  C  au  point  (X,  Y,  Z)  de  la  droite  D, 
et  l'on  a 

(6)    '  X  =  07  4- pcos/-t-acosX,        etc. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a  his)^  on  forme  une 
équation  en  u  dont  la  racine  exprime  la  distance  du  point  G  au  point 
de  rencontre  de  D  avec  le  plan  normal  en  M';  après  la  substitution, 

V  et  -j-  s'annulent  identiquement,  et  u  est  donné  par  la  trans- 

d'^y 
formée  de  l'équation  -ry  -ht)  =o.  Supposons  maintenant  que 

MiM'  tende  vers  zéro  :  on  aura  simplement  —t-j  =o;  on  peut 

môme  remplacer  cette  équation  par  celle  qu'on  obtient  en  égalant 
à  zéro  la  dérivée  relative  à  j  du  premier  membre  de  l'équation  (  3  ), 

c'est-à-dire  de  p-r;-  On  trouve,  en  ayant  égard  aux  formules  de 
Serret, 

d     ^       i         v./cosa      cosX\  ,  rfp 

_p_=(.^_X)(^_-zp— -j-cosacos/+...-3^=o; 

la  somme  des  trois  termes  analogues  à  cosa  cos/  est  nulle;  quant 
à  X,  Y,  Z,  on  les  remplace  par  leurs  valeurs  (6),  après-avoir  mis. 
au  lieu  de  m,  sa  limite  U;  il  vient 

/         /      TT       ^  X  /  cos  a       cos  X  \  do 

(p  cos/ H-  UcosA)  (  — —  ip )~^'"~^  'T  ~^' 

m 

si  Ion  effectue  les  trois  produits  qui  entrent  dans  cette  équation. 
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il  se  fait  de  nombreuses  réductions,  parce  que  le  trièdre  MTNB  est 
Irirectangle,  et  Ton  a  simplement  *    ^ 

•    as 

-  Les  coordonnées  du  point  limite  cherché,  que  je  désigne  par  P, 
sont 

X  =  a7-4-pcos/  drr-7-cosA, 
'  as 

(7)  'j  Y  =  j -f- p  cosm  =hr-~cosfJi, 

Z  =  2  -t-  p  COS/2  dt  r  —  cosv. 
'  as 

Désignons  par  (M)  la  courbe  donnée  et  par  (P)  la  courbe,  lieu 
des  points  P;  les  éléments  infinitésimaux  des  deux  lignes  aux 
points  qui  se  correspondent  sont  liés  entre  eux  d'une  manière  très 
simple.  Au  point  M' infiniment  Voisin  de  M  correspond  un  point  P' 
infiniment  voisin  de  P,  et  ayant  pour  coordonnées  X  4-  fl?X, 
Y  -h  û^y,  Z-*r  dL\  or  la  première  des  équations  (7)  donne 

,„        1          î         f          »  /cosa       cosX\ 
aX  =^  dx-^-  d^  cos/  —  p  ds  f  rp 1 

do  dscosl   ,         ^    j     do 

—  r-~   ^zhcosArf.r-T- 

ds        r  ds 

ou,  après  des  réductions  évidentes, 

e£X=±^p-^4-rf.r^jcosX; 

on  a  de  mêgie 

rfy=i('pÇ+rf.rg)cos(x, 


c?Z=±:(p—  -^  d,r  -j-\  cosv. 


On  en  conclut  que  la  tangente  à  la  ligne  (P)  au  point  P  est  la 
droite  polaire  D,  et  que  Tare  PP'  a  pour  longueur 


''«^^(^s'-É)''^- 
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Soient  Jo,  ilb,  G,  ^,  311,  ^T-  les  angles^que  la  tangente  et  la 
normale  principale  à  (P)  au  point  P  font  avec  les  axes  coor- 
donnés, ^  le  rayon  de  courbure;  on  peut  écrire 

COSa/l)  =  COS)^,  COSlIl)  =  COSfX,  cos©  =  cosv. 

Si  l'on  différenlie,  en  ayant  égard  aux  formules  de  Serret,  on  a, 

en  valeur  absolue, 

rfS        ^  dx 

— -cos4!     =  — cos/. 

Si         ^  r 

dS        ,^y,        ds 

-^  cos  OR  =  —  cos/w, 

f/S  -vr  ^^ 

-^  cosX  =  —  cos/î; 

CM.  p 

donc  les  normales  [yincipales  à  (M)  et  à  (P)aux  points  corres- 
pondants sont  parallèles,  et  la  torsion  de  l'arc  MM'  est  égale  à  la 
courbure  de  l'arc  PP'. 

Le  plan  normal  à  (M)  au  point  M  est  osculateur  à  (P),  puisqu'il 
contient  la  tangente  et  la  normale  principale  en  P;  donc,  la  binor- 
male  à  (P)  au  môme  point  est  parallèle  à  la  tangente  MT.  On  en 
conclura,  par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  vient  d'être  fait,  que 
la  courbure  de  l'arc  MM'  est  égale  à  la  torsion  de  l'arc  PP'. 

Les  droites  polaires  étant  tangentes  h  la  courbe  (P)  forment 
une  surface  développable  appelée  .surface polaire  do  la  courbe  (M), 
et  dont  (P)  est  l'arôte  de  rebroussement;  cette  surface  est  l'en- 
veloppe des  plans  normaux  à  (M),  et  elle  est  tangente  à  chacun 
de  ces  plans  tout  le  long  d'une  des  droites  polaires. 


DEVELOPPEES. 

10*.  On  a  vil  qne  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
plane  est  une  ligne,  nommée  développée,  dont  toutes  les  tan- 
gentes sont  normales  à  la  courbe  proposée;  il  n'en  est  plus  de 
même  pour  les  courbes  à  double  courbure.  En  effet,  les  coordon- 
nées du  centre  de  courbure  C  correspondant  au  point  M  sont 

X  =  a: -h  p  cos/,         Y=^H-pcosm,         Z  =  2 -4- p  cos/i, 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  lieu  des  centres  sont 
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proporl'o  iiicls  à 

,„        ,         ,         ,  ,  /cosa      cosX\        -         ,  ,      ils       . 

d\  —  dx  -\-  dp  cos /  —  p  ds    i:z =  rfp  C(  s/  Jb  o  —  cos  A , 

\    p       '       ;•    /         '  '    r  * 

dY  =  dp  cos/w  db  p  —  C0S|JL, 
dT.  =  do  cosn  àz  p  —  cosv  ; 

•  7* 


ils  no  peuvent  coïncider  avec  ceux  do  la  droite  CM  que  si  r  est 
infini,  ce  qui  n'a  pas  lieu  d'une  manière  générale,  à  moins  que  la 
courbe  donnée  ne  soit  plane. 

Il  existe  pourtant  une  infinité  de  lignes,  auxquelles  on  conserve 
le  nom  de  développées,  et  dont  toutes  les  tangentes  sont  nor- 
males à  une  courbe  quelconque  donnée  (M).  Pour  nous  en  rendre 
compte,  par  une  série  de  points  M,  M',  W,  AI'",  . . .  très  rappro- 
chés sur  la  courbe,  menons-lui  des  plans  normaux  dont  les  inter- 
sections successives  sont  des  droites  rf,  d\  d",  ...  qui  auraient 
pour  limites  des  droites  polaires;  sur  rf,  choisissons  arbitraire- 
ment un  point  </,  et  menons  les  droites  M//,  M'«y  :  elles  sont  nor- 
males à  (xM),  puisqu'elles  sont  dans  des  plans  normaux.  La 
droite  M'<7,  prolongée  au  besoin,  rencontre  d'  en  un  point  (j\ 
menons  la  droite  Wq'  :  elle  est  encore  normale  à  (M),  et  ren- 
contre d'  en  un  point  q^.  Tirons  la  droite  M'"^",  qui  sera  normale 
à  (M),  et  continuons  la  série  de  constructions  que  nous  avons 
comm3ncée;  nous  formerons  un  polygone  qq'q", . .,  dont  tous  les 
côtés  sont  normaux  à  (M).  Si  les  points  M,  M',  M",  ...  se  rap- 
prochent indéfiniment,  ce  polygone  aura  pour  limite  une  courbo 
dont  les  tangentes  seront  normales  à  (M);  le  point  q  a  pour  limite 
un  point  Q  situé  sur  D  dans  une  position  tout  à  fait  arbitraire;  il 
y  a  donc  une  infinité  de  lignes  satisfaisant  à  la  condition  pro- 
posée. 

Lorsque  les  points  M,  M',  M',  . . .  sont  infiniment  voisins  les 
uns  des  autres,  les  longueurs  7 M  et  qW,  q'M'  et  q'M\  q"}M'  et 
//"M"',  ...  sont  égales,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  au  moins;  la  ligne  polygonale  qq' q\  .  .q''"^  sera 
sensiblement  égale  à  W^-^^^q^^^  —  ^\q^  et,  à  la  limite,  on  aira  ce 
théorème  : 

Uti  arc  quelconque  de  développée  (sur  lequel  il  n*x  a  pas  de 
rchrous^cment^  est  égal  à  la  différence  des  longueurs  des  tan- 
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génies  me  m'es  par  ses  extrémités  jus(iu* aux  points  où  elles  coupent 
normalement  la  courbe  donnée. 

11*.  Nous  allons  indiquer  un  procédé  simple  pour  déterminer 
analytiquement  les  développées  d'une  courbe.  Le  point  Q  de  la 
développée,  qui  correspond  au  point  M,  est  sur  la  droite  po- 
laire D;  si  l'on  désigne  par  v  la  longueur  CQ,  comptée  positive- 
ment dans  le  sens  de  MB,  les  coordonnées  du  point  Q  seront 

!\  =  x-h  p  cosl  -+-ccosX. 
7)  =  j  -f-  p  cosm  -h  V  cos  |jt, 
Ç  =  2  -f-  p  cos/j  -h  u  cosv  ; 
on  en  déduit 

cos  a       cosX\        ,     '  ds 


=  {  dp  zf  V  —  ]  cos/ 


t>       j         7         ,          ,  /cos a       cosa\        ,     '    .  ds       - 

«5  =  d.v  -H  dp  cos  l  —  p  dsl zp  1  -h  dv  COS  A  ip  p  —  co&/ 

f-  f  rfp  zb  p  —  j  cosX, 
dri=  ldpz^if—\  cosm  -h  (  c?dt  p  —  1  cos  [a^ 
di:  =  (dp  zçi^-^j  cos n  -^(dvztp-^j 


cosv. 


Pour  que  la  droite  MQ  soit  tangente  à  la  développée,  il  faut 

qu'on  ait 

d^      _     dri      _     dtj 

^—X   ~   Tî— J   ~    Ç  — « 
OU 

dp  z^v  —  ]  cos/  -i-  f  rfc  =b  p  —  J  ces  X 


p  cos  / -h  i' cos  X 


j  f  C?p  ip  ('  — \  COSW -f-.  .  .  f  û?p  qzt^  — j  CGS/IH-.  .  . 

\  p  cosm  -h  i>  COS  (Jt  ~  p  COS/J  -H  V  COSV 

Or  une  fraction  de  la  forme  -; jj-  ne  peut  prendre  la  même 

valeur  pour  trois  systèmes  do  valeurs  de  x  et  j  que  si  Ton  a 

(i  _  b 


PREMIÈIIE    LEÇON    COMPLÉMEJVTAl  KE.  535 

Tégalilé  des  trois  rapports  (a)  exige  donc  que  l'on  ail 


où, 

en 

• 

réduisant, 

dp 

ds 

dv 

d' 

P 

P 
dv  —  V  dp 

__ 

ds 

Le   premier   membre  est  la  différentielle  de  arctang-,  qui 

meiïure  l'angle  QMC  ;  le  second  membre  est  la  différentielle  de  la 
torsion  totale  de  la  courbe,  torsion  qu'on  sait  calculer..  Soient  6  la 
valeur,  choisie  arbitrairement,  de  l'angle  GMQ  pour  un  point  Mo 
de  la  courbe,  T  la  torsion  totale  à  partir  de  Mo;  on  aura 

CMQ  :^  arc  tang  -  =  e  q=  T, 

ç  =  ptang(6ipT); 

en  portant  cette  valeur  de  v  dans  l'équation  (i),  on  a  les  coor- 
données du  point  Q  en  fonct'on  du  paramètre  qui  définit  la  posi- 
tion du  point  M  ;  il  suffit  d'éliminer  ce  paramètre  entre  les  équa- 
tions (i)pouT  avoir  les  équations  de  la  développée  qui  correspond 
à  la  valeur  adoptée  pour  6. 

Pour  une  autre  développée,  dans  laquelle  le  point  correspon- 
dant à  M  serait  Qi,  on  aurait 

QiMC  =  e,ipT. 

Les  angles  QMC,  QiMG  étant  dans  un  môm3  plan,  on  a 

OiMQ  =  Q,MG -QMC  =  6,-8; 

donc  les  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  de  (M)  à  deux 
développées  données  font  entre  elles  un  angle  constant. 

12*.  Les  développées  d'une  courbe  sont,  en  général,  des  courbes 
gauches  situées  sur  la  surface  polaire,  mais  elles  se  transforment 
on  lignes  droites  quand  on  applique  la  surface  sur  un  plan. 

Pour  le  démontrer,  considérons  les  plans  normaux  à  (M)  en 
dos  points  M,  M',  M".  . . .  très  voisins  les  uns  des  autres,  et  leurs 
intersections  successives  d,  d'.  d".  ...  (10*);  ces  droites  forment 
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les  arêtes  d'un  polyèdre  qui,  à  la  limite,  devient  la  surface  polaire. 
Cherchons  à  appliquer  sur  un- plan  II  toutes  les  faces  de  ce  po 
lyèdre  et  même  leurs  plans  tout  entiers  qui,  après  le  rabatte- 
ment, formeront  comme  des  feuillets  superposés.  On  fera  coïn- 
cider avec  n  le  plan  normal  en  M,  par  exemple,,  puis  on  rabattra 
autour  de  d  le  plan  normal  en  M';  mais  l'arc  MM'  peut  être  consi- 
déré comme  un  arc  de  cercle  ayant  d  pour  axe  ;  après  le  rabatte- 
ment, le  point  M'  viendra  coïncider  avec  le  point  M.  Nous  devrons 
ensuite  faire  tourner  le  plan  normal  en  M'  autour  de  la  droito 
sur  laquelle  s'est  déjà  rabattue  d'\  cette  rotation  amènera  M'  en 
coïncidence  avec  M  et  M',  et,  en  continuant,  on  verra  que, lorsque 
toutes  les  faces  du  polyèdre  auront  été  rabattues  sur  n,  tous  les 
points  M,  M',  M',  M"',     . .  coïncideront. 

Considérons  en  môme  temps  les  droites  M^,  ^Vqq\  Wq'q\  . . . 
qui  nous  ont  conduit  (10*)  à  la  notion  des  développées:  après  lo 
rabattement,  elles  passeront  toutes  par  ce  point  où  sont  venus  M, 
M',  M",  .  .;  d'ailleurs,  chacune  d'elles  a,  avec  la  suivante,  un 
point  commun  non  situé  sur  la  courbe  (M);  donc,  après  le  rabat- 
tement, elles  ne  forfneront  plus  qu'une  seule  droite,  sur  laquelle 

viendront  les  points  q.  q\  7", Quand  les  points  M,  M',  M',  . . . 

seront  infiniment  voisin -,  les  points  ç,  q\  q\  . . .  auront  pour 
limites  les  points  de  la  développée,  et  ceux-ci  viendront  sur  une 
même  droite  si  l'on  applique  la  surface  polaire  sur  le' plan  n. 

II  résulte  de  là  que  l'arc  QEQ'  de  développée  qui  passe  par 
deux  points  Q,  Q'  de  la  surface  polaire  est  plus  court  que  toute 
autre  ligne  QHQ'  tracée  sur  la  surface  entre  les  mêmes  points;  si, 
en  effet,  on  applique  là  surface  sur  un  plan,  les  lignes  QEQ', 
QHQ'  changent  de  forme  sans  que  leurs  longueurs  soient  altérées  ; 
or  la  transformée  de  QEQ'  est  une  droite,  nécessairement  plus 
courte  que  la  transformée  de  QHQ'. 

Une  développée  étant  une  ligne  de  longueur  minimum  sur  la 
surface  polaire,  ses  plans  osculateurs  doivent  (788)  être  normaux 
à  la  surface;  il  est  facile  de  vérifier  que  cette  condition  est  satis- 
faite. On  peut  dire  (5*)  que  le  plan  osculateurà  la  développée  au 
point  Q  contient  la  tangente  QM  et  la  tangente  infiniment  voi- 
sine Q'M';  il  contient  donc  lo  petit  arc  MM'  et,  par  suite,  est  per- 
pendiculafre  sur  le  plan  normal  en  M  à  la  ligne  (M);  or  ce  plan 
touche  la  surface  polaire  au  point  Q;  le  plan  osculateur  à  la  dé- 
veloppée est  donc  au  même  point  normal  à  la  surface  polaire. 
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CONJACT   d'une   ligne   ET   d'uNE   SURFACE. 

13*  Considérons  uno  surface  S  et  une  ligne  L  ayant  un  point 
commun  M  où  elles  ne  prosentent  aucune  singularité.  Prenons 
sur  L  un  arc  MM'  que  nous  regarderons  comme  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  et,  par  le  point  M',  menons  diverses  droites 
assujetties  à  la  seule  condition  de  ne  pas  faire  un  angle  très  petit 
avec  le  plan  tangent  à  S  au  point  M  :  chacune  de  ces  droites  ren- 
contre la  surface  en  un  point  infiniment  voisin  de  M'.  Je  dis  que 
les  segments  infiniment  petits  M' M*,  M'MJ,  M'M'2,  ...,  déterminés 
sur  les  diverses  sécantes,  sont  du  même  ordre  de  grandeur.  En 
eiïet  on  a,  dans  le  triangle  M' M" M"!  par  exemple, 


M'M'^  _  sinM'M';M" . 
M' M';  ~  sinM'M'M';  * 


Il  > 


or  ces  rapports  sont  finis,  parce  que  la  droite  M" M'i,  sensiblement 
parallèle  au  plan  tangent  en  M,  fait  avec  M'M"  etM'M'J  des  angles 
qui  ne  sont  voisins  ni  de  zéro,  ni  de  180**,  et  dont  le  sinus  est 
fini. 

Cela  posé,  si  les  segments  M'M",  M'M"i.  ...  sont  des  infinimenl 
petits  de  l'ordre  /?+  i,  on  dit  que  la  surface  et  la  ligne  données 
ont,  au  point  M,  un  contact  du  w*®""  ordre. 

Rien  n'empôche  de  regarder  le  segment  M'M"  comme  la  diffé- 
rence des  ordonnées  des  deux  points  où  une  parallèle  à  Taxe 
des  z  couperait  L  et  S  ;  ce  point  de  vue  établit  une  analogie  com- 
plète entre  la  définition  qui  vient  d'être  développée  et  celle  qui  a 
été  donnée  (227)  pour  le  contact  do  deux  lignes  planes. 

U*.  Soient 

F(X,  Y,  Z)=  o  l'équation  de  la  surface; 

X,  jr,  z  les  coordonnées  du  point  M; 

X  -h  //,  jr  -+-  A'*,  z  -\^l  celles  de  M'; 

x-h//-f-a,  /-f-A'-hP,  3  +  /-HY  celles  de  M'. 

Une,  au  moins,  des  quantités  /f,  A:,  /  est  infiniment  petite  du 
premier  ordre,  les  deux  autres  pouvant  être  d'ordre  supérieur;  de 
môme,  une,  au  moins,  des  quantités  a,  p,  y  ost  du  {//  h-  i)'^'*"*  ordre, 
les  deux  autres  pouvant  être  d'ordre  supérieur.  Le  point  M'  étant 
sur  la  surface,  on  aura 

F(jc-h/f4-  a,  jr-i-A:4-  p,  3-4-/4-7)=  o; 
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d'où 

F(^-f-//,j-h^,  2-+-/)=  — aFi-pF^  — Y^i  — •••• 

Le  second  membre  est  inBniment  petit  d'ordre  «  -+- 1,  quels  que 
soient  les  :  apports  mutuels  de  «,  p,  Yî  ^^^^  ^^  condition  analytique 
pour  que  L  et  S  aient  un  contact  d'ordre  n  est  que  les  coordon- 
nées du  point  M',  substituées  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  S,  le  rendent  infiniment  petit  d'ordre  n  -\-i. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  L  peuvent  être  ex- 
primées en  fonction  d'un  [«lamètre  /;  alors  F(x,  j-j  «)  devient 
une  fonction  cp(^);  soit  6  l'accroisseraent  de  t  quand  on  passe  du 
point  M  au  point  W;  on  a 

F(j7-h//,  j-hXt,  3-f-/)=  ç(r  -f-  6) 

Pour  que  cp(r-f-ô)  soit  de  l'ordre  w-hi,  6  étant  du  premier 
ordre,  il  faut  qu'on  ait 

/  étant,  bien  entendu,  la  valeur  du  paramètre  relative  au  point  M. 
Ces  conditions  reviennent  aux  suivantes  : 

(a)     F(x,  ;-,  3)=o,       fl?F  =  G,       fl^*F=o,       ...,       </»F  =  o. 

On  a  /i  -h  î  équations  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par 
différentiation.  en  regardant  Jr,  j,  z  comme  des  fonctions  de  t, 

15*.  Quand  l'équalion  F  =  o  des  surfaces  d'une  certaine  famille 
renferme  //  -h  i  arbitraires,  on  peut,  en  général,  choisir  ces  arbi- 
traires de  telle  sorte  que  la  surface  correspondante  ait,  avec  une 
ligne  donnée  L,  un  contact  d'ordre  n  au  nnint  M;  il  Suffit  que  les 
équations  (2)  soient  satisfaites.  On  dit  alors  que  la  surface  est  o.c- 
ciilatrlce  à  la  ligne  donnée.  En  certains  points  de  la  ligne,  on  peut 
obtenir  un  contact  d'ordre  supérieur  à  «,  mais  ces  points  sont  ex- 
ceptionnels. 

Si  l'on  exprime  qu'une  surface  de  la  famille  considérée  passé 
par  le  point  M  et  par  n  points  Mi,  Mj,  . . . ,  M»  de  L  qui  viennent 
se  confondre  avec  M,  on  retrouve  la  surface  osculatrice  que  nous 
avons  définie.  Soient,  en  effet, 

t,     ^-f-0,.     /-4-6î,     ....     /-4-6., 
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les  valeurs  que  prend  en  M,  Mi,  Mj,  ....  I\U  k  paramètre  qui 
caractérise  chaque  point  de  L;  nous  devons  avoir  n  -h  i  conditions 
de  la  forme 

les  n  dernières  peuvent  s'écrire,  eu  égard  à  la  première, 


e,cp'(/)H--icp'(o+-...-4-:7^cp^«HO  =  £iQï, 


e,cp'(O+^S''(O  +  ...+  J^?^«'(O  =  e2  0?, 


les  e  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  les  6.  Or  la  théorie 
des  équations  linéaires  montre  que,  si  61,  6j,  . ..,  ^^  sont  distincts, 
le  système  précédent  donne  pour  cp'(^),  cp''(f)  ...  des  valeurs  de 
la  forme  AiEi-h  A2e2-^-  •  -,  Ai,  Aj  étant  finis.  Cela  posé,  faisons 
tendre  61,  0^,  ...  vers  zéro  :  ej,  £2,  . . .,  «p'{^)j  ?"(^):  •  •  •  tendront 
aussi  vers  zéro,  et,  à  la  limite,  nous  aurons  «-4-i  conditions  iden- 
tiques avec  celle  du  groupe  (1)  (  14*). 
L'équation  générale  d'un  plan 

AX  -H  BY  -+-  CZ  -4-  D  =  0 

contient  trois  paramètres  arbitraires;  un  plan  peut  donc  avoir 
avec  une  ligne  donnée  un  contact  du  second  ordre  en  un  point  tel 
que  M;  il  suffit  qu'on  ait 

kx      -f-Br      -l-C3-hD  =  o, 
kdx   -+-^df   -hCdz       =0, 

le  pian  déterminé  par  ces  conditions  est  celui  qui  a  déjà  été  consi- 
déré sous  le  nom  de  plan  oscillateur, 

SPHÈRE   OSCULATRICE. 

16*.  L'équation  générale  d*une  sphère, 

(X  ~  ay-i-  (Y  —  by-i-  (Z  -  c)î~  R«  =  o, 

dépend  de  quatre  paramètres;  on  pourra  les  déterminer  do  ma 
nièro  que  la  sphère  ait  avec  une  ligne  donnée  un  contact  du  troi 
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siome  ordre  en  un  point  tel  que  M.  La  première  des  équations  do 
condition  est 

( 1 )  (JT  —  ay-^  (y  —  by-^{z  —  c)«—  R2  =  o. 

Pour  obtenir  les  trois  autres,  nous  différentierons  trois  fois  la 
première  par  rapport  à  j  en  ayant  égard  aux  formules  de  Serret  ; 
nous  aurons  d'abord 

(2)  (x  — rz)cosaH-  {y  —  ^)cosp  -4-  (3  —  c)  cosy  =  o, 

/  ,COS/         ,  ,.C0S/72         ,  .  COS/i 

(^jc^a)-—  H-(j  —  6)-— }-{3  — c)-—  -f-i  =0, 

P  P  P 

ou,  en  multipliant  par  p, 

(3)  {jo  —  rt)cos/-i-  (j  —  6)cosm-h(3  —  c)cos/i  -4-  p  =  o. 

Prenons  encore  la  dérivée  par  rapport  à  .y,  et  changeons  les 

signes  • 

,  .  /cosa-       cosXN  '  ,  dp 

{x  —  a){  — )  —  cosacos/-i-. . . >-  =  o: 

'  \    p       '       r    /  ds         ' 

si  nous  tenons  compte  de  l'équation  (a)  et  de  la  relation 

cosa  cos/  -h  cos p  cosm  -+-  cosy  cos/z  =  o, 

la  dernière  équation  de  condition  devient 

(4)  (.^  —  «)cosX  -h  (j  —  ^)COSfl  -f-  (z  —  c)cosv  =h  r-T?  =  o. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  (2),  (3)  et  (4)  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  cosa,  cos/  et  cosX,  ou 
par  cos^,  cos/72  et  cosfi,  ou  enfin  par  cos  y»  cos/z  et  cosv,  nous 
en  tirerons 

rt  =  x-Hpcos/   =iir-/cosX, 

^  ds 

jr  =  0  -h  p  cosm  =t  r  ^  cosfi, 


z  =  c  -\-  p  COS//  —  r  -—  cosv  , 
'  d.y 


ds 
dp 


l'équation  (1)  donne  alors,  pour  le  carré  du  rayon  de  la  sphèrt 

osculatrice,  • 
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Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  avec  le  point  P  de 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire,  dont  les  coordon- 
nées sont  calculées  dans  le  n**9*;  la  grandeur  du  rayon  R  montre 
que  la  splière  coupe  le  plan  osculateur  suivant  un  cercle  de 
rayon  p,  qui  est  le  cercle  de  courbure.  Conformément  à  une  pro- 
position générale  établie  au  n"  15*,  la  sphère  osculatrice  passe 
par  le  point  M  et  par  trois  points  infiniment  voisins  Mi,  M2,  M3; 
son  centre  est  à  l'intersection  des  trois  plans  perpendiculaires  sur 
les  milieux  de  MMi,  de  MiMj,  de  M2M3;  on  peut  le  regarder 
comme  le  point  de  concours  du  plan  normal  en  M  et  de  deux 
plans  normaux  infiniment  voisins. 


APPLICATIONS   A   l'hÉLICE. 

17*.  Si,  dans  les  formules  du  n**  298,  nous  remplaçons  m  par 
tang/,  nous  pourrons  prendre  les  coordontées  d'un  point  de  l'hé- 
lice sous  la  forme  suivante 

a:  =  Rcos^        j^  =  Rsin/,        «  =  R/tangi; 

on  en  déduit 

,        Rû?/ 

as  =  ;> 

cos* 
cosa  =  —  cos/sin/,        cosp  =  cosicos/,        cosy  =  sini; 

f  est  l'angle  constant  que  la  tangente  fait  avec  le  plan  de  la  sec- 
tion droite  du  cylindre. 
Le  premier  groupe  des  formules  de  Serret  nous  donne 

ros/  cos^icos/  cosm  _       cos^/sin/  cos/^  _ 

—  = g — '      -^~ ii     '      "F"**' 

on  en  déduit  un  résultat  déjà  obtenu  (393) 

ù  =  - — —.,        cos/  =  —  cos^,        cosm  =  —  sm/,        cos/2=o, 

La  forme  bien  connue  de  l'hélice  montre  que  si,  à  partir  d'un 
de  ses  points  M,  on  chemine  dans  le  sens  où  s  croît,  on  est,  par 
rapport  au  plan  osculateur  en  M,  du  môme  côté  que  la  portion  de 
binormale  définie  au  n*  2*;  il  faut  donc,  dans  les  formules  de 
Serret,  prence  les  signes  supérieurs;  le  troisième  groupe  de  ces 


R    /cos^/cos/       cosu 

—  C08/  =—  '  ^ 
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formules  nous  donne,  en  divisant  par  dt, 

R    /      cos^/sin/        cosX\ 
cos  ^  \  R  r    J 

/cos^icost       cos(Ji\ 
cosf  \        R  ^    /* 

sin^cos*^       cosv 

on  en  conclut  immédiatement 

R 

P  =   — : — : .9 

sm  i  cos  i 
cos  X  =  sin  ê  sin  /,        cos  jx  =  —  sin  i  cos  /,        cosv  =  cos  z, 

résultats  trouvés  directement,  mais  moins  simplement,  au  n°  301 
Comme  -^  est  nul,  Je  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide 
avec  le  centre  de  courbure;  ses  coordonnées  sont 

û  =  — R  tang'icos/,        ^  =  — R  lang^/sin/,        c  =  RMang/; 

son  lieu  est  une  hélice,  parfaitement  réciproque  de  l'hélice  donnée; 
la  surface  polaire  est  un  hélicoïde  développable. 

EnGn,  les  formules  du  n°  11*  donnent  pour  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  d'une  des  développées,  en  supposant  ^  =  o 
pour  le  point  Mo, 

L#    CI  T\  w 

5  =  —  R  tang*icos/  -\ '—^  sint  tang(0  —  ^  sin/), 

T)      '       * 

Tf)  =  —  R  langîjsinf' r-r  cos^  tang(6  —  ^sin/), 

C  =      R^  tangf         -I ;  tang(6  —  tsini). 

cos  i 


CONTACT   DE   DEUX   LIGNES. 

18*.  Soit  M  un  point  commun  à  deux  lignes  données;  si  Ton 
prend  sur  ces  deux  lignes  deux  arcs  MM',  MM*  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  on  verra,  comme  au  n*  13*,  que  le  seg- 
ment M' M'  est  d'un  ordre  infinitésimal  déterminé,  «,  pourvu  que 
sa  direction  fasse  un  angle  fini  avec  chacune  des  tangentes  en  M; 
quand  «  >  i,  les  courbes  ont  en  M  un  contact  d'ordre  /i  —  i.  Los 
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conditions  analytiques  de  ce  contact  consistent  en  ce  que  les  coor- 
données du  point  M'^  substi liages  dans  les  deux  cqualions  de  la 
seconde  courbe,  rendent  leurs  premiers  membres  infiniment  petits 
de  Tordre  n\  on  peut  aussi  exprimer  que  les  projections  des  deux 
lignes  sur  deux  plans  différents  ont  un  contact  de  l'ordre  ii  —  \\ 
l'une  ou  l'autre  méthode  donne  in  équations  de  condition. 

Quand  les  équations  de  condition  dépendent  do  y.n  ou  o.n-^-x 
arbitraires,  on  peut  faire  en  sorte  que  cette  ligne  ait  un  contact 
d'ordre  n  —  i  avec  une  courbe  donnée  en  un  point  donné;  la  ligne 
devient  alors  osculatrice  à  la  courbe  donnée.  Une  droite,  dont 
les  équations  contiennent  quatre  paramètres,  ne  peut,  en  général, 
avoir  avec  une  courbe  donnée  qu'un  contact  de  premier  ordre; 
un  cercle,  dont  les  équations  renferment  six  indéterminées,  aura 
un  contact  du  second  ordre  quand  il  sera  osculateur.  Une  hélice 
peut  avoir  en  un  point  donné  d'une  courbe  gauche  un  contact 
du  deuxième  ordre  avec  cette  courbe;  ses  équations  dépendent, 
en  effet,  de  sept  paramètres;  quatre  servent  à  déterminer  la  po- 
sition de  l'axe  du  cylindre;  le  cinquième  est  le  rayon  de  la  base; 
un  autre  fixe  la  position  d'un  point  de  l'iiélice  sur  la  surface  du 
cylindre;  le  septième  est  l'angle  des  tangentes  avec  les  géné- 
ratrices. 
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LNTÉGRATION    DE    QUELQUES     DIFFÉRENTIELLES    ALGÉBRIQUES. 

Différentielles  qui  dépendant  des  courbes  unicursales.  —  DilTérenlioîles 
qui  coutiennent  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  troisième  ou  du  qua- 
trième degré.  —  Intégrale>-  et  fondions  elliptiques. 


DIFKERENTIELLKS  QUI  DEPENDENT  DES  COURBES  UNICURSALES. 

19*.  Les  différentielles  algébriques  qu'on  a  le  plus  souvent  à 
considérer  dans  le  Calcul  intégral  sont  comprises  dans  la  for- 
mule /{jo,  y)  ^.r,  /  désignant  une  fonction  rationnelle  des  va- 
.  fiables  .r  et  j  qui  sont  lices  par  une  équation  algébrique  et  entière 
F(j:j)  =  o;  x  cl  j  peuvent  Ctre  regardés  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  d'une  courba  algébrique.  On  est  loin 
desavoir  intégrer,  d'une  manière  générale,  la  diffcrenliolle consi- 
dérée; mais  l'intégration  est  très  simple  dans  un  cas  qui  présente 
d'ailleurs  beaucoup  d'intérêt,  celui  où  j:  ot^  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  d'une  variable  t, 

on  a,  par  une  simple  subsitilution, 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  t. 

20*.  Les  courbes  dont  les  points  peuvent  se  déterminer  Indwi- 
ducllement,  comme  dit  Chasies,  à  l'aide  des  équations  (i),  ont  été 
nommées  par  M.  Cayley  courbes  unicursales.  Nous  devons  cher- 
cher les  caractères  géométriques  qui  correspondent  à  la  définition 
analytique  si  simple  au  point  de  vue  du  Calcul  intégral.  On  peut 

(')  Cette  Leçon  ferait  naturell'.^ment  suite  à  la  vingt-neuvième  du  texte 


i 


.-îlC"*^! 


SI 
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toujours  supposer  que  les  fractions  <p  et  cpi  aient  le  même  déno- 
minateur, 


('^) 


„,<„-4|f),       r-.,<.,=  «^.       . 


et  que  les  polynômes  <K^),  ^'iC^),  T^(t)  soient  premiers  entre 
eux;  on  peut  même  les  considérer  comme  étant  du  même  degré  m, 
les  termes  manquant  dans  quelques-uns  étant  censés  avoir  des 
coefficients  nuls. 

Je  dis  d'abord  que  la  courbe  considérée  est  du  degré  m.  Cher- 
chons, en  effet,  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite  quel- 
conque :  si,  dans  l'équation  ux  -\-  i^y  -{-  w  =  Oj  qui  représente 
cette  droite,  je  mets  pour  jc  et  x  leurs  valeurs  (2),  je  vois  que  t 
doit  satisfaire  à  l'équation 

il  y  a  /w  racines  à  chacune  desquelles  correspond  un  point  d'in- 
lersection. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  la  courbe  considérée  Um  a  des  points 
doubles,  propriété  qui  n'appartient  pas  à  une  courbe  quelconque, 
et  que  le  nombre  de  ces  points  est 

^=  1(,72  — i)(m— 2). 

Supposons  que,  pour  deux  valeurs  t'  et  t"  de  /,  on  trouve  pour  x 
et  X  les  mêmes  systèmes  de  valeurs  :  quand  t  variera  de  t'  à  ^,  la 
courbe  reviendra  à  son  point  de  départ  qui  sera  un  j)oint  double. 
Cherchons  donc  le  nombre  des  couples  t\  f  qui  satisfont  à  celte 
condition,  en  supposant,  pour  simplifier,  que  T^it)  soit  réellement 
du  degré  m,  et  sans  facteurs  multiples.  On  a  des  identités  de  la 
forme 

les  équations  <p(f')=*<p(^),  <pi(/')  =  tpi(/')  reviennent  aux  sui- 
vantes ; 


(^'- 


Sturm.  —  An.^  I. 
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On  rejettera  la  solution  /' —  ^=  o  et  l'on  posejra 

nous  aurons  alors  entre  p  et  q  les  deux  équations 

A  V?  A, 


y---^ =o,     y 


a^  —  pa-\-  q  ^d  a^  —  pa-^ 


=  o. 


Quand  on  aura  chassé  les  dénominateurs,  ces  deux  équations 
seront  du  degré  m  — i  par  rapport  à  />  et  7;  elles  admettront 
(m  — i)*  solutions;  mais  il  est  facile  de  voir  que  plusieurs  d'entre 
elles  ne  donneront  pas  de  points  doubles.  En  effet,  les  deux  équa- 
tions rendues  entières  sont  satisfaites  si  l'on  a 

(3)  «2  — /?û -1-^  =  o,        ^*  — /?^ -H  gr  =  o; 

do  11 

p  -=.  a-^-b^         (7  =  ah^         t'  =  «,         T  =  b\ 

pour  ces  deux  valeurs  de  /,  x  et  j  sont  infinis  sans  que  rien  n'in- 
dique l'existence  d'un  point  double,  même  à  l'infini.  Le  nombre 
de  manières  dont  on  peut  choisir  les  deux  trinômes  (3)  que  j'ai 

supposés  nuls  est  -  /«{/w—  i);  le  nombre  des  solutions  à  chacune 

desquelles  correspond  un  couple  /',  t"  donnant  un  point  double 
se  réduit  donc  à 

{m  —  \Y m{m  —  i)=  -(m  — i)(/w  —  2)=  fi. 

On  démontre  en  Géométrie  qu'une  courbe  de  degré  m  ne  peut 
avoir  plus  de  fi  points  doubles  sans  se  décomposer  en  lignes  de 
moindre  degré  ;  on  montre  aussi  qu'un  point  multiple  d'ordre  n 

joue  ici  le  même  rôle  que  -  n{n  —  i)  points  doubles,  mais  nous 

nous  bornerons  au  cas  le  plus  ordinaire  où  il  n'y  a  que  des  points 
doubles. 

21*.  Pour  qu'une  courbe  U,,,  de  degré  m  soit  unicursale,  il  faut 
qu'elle  ait  \l  points  doubles;  nous  allons  voir  que  cela  suffit. 
Cherchons  à  déterminer  uqc  courbe  U/n-2  de  degré  m  —  1  qui 
passe  par  les  fi  points  doubles  de  Um  et.  en  outre,  par  /n—  3  points 
simples  donnés  sur  la  môme  courbe.  L'équation  de  la  ligne  de- 
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mandée  coatient  -m(m  —  i)  coefficients;  mais,  comme  l'un  d'eux 

^  I 
peut  être  pris  égal  à  l'unité,  il  y  à  -  m{m  —  i) — i  paramètres 

arbitraires;  écrivons  que  l'équation  est  satisfaite  par  les  coordon- 
nées des 

I  •  I 

-{m  — 1)('«  —  i)-\'m  —  3.  =  -  m(m  —  i) — 2 

points  imposés  à  Um-t]  nous  aurons  autant  d'équations  linéaires 
qu'il  y  a  de  paramètres  à  déterminer,  moins  un;  tous  ces  para- 
mètres pourront  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de  l'un  d'eux, 
que  j'appelle  f,  et  l'équation  de  U,n-2  sera  de  la  forme 

(4)  G(x,j)-^rG,(^,r)  =  o, 

où  tous  les  coefficients  sont  connus,  sauf  t. 

Cherchons  maintenant  les  abscisses  des  points  d'intersection 
do  U/»  et  Um-2  ••  si  on  élimine  j  entre  les  équations  de  ces  courbes, 
on  aura  une  équation  l{(x)=  o  de  degré  m{m—'  2),  et  dont  les 
coefficients  contiennent  ^  à  la  puissance  m.  Mais  l'équation  \\{x)=o 
doit  admettre  comme  racines  doubles  les  abscisses  «i,  «2r  •••?  ^{i 
dgs  points  doubles  et  comme  racines  simples  m  —  3  quantités 
connues,  ai,  a2,  . . .,  (i-m-z'^  le  nombre  des  racines  qui  dépendent 
de  /  est  donc 

m{m  —  a)  — (/w  —  i)(/w  —  2)  — (m  —  3)=  i, 

et  le  polynôme  H  sera  de  la  forme 

H(j7)  =  (.r  — «1)2. .  .(x— aj|.)»(jc— ai). .  \x—o.„i-z)[JO'K{t)  —  ^{t)\, 

donc,  à  chaque  valeur  de  t  correspond  un  seul  point  de  U,»,  dont 

l'abscisso  est  de  la  forme  x  =  -^^ . 

ir(/) 

On  trouverait  de  même,  en  éliminant  x  entre  les  équations  ds  U/n 

et  de  U/n-2,  qu'à  la  même  valeur  de  t  correspond  un  seul  point 

sur  U,„,  ayant  pour  ordonnée  ^^  .     •  Les  polynômes  it(^)  et  Tti{t\ 

de  degré  /w,  ne  peuvent  être  différents;  car  alors,  en  réduisant  x 
et/  au  môme  dénominateur,  on  serait  conduit  (21*)  à  trouver 
(jue  le  lieu  du  point  (j?,j)  est  de  degré  supérieur  à /w. 

11  no  sera  pas  nécessaire  de  former  complètement  l'équation 
II(.r)=  o;  il  suffit  do  co:innUre  la  sommé  de  ses  racines,  fournie 
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sans  trop  de  peine  par  une  méthode  d'élimination  due  à  Liouville, 
et  d'en  retrancher  2(<ïi  -h  . . .  -4-  «(i)-h  ai  +  . .  .-t-  cum-z  pour  avoir 

la  dernière  racine  -?-—.  On  fera  une  remarque  analogue  relative- 
ment à  y. 

22*.  On  peut  aussi,  comme  l'a  fait  d'abord  M.  Clebsch,  déter- 
miner individuellement  les  points  de  Vm  à  l'aide  de  courbes  Um-i 
de  degré  m  —  i ,  qu'on  assujettirait  à  passer  par  les  {x  points  dou- 
bles et  par  2 m  —  3  points  simples  de  Um-  On  verra,  en  raison- 
nant comme  ci-dessus,  que  l'équation  de  Um-i  ost  de  la  forme  (4  ); 
l'équation  aux  abscisses  des  points  communs  à  Um  6t  à  \J,n-i 

aura 

mim  —  i) — (m  —  i){fn  —  2)  —  {im —  3)=  i 

racine  dépendant  de  /,  et  l'on  sera  conduit  à  des  conséquences 
analogues  à  celles  que  j'ai  exposées.  Mais,  en  général,  une  équa- 
tion de  degré  m  —  i  doit  donner  lieu  à  des  calculs  plus  longs 
qu'une  équation  de  degré  m  —  2. 

On  ne  pourrait  pas  employer  des  courbes  de  degré  inférieur  à 
m  —  a. 

23*.  Pour  les  coniques,  fi  est  nul;  une  conique  quelconque  Bit 
donc  unicursale;  et,  en  effet,  si,  par  un  de  ces  points  J^i,  ji»  nous 
menons  une  droite  (Um-i), 

elle  coupe  la  courbe  en  un  seul  point  différent-de  (jti,  j^i)  et  dont 
les  coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles  de  t.  Considérons 
la  conique  définie  par  l'équation 

(2)  F(x,j-)=j' — a  —  bx  —  cx*  =  o; 
on  tenant  compte  de  l'identité 

jr\  —  a  —  bxi  —  c.r{  =  o, 
on  tire  des  équations  (1)  et  (2) 

Xi  /*  —  2  ri  t  ■+-  cri  -4-  b 

(3)  { 

__  — y\t'^-^{h -\-icx{)t  ^cy\ 
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Nous  pouvons  prendre  ^i  =  o,  ji  =  /«;  en  faisant  c  =  dz  i,  on 
retrouve  la  transformation  d'un  radical  du  second  degré  indiquée 
aux  n?'  3i6  et  348.  Si  l'on  prend  ji  =  o,  jci  sera  l'une  des 
valeurs  a,  ^  qui  annulent  a-i-  bx -\- cx'^\  soit  a:i  =  a;  on  a,  dans 
ce  cas,  6  =  —  c(aH-  P),  et,  en  faisant  c  =  ifci,  on  retombe  sur 
les  formules  de  transformation  données  n**  349. 

Une  courbe  du  troisième  degré  est  unicursale  quand  elle  a  un 
point  double;  si  l'on  prend  ce  point  pour  origine  et  si  l'on  pose 
j  =  fj7(Um-j)>  on  tire  immédiatement  de  l'équation  de  U3  des 
valeurs  de  a:  etjr  en  fonction  rationnelle  de  t. 

24*.  Une  courbe  du  quatrième  degré,  U4,.  qui  a  trois  points 
doubles  est  unicursale;  nous  déterminerons  ses  points  individuelle- 
ment à  l'aide  d'une  conique  Uj  passant  par  les  trois  points  doubles 
et  par  un  quatrième  point  qu'il  est  commode  de  supposer  infini- 
ment voisin  d*un  des  points  doubles;  c'eslr  dire  qu'en  ce  point  Uj 
a  même  tangente  que  l'une  des  branches  do  U4  qui  s'y  croisent. 
Uien  n'est  plus  facile  que  de  former  l'équation  de  Uj  et  celles  qui 
donnent  les  coordonnées  des  points  communs  à  U2  et  à  U*. 

Prenons  pour  U4  la  lemniscate  de  Bernoulli 

(l)  {^2-4- j2)2—  a2(x2— .72)=  0. 

Oa  reconnaît- aisément,  en  rendant  l'équation  homogène,  que  la 
courbe  a  pour  points  doubles,  non  seulement  l'origine,  mais  en- 
core deux  points  situés  à  l'infini  sur  les  droites  définies  par  les 
équations  y —  ±1x^/^1.  Les  coniques  Uj  passant  par  ces  trois 
points  et  touchant  à  l'origine,  comme  le  fait  U4,  la  droite 

r  —  "^  =  o, 
sont  données  par  l'équation 
(2)  x^-hj^ — ^^(X  —  x)—o. 

Il  s'agit  de  résoudre  les  équations  (i)et(2)  :  si  Ton  porte  dans 
la  première  la  valeur  de  x^-\-y*  tirée  de  la  seconde  et  si  l'on  di- 
vise par  a^(x  —  x),  il  reste 

{x  —jr)t^''(x  -*- j)  =  0  ; 


coUe  équation,  combinée  avec  l'équation  (2),  donne  immédiate- 
ment 

X  =^  at >  r  s=  rtf  -r • 
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DIFFERENTIELLES   QUI    RENFERJUENT   LA  RACINE   CARREE   D  UN 
POLYNOME   DU   TROISIÈME   OU   DU  QUATRIÈME  ORDRE. 

25*.  Il  y  a  une  classe  de  différentielles  algébriques /(.r,  j)rfa: 
qui,  au  point  de  vue  de  TAnalyse,  jouent  un  rôle  plus  important 
^  que  lorsque  .r  et  j  sont  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe 
unicursale;  ce  sont  celles  dans  lesquelles  y  représente  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  X,  qui  contient  a:  à  un  degré  supérieur  au 
second.  L'intégration  de  la  différentielle  proposée  ne  peut  plus  se 
faire,  en  général,  au  moyen  des  fonctions  algébriques,  logarith- 
miques ou  circulaires,  mais  elle  introduit  dans  l'Analyse  des  fonc- 
tions nouvelles  qu'on  appelle  intégrales  elliptiques  ou  hyperelUp- 
tiques,  suivant  que  le  degré  de  X  est  ou  n'est  pas  inférieur  à  5. 
Nous  nous  bornerons  aux  intégrales  elliptiques,  en  nous  proposant 
de  trouver  le  nombre  des  transcendantes  distinctes  ainsi  intro- 
duites en  Analyse,  et  de  mettre  sous  les  formes  les  plus  simples 
les  différentielles  qui  leur  donnent  naissance. 

La  fraction  rationnelle  f{x,  /x)  est  nécessairement  de  la  forme 

Mi-hN,v/X 

M,  N,  Ml,  Ni  étant  des  polynômes;  si  l'on  multiplie  haut  et  bas 
par  Ml  —  Ni  /X ,  on  peut  écrire 


/'(x,v/x)  =  P-i-Pi/X  =  P-+-^  =P 


Q 


=:  > 


v/x  /x 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  La  différentielle  pro- 
posée se  compose  de  deux  parties,  l'une  rationnelle  Pcfccque  nous 

savons  intégrer,  et  l'autre  ^^^^r-  >  que  nous  aurons  seule  à  consi- 

/X 

dérer. 

26*.  On  peut  toujours  par  une  transformation  réelle,  à  condi- 
tion que  les  coefficients  de  X  soient  eux-mêmes  réels,  ramener  la 

Odx 
différentielle  ^^-jz=  à  une  autre  de  même  forme,  mais  dans  laquelle 

v/x 

la  quantité  soumise  au  radical  est  un  trinôme  bicarré.  Supposons 
d'abord  que  X  soit  du  quatrième  degré 

X  =  Ax*4-  B.r»H-  C.r«-H  D.r  -^  E; 
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nous  excluons  le  cas  où  il  y  aurait  des  facteurs  multiples  puis- 
qu'on n'aurait  plus  en  réalité  qu'un  radical  du  second  degré.  On 
sait  que  X,  ayant  ses  coefficients  réels,  est  toujours  décomposable, 
au  moins  d'une  manière,  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  second 
degré  à  coefficients  réels  : 

X  ==  A(x2-i-  2gX-\r/i){x^-i'  ig'x  +  h'). 
On  pose 

X  -f-  tJl3 

X  =  ^-—y 

I  -t-  3 

X  et  [x  étant  deux  constantes  indéterminées;  la  transformation 
s'opère  sans  difficulté  et  donne 

dx  (fji  —  \)dz  (fjt  —  \)dz 

on  a  écrit,  pour  abréger, 

F    =  A([JL*    -f-  2^{JL+/0,  F'   =  fi>   -f-2^'fJt-h//, 

G  =  A[X[Jn-^(X  +(ji)-h/i],        G'=XiJH-^'(X-4-fx)-+-/i', 
H=A(X2  H-2^X-4-/0;  H'  =  X2  -f-2^'X-4-//. 

Pour  que  Z  soit  bicarré,  il  suffit  que  G  et  G'  s'annulent;  de  ces 
deux  conditions  on  tire,  en  supposant  g'^g'^ 

'      X-+-[JL=-^ ,  XlJl=^_ 6_; 

X  et  [i.  sont  racines  d'une  équation  du  second  degré  qu'on  peut 
former,  et  elles  seront  réelles  si  la  quantité 

^=^{h-h'y-^^{g'--g){gh'-hg') 

est  positive.  On  peut  écrire,  en  appelant  a,  p,  a',  P'  les  racines 
de  l'équation  X  =  o  rangées  dans  un  ordre  convenable, 

^^  =  -(a-Hp),  ^=«P,  2g^'  =  -(a'-+.p'),  //=a'p'; 
on  aura  alors 

A  =  (a.8-a'p')!-(a-i-p-a'-p')[«|3(a'-*-P')-"«'P'(«-^-p)]- 

Si  l'on  calcule  les  coefficients  de  a'  et  de  a,  et  le  terme  indé- 
pendant de  a,  on  s'aperçoit  qu'ils  ont  un  facteur  commun,  et  l'on 
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peut  écrire 

A  =  [a«-(a'H-p')a-V-a'P'][p— (a'+P')P-+-«'P'J 

Quand  l'équation  X  =  o  a  deux  ou  quatre  racines  imaginaires, 
il  n'y  a  qu'un  mode  de  décomposition  en  facteurs  réels;  un  des 
groupes  a,  p,  a',  p'  ou  tous  les  deux  sont  formés  d'imaginaires 
conjuguées  et  A  est  évidemment  positif.  Quand  les  quatre  racines 
sont  réelles,  X  peut  se  décomposer  de  trois  manières  en  facteurs 
réels  du  second  degré;  pour  que  A  soit  positif,  il  faut  qu'il  n'y  ait 
pas  une,  et  une  seule,  des  quantités  a',  P'  comprise  entre  a  et  p 
comme  cela  arrive  pour  l'un  des  modes  de  décomposition;  il  faut 
alors  faire  un  choix  entre  les  trois  systèmes  de  valeurs  réelles 
de  g^  /i,  g\  h'\  mais  dans  tous  les  cas  il  y  aura  des  valeurs  réelles 
de  X  et  {Ji  satisfaisant  aux  conditions  que  nous  avons  posées; 
pour  les  connaître  explicitement,  il  faudra  toujours  résoudre  une 
équation  du  troisième  degré. 

Nous  avons  supposé  g  et  g'  différents;  s'ils  sont  égaux,  il  suffit 
de  remplacer  x  par  z  —  g  pour  avoir  un  résultat  de  la  forme 
cherchée,  soit 

dx  dz 


Quand  X  se  réduit  à  un  polynôme  du  troisième  degré,  on  peut 

toujours  le  décomposer  en  un  produit  de  facteurs  réels  de  la 

forme 

X  =  B(a7 —  a)(j7*-i-  igx-{-  h)\ 

le  changement  de  variable  que  nous  avons  fait  dans  le  cas  du 
quatrième  degré  réussirait  encore;  mais  il  est  plus  simple  do 
poser  j:  =  a  H-  2*  ;  il  vient  alors 

dx  1  dz 


\/\        /B  [(22_t-  a)2-t-  2^(2«-h  a)  -4-  h] 

27*.  Dans  le  cas  le  plus  général  que  nous  ayons  eu  en  vue, 
BOUS  sommes  ramenés  à  une  différentielle  qu'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

R3-I-S    dz_ 

Ri^-i-Si  /z' 
^ù  les  polynômes  R,  S,  Ri,  Si  et  Z  ne  renferment  que  des  puis- 
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sances  paires  de  z.  Si  Ton  multiplie  haut  et  bas  par  Bi  — Sis,  la 
différehtielle  prend  la  forme 

cp  et  cpi  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  z*.  U  sufGt  de 
poser  z*=  t  pour  ramener  la  seconde  partie  à  ne  contenir  d'autre 
irrationnelle  que  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  second  degré 
en  t,  et  nous  n'avons  qu'à  nous  occuper  de  la  première  partie. 
On  peut  supposer  qu'on  ait  fait  sortir  du  radical  la  valeur  absolue 
du  terme  constant  de  chacun  des  deux  facteurs  dans  lesquels  on 
a  décomposé  Z  et  ne  considérer  que  la  différentielle 

dz 

,(3.)-, 

OÙ  Z  =  {mz^±i){m'z^±\). 


28*.  Nous  allons,  par  un  dernier  changement  de  variable, 
réduire  à  un  seul  les  divers  cas  que  présente  cette  différentielle 
suivant  les  signes  des  quatre  termes  qui  figurent  dans  l'expres- 
sion précédente  de  Z.  Par  une  analyse  bien  simple,  on  reconnaît 
que  Z  ne  peut  avoir  que  l'une  des  six  formes  suivantes,  dû  les 
signes  sont  en  évidence  : 


1" 

G" 


a^z*)(i  —  b*z*), 
rt«2«j(6«z«— i), 

atz^){—i^b*z^), 


Dans  le  premier  cas,  on  peut,  en  rangeant  convenablement  les 
facteurs,  faire  en  sorte  que  a  soit  >  ô;  on  pose 


az  =  X, 


a 


alors  — =  se  transforme  en  -— = ,  en  désignant  dorénavant  par  X 

\/Z  .  s/X 


Stirm.  —  j4n,f  I. 


35: 
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le  trinôme 

(i)  X  =  (i  — :c«)(i  — ^«x»)' 

nous  supposerons  toujours  k  positif  et  inférieur  à  l'uni  lé. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  faire  en  sorte  que  a  soit  <  b  \  nous 
poserons  alors 

6» — a»        ,.  .        I         /  I          I  \    .       I  —  A*a:* 


flî       ' 


dans  ce  cas  et  dans  les  trois  suivants,  la  transformation  est  telle 
que,  lorsque  x*  varie  de  o  à  i ,  z*  prenne  toutes  les  valeurs  qu 
rendent  Z  >  o.  Ici  nous  aurons 

k^xdx 
dz  = ,  I  —  a*3'=A*x*, 

a^i  —  k^x^ 
b*z^—i  =  b*k^^—^; 

m 

-=  se  transforme  en  —  7  -— :  >  X  étant  toujours  le  trinôme  (i) 

v/z  ^  /X 

où  A  <  I . 
Dans  le  troisième  cas,  nous  poserons 

a?  «'  H-  t>* 

et  nous  aurons 

X  dx 
dz  =^ ^o  I  —  a«3*=x*, 

a  /i  — x* 
,.   .       ,.  I  — A*j:*  ^3  k-  dx 

aU«  ^  b  ^X 

Dans  le  quatrième  cas,  nous  poserons 

I  a* 

^'=  a\i  —  x^y  **=««+ 6»' 

et  nous  aurons 

jrrfj:  dz  ^  k    dx 

^^"^ ï'  •"'         Jfajv' 

aii-x^y  y^       ^^ 

Dans  le  cinquième  cas,  nous  ferons  en  sorte  que  a  soit  >  6,  et 
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nous  aurons 

.r*  , .       «'  —  b^  dz         I    dx 

Enfin,  le  sixième  cas,  où  /z  est  toujours  imaginaire,  se  ramène 
au  cinquième  en  faisant  sortir  —  i  du  radical. 

Quant  à  <p(2'),  elle  se  transformera  toujours  en  une  fraction 
rationnelle  ^{x^)  qui  pourra  se  décomposer  en  éléments  simples 
de  la  forme 

p  et  ^  sont  d3S  entiers  dont  le  premier  pout  être  négatif.  Nous 
sommes  donc  ramenés,  en  définitive,  à  deux  espèces  d'intégrales, 
savoir 

nous  allons  voir  que  toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimer  au 
moyen  de  trois  d'entre  elles  et  de  fonctions  élémentaires. 

29*.  En  développant  l'expression  de  X,  on  trouve 

X  =  i  — (i-+-A«)jc«H-^»x*, 
et  l'on  en  déduit  l'identité  suivante  : 

d.xV-  y/X  =  HL.rH.-i  s/^dx^xV-  ^^'-^^^  0  +  ^')-^ 

V^X 

V\  /X 

dx 

/X 

Faisons  (x=/7~3  et  prenons  les  intégrales  des  deux  membres, 
sans  mettre  en  évidence  de  constantes  arbitraires,  puisque  chaque 
intégrale  en  comporte  une  :  il  vient 

x2P-3v/X  =(2jD—  3)Up-î 

-  (2/?  —  2)  (l  -4-  A-«)Up-i  4-  (2/>  -  l)AîUp. 

Cette  formule  permet  d'exprimer  au  moyen  de  Uo,  Ui  et  de  fonc- 
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lions  algébriques  l'intégrale  Us,  puis  Us,  U4,  .*.  et  aussi  U.ti 
U_î,  etc. 

Pour  obtenir  une  réduction  analogue  des  intégrales  V^^,  nous 
partirons  de  Tidentité  suivante,  qui  se  vérifie  sans  difficulté  : 


^*^   1      ^  [iq  —  {iq^  i)(ï-4-/tJ7«)]XH-[2A:«3:»  — (i-f-Â:«).r«](iH-/i.r«) ^^^ 

On  a  aussi  les  identités 

—  (/i  -4- wX:*H-2X:«)(i-f-/îjr')-i-(/i-*-i)(/n-Â:«), 

Si  Ton  multiplie  par  n'^  tous  les  termes  de  Tégalité  (i),  on 
.  pourra  transformer  le  numérateur  du  second  membre  au  moyen 
des  deux  dernières  identités;  on  ordonnera  le  second  membre 
par  rapport  à  i  -H  nx'^  et,  en  intégrant,  on  trouvera  sans  peine 

7.q{n  -h  1)  («  -+-  A2)Vy-Hi 

—  (27  —  i)  [n{n  -+-  2)  -f-  (2/2  -+-  3)A«]Vç 

(^)    I       -+-(2^  — 2)[/2-H(/i-h3)A«]Vy_i 

//*.r  v/X 


-(2^-3)A«V.-,= 


(H-//A-*;? 


Cette  relation  subsiste  quand  môme  un  ou  plusieurs  des  indices 
des  V  seraient  négatifs.  Supposons  d'abord  n  différent  de  —  i  et 
de  —  A*;  en  faisant  ^  =  1,  la  relation  (2)  permet  d'exprimer  Vs 
au  moyen  d'un  terme  algébrique,  deVi,  Vo  et  V-i;  mais  Vo  n'csi 
autre  que  Uo,  et  V-i  que  Uo-+-«Ui.  En  donnant  ensuite  à  q  le? 
valeurs  2,  3,  4»  ...,  on  pourra  exprimer  V3,  V4,  ...  au  moyen 
de  Vi,  de  Uo,  de  Ui  et  de  termes  algébriques. 

Quand  n  est  égal  à  — i  ou  à  — A',  le  premier  terme  disparaîl 
de  la  relation  (2),  et  celle-ci  montre  qu'on  peut,  dans  ce  cas, 
exprimer  Vi,  V»,  V3,  ...  au  moyen  de  Uo,  Ui  et  de  termes  algé- 
briques. 
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INTEGRALES  ET  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

30*.  En  résumé,  les  transcendantes  distinctes  introduites  par 
l'intégration  de  la  différentielle /(x,  ^X)  dx  se  réduisent  à  trois, 
Uo.  Ui  et  Vi.  Nous  prendrons,  comme  on  fait  habituellement,  les 
intégrales  à  partir  de  j?  =  o,  et  nous  poserons 

_   r"" dx 

"      Jo     \/{i-x^){i-k^x^) 

/^  x^dx 

-7  > 


k^X^) 

_  r*        dx ^ 

""Jo     (l-H/îx2)v/(i— x2)(i  — Â:2.2;2)' 


0 

'^  dx 


0 


ces  intégrales  sont  connues  sous  les  noms  ^Inté^rales  elliptiques 
de  première,  deuxième  et  troisième  espèce;  la  constante  k  est  le 
module,  n  le  paramètre  de  l'intégrale  de  troisième  espèce.  Le 
nom  à' intégrales  elliptiques  vient  de  ce  que,  dans  une  ellipse  oii 
le  demi  grand  axe  est  égal  à  1* unité  et  Texcentricité  à  A-,  un  arc 
compté  à  partir  du  sommet  du  petit  axe  a  pour  longueur 

J  =r    I        dxi/  —   =1/  —  Ai*  «t  » 

Lcgendre  avait  même  donné  à  cette  fonction  s  le  nom  ^'intégrale 
de  seconde  espèce. 

Si  Ton  pose  x  =  sincp,  les  intégrales  elliptiques  prennent  des 
formes  remarquables  : 

'^  d^ 


r 

«   =   I       —==z 

Jq    /r^A-2sin«<p 

Jr^      sin'cpc?<p 


7 

sin^cp 


w  =  •     ^ 


J^      (l-+-/2Sil 


sin'cp)  y/i  —  k^  sin*<p 
Los  intégrales  elliptiques  ne  peuvent,  en  général,  se  réduire 


s.  i: 
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les  unes  aux  autres  ;  il  y  a  toutefois  une  exception  indiquée  à  la 
fin  du  n°  29*  :  dans  l'équation  (3)  de  ce  numéro,  faisons  ^  =  i, 
et  tour  à  tour  n  =  —  i  ou  w=  —  A*;  enfin,  prenons  les  inté- 
grales V  à  partir  de  a:  =  o  :  nous  trouverons  que,  lorsque  son 
paramètre  est  égal  à  —  i  ou  à  —  A*,  l'intégrale  de  troisième 
espèce  est  réductible  aux  deux  autres,  et  l'on  a  pour  ces  cas 
particuliers 


X    V 


dx 


f 


A2  I  /i— A*.rs 

-  A2  ^     *  ^  I  —  A2  y/        1  __  j;2 


1  —  A2 

dx 


_  ii  —  k^iii  A2  /  I  —  .r2 

""     I  —  A2  I  — A-î  V    1  — A2x«' 

ces  formules  peuvent  se  vérifier  au  moyen  d'une  différentiation. 

31*.  Quand  le  module  devient  égal  à  zéro  ou  à  l'unité,  /X  se 
réduit  à  /i  —  x^  ou  à  i  —  j:*,  et  les  intégrales  elliptiques  se 
réduisent  à  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires que  nous  calculerions  sans  peine.  Nous  ferons  seulement, 
sur  un  de  ces  cas  particuliers,  une  observation  essentielle  qu'on 
peut  généraliser.  Pour  A:=  i,  a  devient  égal  à  arcsinx;  c'est  une 
fonction  bien  connue  de  x]  mais,  à  son  tour,  x  est  une  fonction 
de  «,  sinw;  or  cette  fonction  joue,  dans  l'Analyse,  un  rôle  bien 
plu&  important  que  la  fonction  inverse.  La  môme  chose  se  pré- 
sente dans  le  cas  général  où  k  n'est  plus  nul  :  a:  est  une  fonction 
de  «,  c'est  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique,  et  c'est 
elle  qui  joue,  en  Analyse,  le  rôle  le  plus  important;  Gudermann 
a  désigné  cette  fonction  par  snw;  il  a  aussi  posé 

y/i  —  u^=z  cmi,        v^i  —  A*«'=  dn«; 

snUy  en  M,  dnu  sont  les  trois  fonctions  elliptiques^  dont  la  théorie 
a  été  développée  par  M.  Laurent  dans  l'Appendice  du  second 
Volume. 


APPENDICE  AU  TOME  I. 

EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  (^). 


QUESTIONS  TIREES  DU  RECUEIL  DE  M.   TISSERAND. 

1.  Combien  l'équation 

sin(j7  —  a)  —  msiii*j:=o 
a-t-elle  de  racines  réelles?  . 

2.  Même  question  pour  l'équation 

-   a/        I  \ 
—  sin-  (  X ) 

xe  2  \        X  J  ^^YTl, 

3.  L'équation  tang2  =  z  n'a  pas  de  racines  imaginaires. 

4.  Racines  imaginaires  de  l'équation  tangz  =  kz. 

I 

5.  Trouver  la  dérivée  /i'^""  de  e^:  en  déduire  la  dérivée  /2'''™®*de 

•    G.  Trouver  la  dérivée  w^^"®  de  g~^^\  en  déduire  la  dérivée  //'^°" 

7.  Trouver  la  dérivée  /i''-"'"®  de  cp(e^). 

8.  Trouver  la  dérivée  w'*^'""®  de  cp(logj:). 

9.  Étudier  les  variations  du  rapport  de  la  somme  des  surfaces 
des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  à  la  surface  du 
cercle  circonscrit. 

10.  Même  question  pour  les  circonférences. 

11.  Étudier  les  variations  de  l'expression 

u  =  (rtcosa  4-  ècos^  M-  ccosy)*  -*-  (asina-h  6sinp  h-  csiny)* 
a,  p,  Y  étant  des  angles  variables. 

12.  Lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle  constant  cfrConscrit 
à  une  cycloïde. 

13.  Lieu  des  centres  des  ellipses  qui  ont  en  un  point  donné  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  une  courbe  donnée. 

(»)  Recueil  complémentaire  d* Exercices  sur  le  Cahcul  infinitésimal, 
par  M.  Tisserand.  Paris,  Gauthier- Vil lars. 
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11.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  en  un 
point  donné  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée. 

If).  Trouver  le  lieu  des  foyers  et  l'enveloppe  des  axes  des  para- 
boles qui  ont  en  un  point  donné  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  donnée. 

16.  Trouver  l'équation  de  la  conique  qui  a  en  un  point  donné 
un  contact  du  quatrième  ordre  avec  une  courbe  donnée. 

17.  Lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  du  troisième 
degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites  données. 

18.  Intersection  de  la  surface 

et  de  la  sphère 

jc^  -hy^  -h  z^  =1. 

19.  Trouver  toutes  les  hélices  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  à  l'arc  compté  d'un  point  fixe. 

20.  Trajectoires  des  génératrices  rectilignes  d'un  hélicoïde 
développable. 


QUESTIONS   PROPOSEES  AUX   EXAMENS   DE   LICENCE. 

1 .  Étant  donnée  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point 
double  0,  trouver  l'enveloppe  des  cordes  D  qui  sont  vues  du  point  0 
sous  un  angle  droit.  Application  aux  courbes  représentées  par  les 
équations  (*) 

aj^  =  x^,        x^  -{-  y^  =  3axf, 

2.  Déterminer  les  points  où  la  courbe  définie  par  les  équations 

X  i=  au  —  èsinw,        J  =  «  —  6cos« 

{a  et  /;  étant  des  constantes  et  u  un  paramètre  variable)  peut 
avoir  un  contact  du  troisième  ordre  avec  un  cercle. 

3.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  le  rayon  de  courbure  en 
un  quelconque  de  ses  points  soit  proportionnel  au  cosinus  de 
l'angle  que  la  tangente  fait  avec  l'axe  des  x. 

4.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  les  diagonales  du  qua- 
drilatère formé  par  les  axes  coordonnés  et  par  la  tangente  et  la 


(•)  Dans  ceux  des  énonces  où  figurent  des  coordonnées  rectilignes, 
on  devra  supposer  les  axes  rectangulaires. 


L. 
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normale  en  un  quelconque  de  ses  points  se  coupent  sous  un  angle 
donné. 

5.  En  un  point  quelconque  M  d'une  parabole  dont  le  sommet 
est  .0,  on  élève  une  droite  MP  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe 
et  proportionnelle  à  l'aire  comprise  entre  l'arc  OM  et  sa  corde; 
trouver  le  lieu  du  point  P  ;  calculer  sa  courbure  et  sa  torsion  en  P, 
ainsi  que  la  longueur  de  l'arc  OP. 

6.  Déterminer  une  courbe  située  sur  un  cône  droit  et  telle  que 
toutes  ses  tangentes  coupent  une  circonférence  donnée  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  Taxe  du  cône  et  dont  le  centre  coïncide  avec 
le  sommet.  Rectifier  la  courbe  trouvée;  calculer  ses  rayons  do 
courbure  et  de  torsion. 

7.  Sur  un  cylindre  de  révolution,  trouver  une  courbe  telle  que 
la  droite  menée  d'un  quelconque  de  ses  points  M  à  un  point  fixe 
sur  l'axe  du  cylindre  soit  proportionnelle  au  cosinus  de  l'angle 
qu'elle  fait  avec  la  tangente  en  M.  Rectification  de  la  courbe.  Aire 
cylindrique  comprise  entre  deux  génératrices,  un  arc  de  la  courbe 
et  une  section  droite  du  cylindre. 

8.  Cakuler  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  en  un  point  de 
l'intersection  de  l'hélicoïde  défini  par  l'équation 

Y 

z  =  m  arc  tang  — 

et  d'une  surface  gauche  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z. 

9.  Calculer  l'aire  comprise  à  l'intérieur  des  boucles  formées  par 

l'une  des  courbes 

« 

n  étant  un  entier  donné. 

10.  Aire  intérieure  à  la  courbe 

11.  Étant  donnée  la  sphère  x^ -\- y^ -\- z^  =  a^,  évaluer  la  por- 
tion de  sa  surface  qui  se  projette  sur  Oxj-  à  l'intérieur  de  la  courbe 
qui  a  pour  équation 

r  =  a^i  —  3  tang^ô. 

12.  Étant  donnée  la  même  sphère  et  le  cylindre 

évaluer  les  parties  de  la  surface  et  du  volume  du  cylindre  qui  sont 
comprises  dans  l'intérieur  de  la  sphère. 
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13.  Calculer  la  partie  do  l'aire  d'un  cône  droit  comprise  entre  le 
sommet  et  un  plan  donné 

1  i.  Le  centre  d'une  sphère  de  rayon  donné  parcourt  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  do  révolution;  trouver  l'équation  et  l'aire 
(le  l'intersection  du  plan  d'une  section  droite  du  cylindre  avec  la 
surface  enveloppe  do  la  sphère. 

lo.  Aire  do  la  partie  d'un  paraboloïde  elliptique  comprise  à  l'in- 
térieur du  lieu  des  points  où  la  normale  au  paraboloïde  fait  un 
angle  donné  avec  son  axe. 

16.  Volume  compris  entre  le  plan  des  xy^  le  paraboloïde  xy  —  az 
et  le  plan  .r  -h  j  -4-  3  =  «. 

17.  Soit  AB  un  arc  d'hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolu- 
tion; ses  tangentes  engendrent  une  portion  de  la  surface  d'un  hé- 
iicoïde  développable  :  calculer  l'aire  de  la  partie  de  cette  surface 
comprise  entre  l'arc  AB,  la  tangente  en  B  et  le  plan  de  la  section 
droite  du  cylindre  menée  par  le  point  A;  volume  compris  entre  ce 
plan,  le  cylindre,  l'hélicoïde  et  le  plan  qui  touche  le  cylindre  au 
[)oint  B. 

18.  Surface  engendrée  par  une  droite  AB  qui  rencontre  l'axe 
«les  3  sous  un  angle  constant  en  un  point  A  tel  que  OA  soit  pro- 
portionnel à  l'angle  dièdre  BOAX;  évaluer  l'aire  de  la  surface  si- 
tuée au-dessus  du  plan  des  xy  et  limitée  par  une  génératrice^; 
volume  compris  entre  les  plans  ^xy^  OÂB  et  la  surface. 

19.  Discuter  le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux  droites, 
dont  l'une  tourne  autour  de  l'origine  avec  une  vitesse  angulaire 
constagte,  tandis  que  l'autre,  parallèle 'à  l'axe  des  x^  est  animée 
d'un  mouvement  de  translation  uniforme.  Montrer  que  la  construc- 
tion exacte  de  la  courbe  résoudrait  le  problème  de  la  quadrature 
du  cercle. 

20.  Déterminer  l'aire  comprise  entre  les  portions  situées  dans 
l'angle  positif  des  coordonnées  (rectangulaires)  des  quatre  courbes 
que  représente  l'équation 

x'^  y^      _ 


X2      '      X2__c2    -*' 

I  2  i 

quand  on  donne  successivement  à  X2  les  valeurs  -c^,  -c^    Jc- 

5   , 
et  jc^ 

21.  Les  rayons  émanés  d'un  point  lumineux  P,  situé  dans  un 
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plan  donné,  sont  réfléchis  par  uiud  courbe  située  dans  le  plan;  mé- 
thode générale  pour  déterminer  l'enveloppe  des  rayons  réfléchis. 
Cas  où  la  courbe  est  : 

1°  Une  parabole,  le  point  P  étant  sur  Vaxe; 
1°  Une  circonférence,  le  point  P  étant  à'  l'infini. 

22.  On  considère  les  sections  faites  dans  une. surface  du  second 
ordre  par  des  plans  m-enés  suivant  une  droite  qui  touche  la  sur- 
face en  M  :  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur  à  la  développée 
d'une  quelconque  de  ces  sections  au  point  qui  est  le  centre  de 
courbure  de  la  section  en  M. 

23.  Déterminer  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe 
d'une  sphère  de  rayon  donné,  qui  se  meut  de  manière  à  conserver 
un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée; 
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